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CIENCIA Y TECNICA DE LA INGENIERIA CIVIL

ROTURA DE UN TALUD*

SLOPE FAILURE

JAVIER JENARO MAC-LENNAN. Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos
Director de Obra. j-jenaro@hotmail.com

RESUMEN: Se aplican los principios del céleulo de variaciones aplicandolos a la determinacién de dos funciones, y(x)
y olx), que representan la tensién normal a lo largo de la linea y{x}, que es la linea de rotura del talud, y se
relacionan entre si al establecer las tres ecuaciones de equilibrio en.un punto de las fuerzas actuantes, feniendo en
cuenta la ley de Coulomb, :

PALABRAS CLAVE: METODO, VARIACIONAL, ROTURA, TALUD

ABSTRACT: The variational principles are applied fo calculate the two functions y{x) and o(x). These lines represent the
normal stress along the line y(x) which is the rapture of the slope. They dlso are related to each other establishing the
static equilibrium equations at a certain point considering the Coulomb law.
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1.ECUACIONES DE EQUILIBRIO
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Supondremos que la linea de rotura o deslizamiento del talud viene definida por una funcién r=r{x), tal como se refleja en la
figura n® 1, que corta a la linea del perfil del talud, t=t(x), en los puntos (x;,0), (xo, H ). En un punto P(x,y), cualquiera de la linea
de rotura actia la cohesion ¢ del suelo (constante para un material homogéneo con dngulo de rozamiento @, peso Especifico ),
la tensién tangencial 7 (x) y la tensién normal o (x). El material se comporta segin la ley de Coulomb:

T=Cc+0ofang

se supone un sistema de referencia cartesiano con el origen en el pié del talud y los sentidos habituales.

* El derecho de Propiedad de este arficulo estd amparado bajo el n° 12/RTPLO10011/2003 del registro Territorial de la Propiedad Inte-
lectual de la Comunidad de Madrid
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Poniendo las condiciones de equilibrio de las tensiones actuante proyectadas sobre los ejes del sistema elegido y tomando
momentos respecto del origen se tiene el sistema:

[ t(x)cosa ~ oxsmcx]ds 0]

[ | x)sina + o x )cosa] f (t( ) r(x))dx=0
f[ (x)cosa o(x smoc]y [ (x)sma + o(x)cos (X]X]——j:zyx(t(x) - r(x))dx -0

(1)

o es el dngulo de la tangente a la curva del deslizamiento en el punto.

De ofra parte la condicién de plastificacién del suelo es la dada por la ecuacion de Coulomb:
T =c+oxtang

Segin la Geometria diferencial tenemos las relaciones:

. r' 1
SiN0L = ——; COSOL = ——; ds =v1+r2dx; r =tana

1+r? 1+

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones anteriores, se tiene:

f| e ofotan a)-ofx) 5 | =0
jjf r(c + G(X)fdn cp):—:( + o(x): dx —-j:fy(H - r(x)) dx =0
J:z (c + o(x)ton cp) - o(x)j—;j y - (c + o(x)tan cp)j—)r( + 0( )

En las ecuacionres anteriores las expresiones de o (x} y r{x}) que-andamos buscando son los extremales del funcional F que
determinamos a continuacién. Para buscarlo formamos la expresién:

J:z [(c+0(x)ton cp)— ( )j—} dx +7»f (c+0( )tcm cp):;I (X)}dx—jzzy(H—r(x))dx+
ofx

}»21):2( (c+0(x)ton cp) ) } (c+o(x)fon cp)%r(—+0(x)

X - yx( ())dx 0 “

X~ yx(H - r(x))) dx=0

Las fuciones de y[x) y o (x} que hacen maxima a (2} son los extremales del funcional

F = (c+0toncp—0%+7»]((c+oton cp)-c%r(—+0—y(t - r)) +7»2(((C+oton (P)‘G%)) y -
((c+ ofan cp)% +o) X —Yx(t - r))
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_ Aplicandole las ecuaciones de Euler [ver Apéndice}:

dy dxdy ' 9o dx oo’
Obtenemos de la segunda donde hacemos r=f
d V(o oy d
foncp—ﬁ+)\.](k+])+)»2(yk-y%—xkg)%—x=0)
O lo que es lo mismo:
1 A
k| —+y|- —]—x)
dy (xz Y) (xz e
SR

La solucién es?

2 2

(4621

Pero también haciendo el cambio:

N
=——-pcos0;
X " pco

Se llega a la ecuacién:

( 1.,)

—+Yy |
2

K,exp | -tan garctan

x -

2

, A, o
y=—;\:+psm6 n

tan gtan 6 + 1

+tan 9

-fan B +tan @

i
Con lo que integrando se tiene la ecuacion de la linea de rotura o deslizamiento en polares referido al sistema (p,0):

p=Ke

El origen de cinco esta referido al sistema original (x,y), en el punto (CI, b) = (

Ofan @

(%)
2 L) rediante o ransformacién ().
ny ,}\2 .me iante la rcn§ f)rmocmn( ).
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La primera de las ecuaciones de Euler nos da la ecuacién diferencial:

Ay + yz(c +otan @ - oy’) +AyX — (—0’ + Mo’ fan @ - kQ(o’y + o’y’) - A0'% - hz(c +ctan cp)) =0

A A
—“1_x|-2 H -y -1
0,=_2}»20k+)»2yx+27»2c+)\,y o §g=(x2 X) (C+0°nq)) ;\2(7 )
T4+ Aoy + Apxk = Ak dx i_'_ Y.
n )T,

Haciendo el cambio (4), la ecuacién queda: (k=tan ¢)

| j—g—pcose+2(c+ok)+—:—:;—(y—l)=0

Teniendo en cuenta la solucién para p obtenida anteriormente:

%%+20=Ae9'°""’cose-—8 Liamando B=(2C+%]—(Y'—])) y k=tan ¢
2

do +20 = Ae* cos 6-B

de

Integrando y desarrollando en serie deteniendonos en el primer orden:

2k,e*® cos 6 + k](cos e)kek" + k](sine)eke - %B - 2Bk - %Bk2 + 5k e + 4k ke + k k262

0(6) = =

5+ 4k +k?
5 1
2k] +5k2 —§B+kk] +4k2k—28k _ k2k2 —EBk2 . _'Iok2 —8k2k—2k2k2 +k] +2kk] +k2k-| 0
5+ 4k +k? 5+ 4k +k? 5+ 4k +k?

El méximo valor se obtiene cuando iq

de

o= _;_(k]eek cos B — B) - (%k] - %‘B) + %kk,e + (-%k] ,+;1—k,k2)ez

Identificando los dos valores que delimitan o, se fiene

AT 1o
(—2—k] _53) +§kk]e+(—zk] +Zk]k2)92 ~(x+Y6)=0

Donde:
‘. 2k, + 5k, - g(2c + a(v - 1)) +kk, + 4kk - 2(2c + a(y - 1))k +kok? - %(zc + a(y _ 1))k2
54+ 4k + k2
Y = -1 Okz - 8k2k - 2k2k2 + k] + 2kk] + kzk]

5+ 4k + k?
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Resolviendo en 6 hasta el primer orden se obtiene finalmente:

P Ok, — 8k k — 2k, k2 +k, + 2Kk, + k%,
4kk? +kk +16kk + 2k k2 + kk® + 20k, - 2k,

Eligiendo este valor para 6 que da el méximo o, e introduciéndolo enla ecuacién de a(f) se obtiene:

. N (y —1)) + tan gk, + 4tan gk, —2(2c+~::—;(y —1)) tan @ + k, tanzm—%(2c+:—;(y‘—1)) tan? g .
R ‘5+4tang+tan?e '
-10k, - 8k, tan ¢ - 2k, tan? ¢ + k, + 2tan gk, + tan? gk, { -10k, - 8k.k - 2k.k? + k; + 2kk; + k;k?
5+4tan g +tanZg -

\
4K,k + Kk, + 16kgk + 2kkZ + ki + 20k, - 2k, el

Asumimos que basta la rotura en un punto del suelo para que sobrevenga la de todo el talud. Como of puede ser determina-
da mediante ensayos podemos obtener una relacién entre Ky,Ky, Aq,Ap. Ademds tenemos las condiciones de contorno:

”)

2 ; v 2 {

1
VY 1\ A
i B _— =K —t $ 2
L(X] )\2) +(7»2) ) 1exp an @ arctan

| [ ; 1)
( )\'] 2 1 2\ T+H
L(Xz_—) +(H+_) J =K, exp| ~tan ¢ arctan —2

i
X2__
A
2

Por ofra parte, tenemos dos ecuaciones de transversabilidad (ver Apéndice) que son:

|Fy,1p’—y’Fy, +Fp' -y'F,+F =0

XmX]

|Fy,d>’ -y'F, +F, @' -y'F, +F

=0

X=X2

(8)

Estas ecuaciones se plasman en nuestro caso asi:

. |—y’Fy, +F
|—y’Fy, +F

= ()

XmX]

=0

XmwXp

Sustituyendo los valores calculados con anterioridad para y e y’, se tiene:
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1 A 1 A ( 1 A
- ]7\'2 : AyCx, +C- A e az +A ac: A X,
—(———) + k(—}i—xz) —(—L+ H) + k(-):‘——x2) —(—]+ H) + k(&]—.—xz)
A, Xy (Ao Ay Ay A

2
Tenemos como incdgnitas, My, Ay, X1, X, t 6 B, Ky, Ko, H, y tenemos las tres ecuaciones (1), dos de transversabilidad (8), una
de la condicién {6) y dos mas de (7}, el problema. queda resuelio.

Es de destacar que es necesario determinar la forma de la curva mediante la aplicacion al funcional H de la primera de las
ecuaciones de Euler y que esta es independiente de las tensiones, no lo es asi la determinacién de la posicién de la linea de des-
lizamiento que como es légico debe depender de la resistencia del suelo, es decir, de c y o.

. APENDICE. DETERMINACION DE LAS ECUACIONES FUNDAMENTALES QUE DEBE CUMPLIR EL FUNCIONAL

El funcional que deriva la condicién de equilibrio del talud, en general seria de la forma:

F(x,y(x),o(x),y’(x),o’(x))

O

Siendo x, la posicién, y, la funcién de la linea de rotura, y o la tensién normal sobre la linea de rotura del taluz.

Y la condicién de equilibrio de las tensiones a lo largo de la linea de rotura del talud serd de la forma:

H =j:2 F(x,y(x),o(x),y’(x),o’(x)) dx

En general x;, xg estardn cada una de ellas sobre la curva(s) que delimita(n) el taluz, estas, en principio dos funciones que
definen el talud en los extremos de la linea de rotura quedardn definidas por dos funciones y(x), ®(x).

La variacién del funcional entre dos puntos préximos, quedard establecido de la manera siguiente:
3H = H(y +h,o+ k) - H(y,o)

O lo que es lo mismo:

= [ o Floy #hoky b0 sk)dx - [TF{x,y,0.y',o')dx ()

Por la conocida propiedad de la asociatividad de la integracién respecto de la suma, se tiene:

1+0x] 1 148 1+0%0
o,
xo+dxo Jxo Jx; X0

Pudiendo entonces escribir (1) asi:

58 REVISTA DE OBRAS PUBLICAS/JULIO-REGOSTO 2004/N° 3.446.



6+ ROTURADE UNTALUD

M= (Hxy +hosky +h,o k) -F(xy.0,y,0"))dx + o )
j:”ax' F(x,y +h,o+ky +h,o +’k’)dx -j:('+6x°F(x,y +ho+ky +h,0'+ k')dx

0

Podemos escribir con base a la citada propiedad asociativa, para la primera integral:

bk b )y
,j:;(F(x,Y +ho+ky +h,o + kf) - F(x,y,G,y’ +h',0' +,k’) + F(x,y,‘o,y’ +h', o'+ k’) - F(X,Y,G,y’,o'))dx -
jj;(Fy,h’ + Fyh)dx +j:2(F0,k’ + Fck)dx

Ahora bien, estas integrales se pueden integrar por partes, con lo que se tiene:

S (F b+ F h)dx = j:;(Fy - —d—d;Fy,) hdx +F, h

1 , : d
LR+ E k) - jjo(Fg - d—XFO,) kdx +F,h

x]
X0

X
X0

Observamos ahora que las dos restantes infegrales de la expresién 8H son, cuando 8x — .0

f]'+6X]F(X,Y+h,0+k,y’+h’,0’+k’)dx =F &,
x XmX ]
f”éxo F(x,y+h,o+k,y’+h’,o’+k’)dx =F  8x,
X1 X=XQ
En consecuencia con los cdlculos anteriores, la variacién total del funcional es:
8H=['|F :ry hdx + | F C R Vi + PR S F N oF ox +F ox
xol Y dX Yy xol © dX o Y ko o xo X=X] 1 x=x0 0

Por ofra parte ya sabemos que:

h(xl) =dy, - y'dx; ; h(xo) =y, - y'dx,
k(x]) =8y, - y'dx, ; k(xo) =dyo - y'dx,

Y sustituyendo en la expresién para la variacién del funcional:

oH =j:;(|:y —’dixFyl) hdx +j;:(Fo ‘ad;Fc') kdx +Fy,((6y] —y’éxl)—(éyo -y’axo))+ ,

F. ((Sy1 - y’ggl) - (Syo - y’E)x0 )) +’F‘x_x] dx, +F

~dx,

X=X0
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Ya que todos los incrementos son arbltrorlos y teniendo en cuentq que los. extremos xg, x7 se mueve en las curvas definidas
por las funciones v, @, con lo que también podemos escribir que dy;=y’8x1 y dyg= ®’8xg, se fiene las ecuaciones resultantes:

-0
=0

X=X

|Fy,1p -y'F, + F,' -y'F, +F
F @ -y'F, +F @ -y'F, +F

X=X]

<

(2)

Las dos primeras ecuaciones son las conocidas ecuaciones extremales de Euler y las ofras dos se corresponden con las de

transversabilidad'. 1
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