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RESUMEN: La generacién automdtica de curvas de nivel suavizadas, pertenecientes a un modelo digital del terreno
(MDT) y definido a partir de un conjunto de puntos aislados, que se han obtenido mediante técnicas topogréficas, bien
por levantamiento topogréfico clésico o bien a través de la fotogrametria, es un problema que se puede abordar
mediante la utilizacién de la técnica de los elementos finitos (FEM). Para ello se parte de la red irregular de triangulos
(TIN) extendida a todo el dominio y se define la funcién de forma que permita el grado de continuidad deseado.

El presente articulo expone una metodologia y un algoritmo para la generacién automética de las isolineas
suavizadas partiendo de una red irregular de trigngulos, aplicando la técnica de los elementos finitos. Ademés se
comparan las diferentes funciones de forma y sus ventajas e inconvenientes a la hora de elaborar los programas de
ordenador correspondientes.

PALABRAS CLAVE: MODELO DIGITAL DEL TERRENO (MDT), RED IRREGULAR DE TRIANGULOS (TIN),
CURAS DE NIVEL SUAVES, CONTINUIDAD

ABSTRACT: Based on a set of points obtained by normal topographic methods, surveying or photogrammetry, it can
be obtained a triangulated irregular network (TIN) for the whole domain. Automatic generation of fit isolines, adapted
or smooth contour lines, in a digital terrain model (DTM) defined throughout a set of scattered points and its associated
TIN, can be obtained using finite element techniques (FEM). This paper shows a methodology and algorithmto
achieve an automated generation process to define smooth contour lines knowing the triangulated irregular network
based on finite element method. Also it compares different shape functions showing advantages and disadvantages
when they are programmed and implemented at computers.

KEYWORDS: DIGITAL TERRAIN MODELLING (DTM), TRIANGULATED IRREGULAR NETWORK (TIN}),
SMOOTH CONTOUR LINES, CONTINUITY

INTRODUCCION e 12 Disponer de un contorno convexo. Condicion con-
veniente pero no necesaria.
El punto de partida es la obtencién de un modelo digital e 22 Admitir islas o zonas de exclusién en las que no se
del terreno basado en una red irregular de trigngulos (TIN), realizard la triangulacion.
cuyos vértices sean los puntos del terreno que se han levan- e 32 En esta red irregular de trigngulos cada vértice es
tado previamente, bien por que se ha realizado un trabajo un punto en el que se conoce su cota y su posicion en
topogréfico clésico, o bien por que se ha efectuado un pro- planta.
ceso de restitucion fotogramétrica a partir de los pares de fo-
togramas procedentes de un vuelo. La base geométrica del modelo digital del terreno la
El terreno a modelizar, denominado dominio, puede ser constituye la red de trigngulos y la simulacién matematica
simplemente conexo o no, ya que el proceso de triangula- del mismo es la generada por los trigngulos de dicha red,
cién produce una red de triGngulos caracterizada por: de tal forma que el terreno natural, en una primera aproxi-
Se admiten comentarios a este articulo, que deberdn ser remitidos a la Redaccién de la ROP antes del 30 de marzo de 2002. Recibido: mayo/2001. Aprobado: julio/2001
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Figura N2 1. Triangulacién del d io D. Red irregular de triangulos.

macién, es sustituido por la superficie poliédrica definida
mediante los triangulos situados a la elevacién adecuada.

El proceso de obtencién de las curvas de nivel consiste
en seccionar la superficie poliédrica por planos situados a
las cotas requeridas. El resultado es una poligonal cuyos la-
dos son segmentos rectos y la interpolacién que se lleva a
cabo es una interpolacién lineal.

Existen técnicas para obtener curvas de nivel suavizadas
que manteniendo la exactitud de los valores de las cotas en
los vértices de la red triangular, permite disponer de una
apariencia suave. En el presente articulo se propone abor-
dar el problema de la interpolacion de puntos pertenecientes
al modelo digital del terreno ufilizando la técnica de los ele-
mentos finitos que permite resolver, tanto el problema de la
interpolacién, como el de la obtencién de las curvas de nivel
suavizadas.

LA RED IRREGULAR DE TRIANGULOS

La triangulacién del dominio se puede realizar a través de
diversos algoritmos de teselacién, basicamente consiste en ge-
nerar una red de friéngulos cuyos vértices sean los puntos de
partida que se han obtenido mediante fotogrametria clésica
(levantamiento topografico) o por fotogrametria (restitucion de
los pares de fotogramas). El dominio D, figura n? 1, se divide
en triangulos cuyas caracteristicas principales son:

* 12 a circunferencia circunscrita a un trigngulo no con-
tiene ningdn otro punto del conjunto inicial.

e 22 Tomados cuatro puntos pertenecientes a dos tridn-
gulos adyacentes, nos encontramos con un cuadrilatero
que admite dos posibles triangulaciones. Se adoptaré la
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Triangulacion buena
—~ = — Solucién peor

Figura N2 2, Malla triangular regular y poligonos de Voronoi.

que corresponde a los triangulos més regulares, figura
=]
n® 2.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Si el modelo matemdtico estd formado por un nimero
elevado de puntos tomados directamente del terreno, mode-
lo deterministico, la calidad del mismo seré alta. No obstan-
te la realidad es muy diferente y el nimero de puntos que
constituyen el modelo suele ser pequefo en relacién con la
superficie o dominio representar. Serd necesario disponer
de las herramientas mateméticas que permitan estimar la co-
ta de un punto del dominio que no coincida con ninguno de
los vértices de la red triangular. En definitiva, y en una pri-
mera fase, se necesita una funcién Z(x,y) tal que para cada
punto P(xp,yp) del dominio, la funcién tome el valor de la
cota z,, de dicho punto:

Zp = Z(xp’yp) 1]

Ahora bien, no es suficiente que la funcién sea capaz de
interpolar la cota de cualquier punto del dominio, sino que
se necesita que al menos sea una funcién continua C° en to-
do el dominio y si se quiere suavidad en la transicién entre
trigngulos adyacentes, serd necesaria la continuidad C'.

ALGUNAS FUNCIONES INTERPOLANTES

Los interpolantes habitualmente utilizados en la ingenieria
civil son: el modelo gravitacional y el lineal. El primero consis-
te en ponderar con mayor peso a los puntos mas cercanos al
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punto a calcular, existiendo diferentes variantes segin el expo-
nente de la funcién interpoladora.

2(xy)= - 12

siendo,

n el nimero de puntos que influyen en la interpolacién.

p el exponente de la funcién. Un buen valor, contrastado por
la experiencia, es p=2.

d; la distancia del punto P; al punto a interpolar.

z; la cota de cada punto que interviene en la inferpolacion.

En el caso de aplicar este interpolante a un modelo digital
triangular, las condiciones particulares seran:

* Nimero de puntos que influyen en la interpolacién: los

tres vértices del trigngulo en el que se encuentre el dato a

calcular.

* Condicion de continvidad en las fronteras entre tridngu-

los: solo infervienen los vérfices de la frontera dada.

Para Py, Po, P3 vértices del trigngulo en el que se encuen-
tra P, se tendré:

Zxy)=—h  sPmRy

siendo,

d} =(x=x) " +(y-y,)’

el cuadrado de la distancia del punto P; al punto P,.

La condicién de continvidad a lo largo de las fronteras se
logra haciendo que, si el punto P, estd sobre un lado, la in-
Huencia del vértice opuesto sea nula o lo que es igual su dis-
tancia infinita, es decir, supuesto P, sobre el lado P1P3, la fun-
cién interpolante serd:

Z <,

Z(x,y)= L4
’ 1 1
— —

d? d?

y si el punto P, coincide con un vértice, por ejemplo el Py,
la funcién tomaré el valor: Z{x,y)=z;.

Para ofros tipos de modelos, por ejemplo, los basados
en una malla regular en vez de triangular, la funcién interpo-
lante, expuesta anteriormente, admite la siguiente variante:
establecido un radio de influencia R, se consideran datos
intrpolantes todos aquellos puntos cuya distancia al punto a
interpolar sea menor o igual al radio de influencia R.

El interpolante lineal consiste en calcular el plano defini-
do por los tres vértices de cada trigngulo, con lo que se tie-
ne:

Ax+By+Cz+D=0

donde los coeficientes A, B, Cy D se calculan sabiendo que
este plano pasa por los puntos P{xy,yq), P2(x,y2) y
P3(x3.y3), por lo que si se plantea el sistema de ecuaciones
y se opera, los coeficientes se obtienen con las siguientes ex-
presiones:

A=y,(2, =23) + ¥,(z3 — )+ y3(2, - 2,)

B=z(x,—x) +2,(x; —x)+ z2,(x, — x,)

C=x,(y; —y)+ % =)+ x,(3, = ¥,)
D =-Ax, - By, - Cz,

En definitiva, la funcién interpolante es:

A B D
=Z(x,y)=——x——y—-—— |4
2=2Z(x,y) Cx Cy C 4]

que se utilizara para interpolar la cota de cualquier punto Py
interior al triangulo que define el plano dado por la expre-
sién [4], y que constituye el subdominio de la funcion.

La funcién lineal [4], es continua C°y permite interpolar
cualquier punto inferior al dominio D, no asi extrapolar pun-
tos fuera de dicho dominio, propiedad que estd disponible
en la funcién interpolante definida mediante la expresién

(3]

INTERPOLANTE PROPUESTO

Basado en la técnica de los elementos finitos, se propo-
ne una metodologia para definir un inferpolante con las si-
guientes caracteristicas:
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* 12 Que permita calcular la cota de cualquier punto in-
terior al dominio D, es decir, no serd posible realizar ex-
trapolaciones.

e 22 Que sea continuo en el dominio, es decir, una fun-
cién C°

¢ 32 Que disponga de un buen comportamiento topogré-
fico, simulando tanto las tendencias locales del terreno
como las globales.

* 42 Que permita realizar curvas de nivel suavizadas.

Fundamento teérico

Se considera el domino D discretizado en una red de
trigngulos en la que cada vértice es un punto real del terre-
no. Se define un elemento triangular de seis nodos, figura n®

3, cuyas coordenadas locales y globales cumplen las si-
guientes expresiones:

¢, tc,+cy =1

con

€, =Ap +ypX+xyy
C, = Ay +yyx+x,y

€3 =Ap +Yp Xt Xy

donde, si se denomina A al &rea del trigngulo, cada coefi-
ciente es:

1

Ay =E-‘A—(x2)’3 —X3Y,)
1

Ay =ﬂ(x3)’1 - X Y3)
1

A, :ﬂ(%)’z —X,))

1
Yn :ﬁ()’z - y3)

1

Vi zﬂ"()ﬁ -y)
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1
ylzsz_(yl_)’z)

1

Xy = ﬁ‘()ﬁ - X,)
|

X3 = EX(XI —X;)
1

Xy = ﬂ(xz - x)

En definitiva las expresiones:
N, =c,(2c, -1

N, =c,(2¢,-1)
N, =c,(2c,—1)

N, =4cc,
N =4c,c,
Ng =4cyc,

se denominadas funciones de forma del elemento y permiten
interpolar tanto la geometria como la cota, es decir, que las
coordenadas cartesianas globales en un punto interior al
trigngulo vendran dadas por las funciones: '

X=X,C,+ X,Cy + X504 5]
Y=ENC Y6 Y63 6]

y la funcién de interpolacién cuadrética para calcular la co-
ta, serd:

2=Z(x,y)=z,N, +z,N, +z;N; +2,N, +ZsN; + 2N (7]

La funcién expresada en [7] cumple las dos primeras con-
diciones que se han especificado para el inferpolante busca-
do, es decir, permite calcular la cota en cualquier punto del
dominio y ademds es continua. Para garantizar un buen com-
portamiento topogréfico, simulando tanto las tendencias loca-
les del terreno como las globales, se procede a interpolar las
cotas de los puntos medios de los lados de cada trigngulo
ponderando mediante la funcién [3] con los vértices de los
triangulos que contengan dicho lado, figura n 4.
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La funcién definida en [7], permite realizar las curvas de
nivel de forma sencilla y con un aspecto suave, ya que se
cumple la condicién de continvidad en las fronteras. Dado
que no se le ha impuesto continuidad del tipo C', es decir a
las derivadas, resultard que el paso de un trigngulo a otro
no mantendrd la suavidad. Para la mayoria de los proble-
mas planteados en Topografia es mds que suficientemente

imponer la continuidad solamente a la funcién.
Algoritmo.

El algoritmo mostrado a confinuacién estd totalmente desa-
rrollado y forma parte de un programa escrito en Visual Basic
para el entorno AutoCAD y permite obfener y visualizar los
ejemplos adjuntos.

Punto de inicio en triangulo

=1 =0 t(i, J, k)
La cota del punto M vendra dada por la expresion: Figura Ne 3.
Elemento t(,j, k)
triangular de 6 + Aplicar filtro
z z z z nodos. ¢ Es frontera ? phea
A B + c + D Coordenadas
2 2 2 2 locales.
Z(M)-_- dAM dBM dCM dDM
1 1 1 1 No
—t——t ——+ —
Ay doy  doy  dpy .
Obtener vértices de tridngulos
. adyacentes
siendo z; la cota de cada uno de los cuatro puntos que inter-
vienen y d;4 las distancias desde M a dichos puntos.
Si el lado AB fuese frontera del dominio D, solo interven-
drian los tres vértices del propio triéngulo, ya que el cuarto Interpolar baricentro

punto no existiria.

Dibujar curva de nivel

Obtener punto de salida

Figura N2 4,

Estimacién de la
cota en el punto
medio del lado.
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Figura N2 5.

Curvado con 10
precision 10. ’

Figura N 6.

Detalle

curvado con

precision 10.

Figura N 7.

15
O\
::::::ld:on : \\\\‘ 20
precisiéon 3. )
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~

EJEMPLOS

En las figuras n® 5 y 6 se muestran los triéngulos y la inter-
polacién realizada sobre ellos a escala natural y ampliada

para poder observar el comportamiento del algoritmo de infer- -

polacién y poder comprobar con detalle la continuidad C°.

En los ejemplos de las figuras n® 7 y 8 se muestran las
curvas de nivel correspondes a una zona real del terreno.
Obsérvese que en la figura n® 6 los tridngulos que se mues-
tran al estar representados a una escala muy grande, la suc-
vidad de las curvas queda afectada negativamente. Por ofro
lado, el grado de suavidad de las curvas se puede seleccio-
nar a voluntad, siendo en este ejemplo la precisién igual @

Figura N2 8.
Ejemplo de
curvado global
con precisién 5.

diez, entendiendo por precisién el nimero de puntos por fra-
mo y triangulo.

CONCLUSIONES

Cuando se dispone de una discretizacion triangular del
dominio, la generacién de un modelo digital del terreno pue-
de realizase mediante la utilizacién de diferentes interpolan-
tes. El mas sencillo es el basado en una interpolacién lineal
que en la mayoria de los problemas practicos es suficiente-
mente ‘vélido. El resultado obtenido mediante una interpola-
cién lineal difiere de lo que tradicionalmente estamos acos-
tumbrados a ver, ya que las curvas de nivel tienen un aspec-
to poligonal, es decir, muy anguloso. Para mejorar el aspec-
to y producir unas curvas de nivel suaves, existen varios al-
goritmos que en su fundamento solo pretenden suavizar di-
chas curvas.

En este articulo se propone una metodologia y un algorit-
mo que permiten, por una parte, realizar la interpolacién de
la cota de cualquier punto del dominio partiendo de las cotas
de los vértices de la red triangular y, por otra parte, generar
las curvas de nivel suavizadas de acuerdo con el grado de
precision que se desee. La funcién interpolante propuesta esta
basada en la técnica de los elementos finitos y garantiza una
continuidad C°, por lo que la suavidad de las curvas de nivel
en el elemento queda garantizada a través del factor de preci-
sidn, no asi la suavidad en la frontera entre elementos, ya que
para ello seria necesaria una continuidad C'. Ahora bien
cuanto mds exigente sea el algoritmo mas célculo serd necesa-
rio realizar, por lo que es conveniente valorar tanto los esfuer-

" zos como los resultados para llegar a una solucién aceptable

desde el punto de vista de la practica topogrdfica. i
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