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RESUMEN

La intencién del autor, a la hora de escribir el siguiente articulo, es presentar del modo mas asequi-
ble posible el andlisis de borde libre en estructuras laminares mediante la teoria de la membrana,
tomando como referencia principal las cubiertas de hormigén del proyectista que mas audazmente
utilizo dichos bordes: Félix Candela. Se pretende demostrar que el planteamiento del problema del
borde libre no corresponde a entelequias matematicas sino a un preciso significado fisico. Para el
desarrollo teérico ha sido imprescindible introducir, de la forma mas simplificada posible pero sin
perder generalidad, las ecuaciones matematicas que rigen el estado de membrana y que, poste-
riormente, permiten abordar el andlisis de borde libre, objeto de este articulo. Dichas ecuaciones
se hallan abundantemente en la literatura especializada pero es mas complicado encontrarlas in-
mediatamente relacionadas con dicho andlisis. Por tanto el objetivo es permitir al lector no espe-
cializado la comprension fisica del problema a partir de su formulacion matematica. Sirva igual-
mente este articulo como homenaje péstumo a D. Félix Candela, un hombre capaz de soiiar y de
hacernos sofar a los demas.

ABSTRACT

The author recalis the work of the great architect, Félix Candela, and outlines the theorics of his
shell structures with the laminated concrete roofs. The free edge has a definite physical significan-
ce. The equations of the shell structure, available in the literature, are simplified as an introduction
to the physical explanation of the freedom of the cover. This article also serves to pay posthumous
homage to Félix Candela “a man capable of dreaming and of making others dream too”.

INTRODUCCION

Todo aquél que observa y experimenta las cubiertas de Fé-
lix Candela asiste mudo al insélito espectaculo de la ingravidez
de las mismas. Bruno Zevi, hablando sobre los disefios de R.
Morandi, E. Torroja, F. Candela y F. Otto, comenta que en
“esas “telas” se funden arquitectura e ingenieria, el espacio
plasma las estructuras y se forma con ellas”.!

Normalmente las estructuras, como elementos preferente-
mente estaticos, destinados a soportar cargas y trasladarlas

n vomentarios a este articulo, que deberan s;r rérr?lild?s a;I; ﬁédaccic’m de la ROP antes del 30 de marzo de 1999.

hacia puntos discretos de apoyo, se asocian a masividad y a
pesadez; pero Candela desborda por completo cualquier ex-
pectativa para demostrar fehacientemente que el estatismo y
el correcto comportamiento resistente de una estructura no
excluye ni tiene que coartar la imaginacién del proyectista.
Tampoco es necesario asumir el frecuentemente mal utilizado
canon clasico de la caja cerrada. Candela integra sus estructu-
ras en el medio circundante, provocando la interrelacion hasta
cotas tan altas que seria dificil pensar en tales espacios sin las
laminas mencionadas. Para conseguir este grado de integra-
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cién se deben emplear
formas que estimulen la
creatividad del proyec-
tista y si hay un campo
que cumpla, precisa-
mente, tales premisas
es el de las estructuras
laminares. Las formas
de las laminas son prac-
ticamente inagotables y
cada una de ellas deter-
mina su comportamien-
to resistente. Como
ejemplo mas evidente
podemos sefalar el de la hoja de papel sometida a su propio
peso.

Si cogemos dicha hoja por dos puntos en uno de sus cua-
tro bordes, la hoja se deformara ostensible e irremediablemen-
te por flexién en la seccién adyacente a los puntos de apoyo
mencionados. Si, previamente al experimento, procedemos a
doblar dicha hoja por la linea equidistante de los previstos
puntos de apoyo, observaremos que la hoja presenta una de-
formacion practicamente nula. De igual manera podemos, en
lugar de doblarla, enrollarla y posteriormente volver a cogerla
por dos puntos. En este caso se produce deformacion, pero
mucho menor que en el primer supuesto.

La explicacién radica en el diferente mecanismo resistente
que es capaz de desarrollar cada una de las tres “laminas”
descritas anteriormente. En el primer caso, al incidir las cargas
de peso propio de manera perpendicular a la superficie, la hoja
debe resistir casi unicamente por flexion, pero la rigidez que
presenta a dicho esfuerzo es practicamente nula puesto que
su espesor es muy pequefio. En el segundo caso hemos au-
mentado el canto estructural del elemento motivando que la
hoja resista por su mayor rigidez a flexion y por la actuacion de
las cargas en un plano diferente al ortogonal. Por ultimo, en el
tercer caso, la hoja resiste por la especial disposicion geomé-
trica adoptada que propicia que las cargas no incidan perpen-
dicularmente sobre la totalidad de la superficie.

El ejemplo descrito ilustra perfectamente como la forma
influye en el comportamiento resistente. Dependiendo de la
forma que adopte la lamina, ésta ser4 mas o menos apropia-
da al material con el que ha sido construida. La estructura de
piedra debera estar sometida a compresién, el hormigén ar-
mado podra trabajar a compresion y a traccién (aunque debi-
do al pequefio espesor de estas laminas sera conveniente li-
mitar los esfuerzos de traccion todo lo posible) y el acero in-
distintamente a compresién o traccién, aunque su mayor
aprovechamiento estructural se producird bajo tensiones de
este Gltimo tipo.

El proyectista, ademas de comprender cualitativamente el
flujo de esfuerzos en las estructuras que disefia, debe ser ca-
paz de cuantificarlo mediante modelos matematicos que bajo

Figura 1.

a) Hoja recta

c) Hoja enrollada

b) Hoja plegada

ciertas simplificaciones ideales le permitan predecir el estado
tensional.

Candela, con ayuda de su diccionario de aleman, buceé en
la literatura especializada de la época hasta encontrar un mo-
delo analitico que le satisfizo, no solo por su proximidad a la
realidad, sino por la relativa facilidad del aparato matematico
utilizado y que le permitié afrontar con indudable éxito sus di-
sefios.

TIPOS DE SUPERFICIES

Como hemos visto la forma geométrica es la clave para
“leer” la lamina. Asi dichas estructuras se suelen agrupar aten-
diendo al tipo de curvatura que presenta su superficie:

V¥ Superficies sin curvatura:
- Losas: Estado de flexion.
- Laminas plegadas: Estado de flexion y de
membrana, con predominio del primero.

V¥ Superficies de curvatura simple: Estado de flexién y de
membrana con predominio de éste ultimo.
WV Superficies de curvatura doble: Estado de membrana.

Se debe apuntar que las superficies de curvatura simple,
como légicamente las superficies planas, son desarrollables,
es decir, se pueden realizar a partir de figuras geométricas pla-
nas. Por su parte las de curvatura doble no son desarrollables,
dificultando, en primera aproximacion, su disefio y posterior
construccion.

En el caso de superficies de curvatura doble es importante
distinguir entre superficies clasticas y anticlasticas. Las prime-
ras son las que presentan las dos curvaturas principales del
mismo sentido; es decir, su curvatura gaussiana, definida co-
mo producto de las dos curvaturas principales, es positiva. Por
su parte las superficies anticlasticas se caracterizan por tener
las curvaturas principales de sentido opuesto y, por tanto, una
curvatura gaussiana negativa.
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a) Superficie Sinclastica:
Curvaturas principales
del mismo signo

b) Superficie Anticlastica:
Curvaturas principales
de diferente signo

Ambos grupos comparten la propiedad de ser capaces de
trabajar en régimen de membrana exclusivamente (esfuerzos
en su propio plano) y de adaptarse con relativa facilidad a si-
tuaciones de carga diferente. El hecho de ser superficies de
doble curvatura posibilita el reparto de esfuerzos en dos direc-
ciones y logra que toda la estructura participe en el mecanis-
mo resistente.

Una vez que se han sefialado las razones principales de la
idoneidad de las superficies de doble curvatura, y especialmen-
te las anticlasticas, para la cubricién de espacios es necesario
remarcar que presentan como importante inconveniente la la-
boriosidad que exige su construccién, y que, generalmente, las
aparta de ser econémicamente competitivas frente a construc-
ciones laminares de otros tipos; y decimos generalmente por-
que proyectistas como
Heinz Isler, del que mas
tarde volveremos a ha-
blar, han desarrollado
técnicas constructivas

El Borde Libre y Félix Candela
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Tomando como ejes coordenados las dos generatrices que
pasan por la corona del hypar, la ecuacion matematica que
define la superficie es:

z=kexeyeSenw

donde k es una constante que representa el cambio unitario
de pendiente o alabeamiento del hypar, y que puede ser obte-
nido particularizando la ecuacién para un punto cualquiera de
la superficie de coordenadas conocidas; ® es el angulo que
forman los planos directores del sistema. Si @ = 90° decimos
que el hypar es equilatero o rectangular, y cuando es cualquier
otro angulo lo denominamos hypar oblicuo. Es resefiable que
las secciones de la superficie cortada por planos bisecantes al
angulo o dibujan parabolas curvadas hacia abajo (mecanismo
arco), y las correspondientes a cortes segun el angulo suple-
mentario de ® son parabolas curvadas hacia arriba (mecanis-
mo cable).

ECUACIONES DE LA MEMBRANA

Para acometer el dimensionamiento de una estructura la-
minar es necesario conocer el estado tensional al que esta so-
metida la misma. Discretizando la estructura podemos distin-
guir en cada elemento los siguientes esfuerzos (Figura 5):

V a) Esfuerzos de membrana. Constituidos por esfuerzos
producidos en el mismo plano del elemento y que distin-
guimos en normales y tangenciales a la seccion considera-
da.

V b) Esfuerzos de flexion. Constituidos por pares de flexién
y de torsion.

V c) Esfuerzos normales. Esfuerzos cortantes, es decir,
normales a los esfuerzos de membrana.

Como se ha comentado anteriormente las superficies de
doble curvatura se caracterizan por trabajar, bajo condiciones
de carga adecuadas, casi exclusivamente en estado de mem-
brana. Dicho comportamiento resulta una hipétesis admisible
en determinados casos que, a grandes rasgos, se pueden re-
sumir en:

V¥ Pequefio espesor de la lamina.

¥ Ausencia de cambios bruscos de curvatura.
V Curvaturas rebajadas.

WV Ausencia de cargas puntuales.

En relacion con este ultimo aspecto cabe sefalar que si,
accidentalmente, actuase una carga puntual sobre este tipo de
estructuras se crearia un estado particularizado de perturba-
cion (flexion localizada), comportandose el resto de la estruc-

1)

3)

3)
Ox

Figura 5: Caracterizacion
de esfuerzos en un

elemento de superficie:
1) Esfuerzos de membrana
2) Esfuerzos de flexién
3) Esfuerzos normales®

tura correctamente, como han demostrado numerosas expe-
riencias llevadas a cabo por Heinz Isler.

En 1981 un par de cubiertas elipsoidales que habia construi-
do el ingeniero suizo debian ser demolidas. Isler aproveché la
oportunidad para realizar ensayos a escala real de la resistencia
de sus laminas. Tras colocar cargas en puntos singulares y au-
mentar sus valores, y no apreciando cambios en la forma, pro-
cedio a simular un “ataque de meteoritos” con una gria y una
bola de demolicién, produciendo un gran agujero localizado en-
tre la esquina de la ldmina y el tragaluz central®. Después de tal
“agresion” la lamina podria haber pasado cualquier inspeccién,
sin presentar cambios apreciables en la configuraciéon geométri-
ca o fisuracion en el resto de la superficie. (Figura 6).

Pero la formulacién teérica de tales laminas (considerando
exclusivamente esfuerzos en el propio plano), como se ha co-
mentado previamente, es anterior a Candela y a Isler. En 1934
A. Pucher calculé por primera vez la expresion general de los
esfuerzos de membrana sirviéendose exclusivamente de las
ecuaciones de la estatica, hecho que posibilité la relativa sen-
cillez de los resultados.

De aqui en adelante tomaremos el angulo ®=90° con obje-
to de facilitar, en la medida de lo posible, el seguimiento del
andlisis.

Si realizaramos el estudio en el elemento real, el célculo se
complicaria notablemente, con lo que Pucher proyecté las ten-
siones reales sobre el plano XY dibujado en la figura 7, y plan-
te6 el equilibrio en el elemento proyectado. El hecho de pro-
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yectar el elemento real sobre un plano se justifica a partir de
los cuatro supuestos mencionados anteriormente. El rebaja-
miento de las curvaturas y la ausencia de cambios bruscos en
las mismas propicia que no se produzcan errores apreciables
al proyectar sobre un plano; el reducido espesor y la ausencia
de cargas puntuales motiva que no se produzcan diferencias
de estado tensional apreciables entre las caras superior e infe-
rior de la lamina. Es decir, no se originan esfuerzos de flexion y
consecuentemente tampoco los cortantes asociados.

El Borde Libre y Félix Candela

Flgura 6. Lémma ehpso:dal ensayada por }\
Heinz Isler. No bastando la prueba de la bola |
de demolicién se retiré una pila de apoyo. ‘
Como puede observarse el estado general de

la ldmina segu:a siendo excelente. J

El hecho de no tener en cuenta las
deformaciones en el propio plano ni
los efectos motivados por el coeficien-
te de Poisson también es perfecta-
mente asumible. La razén estriba en
los reducidos esfuerzos que determi-
nan el estado tensional de la lamina asi
estudiada, en la ausencia de esfuerzos
de flexién (que no motivan efectos de
gradiente de tensiones originados por
el coeficiente de Poisson en la direc-
cion ortogonal), y en los altos valores
de los modulos de elasticidad de los
materiales frecuentemente utilizados.

Hay que sefalar que las tensiones mencionadas, con las
que vamos a obtener las correspondientes relaciones matema-
ticas, son fuerzas por unidad de longitud de lamina. De esta
manera las relaciones de las magnitudes reales con las pro-
yectadas, a partir de criterios de igual fuerza aplicada al ele-
mento, y despreciando infinitésimos de segundo orden res-
pecto de los de primer orden (rebajamiento de las curvaturas):

H, e dy =N, e« Cosp ¢ dq

T ?Z
B, - teniendo en cuentaque dq= dy
H I dx —x Cos®
l )<-’H +——dx
I dq Coso
Hy =Ny, eCospe— =N
a]r S+ ?*ay T %" Cose
X
+——-dy
7 B+ &dy y de similar manera: Hy =Ny o Cosd
dy 1 > K Coseo
w
¢
% } 7, &}i En el caso de las fuerzas tangenciales:
: Ix
! _dx
Tedx=teCosgedp ycomo dP=7
M +55—M-dx
T +-aidy
N+=dy dy Figura 7: Estado tensional de Tedx=1eCosqe Coso por lo que T=t
un elemento sometido ~
exclusivamente a esfuerzos
2 en su propio plano.”

(XY: Plano de proyeccién)

Planteando el equilibrio de fuerzas en el plano XY
de la figura 7:
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oH,  dT
TX= ™ +3—+F =0 (1)
BHy oT
Y= +F, =0 2
Z ay ax @

donde F, y Fy son las proyecciones de las cargas por unidad
de superficie P, y Py, aplicadas sobre el elemento real

La relacién que existe entre el area real del elemento y la
proyectada sobre el plano XY:

2 2
ds=w/1+tan2<p+tan29odx-dy: 1+(E] +[%j e dx e dy
ox oy

y de aqui:

Nos falta plantear el equilibrio en el eje z. Hallamos las
componentes de las fuerzas aplicadas en esa direccion:

x *Sengedq=H,

0s8 eSenpedg=
¢

HyTang e dy =H, .22, dy
ox
igualmente
NyoSenecdq=Hy-§—Z—-dx
oy
y dos factores dependiendo de T

teSenfedq= T-a—ody
ay

0z
Sengpedp=Te—edx
Te Qe p .ax.

Con lo que al final planteamos el equilibrio con los términos
que no se anulan (derivadas de 2° orden). Asi:

*z oz 822 82 IHy aT
H, e — —+2T
32 T2 T ey Tk ax Ty )”
Cia L
By ( x +F,=0

Pero los términos
Iy, oT oHy ot
(ax+8yj y [ay+ax

los tenemos en las ecuaciones 1y 2.

Por tanto tenemos este sistema de tres ecuaciones en deri-
vadas parciales que definen el estado de membrana:

2 2
oH,  dT 9z dz
x4 F =P, o 14| = x
ax oy X \/ +[ax] +(ayJ ©)
2 2
0z oz
(25
oz *z 29z 0z oz

92y 492y 4202y _%ZF L CZF _F,-
a2 T YV axay Tk Xty vTE

2 2
0z 0z 0z 0z
Zp, +=2P, -P, |e = =
(ax Ty PZ] \/H(BX] +[8y)

La aplicacién al caso particular del hypar seria:

aT oH,
ax ay

)

Z=Kke xe y

La ecuacion 5 se convierte en:

2-koT=(koyoPX+kox-Py—Pz)o\[1+(k-x)2+(k-y)2
Normalmente a la funcién (1+(kox)2+(k-y)2j

se le denomina ¢. Entonces:

20k0T=(koyon+k.x.Py_pz).\[$

La obtencién de T es inmediata de la ecuacién 5. Luego,
sustituyendo en las ecs. 3 y 4, se llega al siguiente sistema (de
nuevo para simplificar los célculos, suponemos que sélo hay
fuerzas actuantes en el eje vertical. P, =Py =0; P, =g):
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que se convierte en

OH, _gekey _ (6)
X 2;}¢
gekex oHy . )

La resolucién de este sistema (ecs. 6 y 7) sugiere los pri-
meros problemas en cualquier lector que se acerque de mane-
ra distraida a la bibliografia especializada. Como ejemplo to-
maremos las funciones solucién del sistema en diferentes pu-
blicaciones.

I) P. Jiménez Montoya®.

@®)
% ln( ¢ +kx) )
Hy = Zxin(+Jo +ky ) +12(x) ©
9
T=-2o (10)
siendo:
\5 = 1+k32 + k%2
ll) Colin Faber®.
H, = yin| O kX +f3(y) (1)
2 1+ k%2
Hy = Zxin jMJH X (12)
2 [ 1+ k2x2 4( )
-_9
T=-2 Vo (13)
siendo:

Vo =1+1B2 + K32

El Borde Libre y Félix Candela

lll) Valentin Quintas Ripoll®.

yln(\/g + x] + f5(y) (14)
xln(\/g + x) +fg(y) (15)

(16)

X
1}
N @

_|

Il

I
Nl Na
=]

siendo:

\/; 1+ k32 + k"zy2

El mismo sistema de ecuaciones y tres, aparentemente, di-
ferentes soluciones. Obviamente las ecuaciones 14, 15y 16 se
pueden poner de la forma:

e B . o

Hyzgxln[ ¢k+ky)+f6(x)
=9

T=aV

De tal manera que seguimos teniendo “distintas respues-
tas”, que sin duda confundiran irremediablemente al intrépido
lector. La solucién al rompecabezas es que las siete ecuacio-
nes son correctas y que su diferencia estriba en la definicion
de las correspondientes constantes de integracion. La clave
del problema esta en la resolucién de estas integrales:

1 dx 1
La integral de la funcién % es: JV&" “x° '”(\/E + kx)

De esta manera resolviendo las correspondientes integra-
les:

H, = g;y .In(\/g+kx)+f1(y)
H = g;x oln(\/g+kx)+f2(x)
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resultados que concuerdan con las ecs. 8 y 9 mencionadas
anteriormente. Seguidamente podriamos establecer, en el ca-
so de H,, que:

6(y)= (s} -1 1137

igualdades que son perfectamente validas, puesto que, a lo
largo de la generatriz y = y,, el valor de la coordenada y es
constante. Por tanto:

(\[q; +kx) (f3( )—In(m D

g
2

j{¢+kx +sfy
[ 1+k 3( )

H, = g (\5 + kx) (fs(y) - k)
= —g— oye In[@] + f5(y)

H, =

Con lo que observamos que obtenemos las ecs. 11 y 14,
que son equivalentes a la ec. 8. Por tanto se demuestra que
las tres soluciones expuestas en los libros citados son correc-
tas, aunque se debe tener cuidado por la diferente definicion
de las constantes de integracién.

El significado fisico de dichas constantes radica en la falta
de infinitud de la superficie. En efecto, ese valor es introducido
por la necesidad de que las tensiones normales, por equilibrio

Borde libre

Figura 8: Las (
generatrices |
actuan como :
tensores que |
transmiten las
cargas desde

los bordes i
X libres hasta los |
¥ apoyados." ;

Borde empotrado

del elemento, se anulen para la totalidad de los puntos de bor-
de no apoyados. Las tensiones adicionales, que de esta forma
se crean en las generatrices correspondientes al punto men-
cionado, se transmiten a lo largo de las reglas (cuantificadas
por las constantes). En un paraboloide sin bordes (hypar infini-
to) no existirian las constantes de integraciéon puesto que las
unicas consideraciones de equilibrio en la superficie serian de
caracter interno. Por tanto todos aquellos puntos de la superfi-
cie que estén contenidos en una generatriz que corte al borde
libre se veran afectados por términos que aumentaran los es-
fuerzos en dichos puntos.

Debe hacerse notar que si el corte del hypar se aproxima
mucho a las generatrices rectas, las constantes de integracién
pueden hacerse muy grandes e incluso tender a infinito, como
se explicara en el siguiente apartado.

BORDE LIBRE

El restaurante Los Manantiales en Xochimilco, México, es
referencia obligada al mencionar el término borde libre. Esta
estructura del afo 1958, en plena madurez de Candela, signifi-
ca para muchos una fantasia constructiva de dificil superacién.
Ingenieros y arquitectos de todo el mundo han sentido verda-
dera fascinacion por esta lamina que ejemplifica el conocido
leit-motiv “less is more”. David P.Billington describe la estruc-
tura de la siguiente manera':

WV “La cubierta esta realizada a partir de ocho paraboloides
hiperbdlicos situados radialmente en una planta circular de
42 metros de diametro aproximadamente. Aparte de las
paredes de cristal, retranqueadas de la linea de fachada
hacia el interior, la cubierta, con su espesor de 4 centime-

Gn

Gt

Figura 10:
Equilibrio de
fuerzas en un
elemento de

H, borde libre de
la figura 8.
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tros, es la estructura entera. Estructura y forma son una, y
la esbeltez es expresada tan poderosamente que resulta
dificil creer que la construccién es de hormigén. No es una
forma que se pueda encontrar en la naturaleza, sino que
mas bien al contrario, es intencionadamente artificial y el
producto de una mente disciplinada. Ademas, es realmente
original y obviamente un divertimento constructivo... Su in-
fluencia en la siguiente generacion de artistas estructurales
ha sido profunda.”

El concepto de borde libre proviene del andlisis de un ele-
mento cualquiera situado en el borde. De nuevo el plantea-
miento del caso se realiza en el plano XY. Para obtener los es-
fuerzos reales actuantes sobre el elemento habria que acudir a
las relaciones anteriormente obtenidas.

El Borde Libre y Félix Candela
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Planteando el equilibrio de fuerzas en dicho elemento (Fi-
gura 10), obtenemos las siguientes relaciones:

opel=H,eCosoeleCosa+H, eSenceleSena
~TeSenceleCosa—TeSeno eleCosa
on=HXoCoszoc+Hy-Sen2oc—T-Sen2a (17)
Orel=-H,eSenceleCoso+H, eCosoeleSena
—TeCosaeleCoso+TeSenaeleSena

ot=(—Hx+Hy)SL22a—ToCos2oc (18)

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS/ENERO 1999/N° 3.383 25



Luis Javier Sanz Baldux

Al ser un elemento de borde libre la tensién normal debe
anularse por consideraciones de equilibrio, sin embargo el tra-
tamiento de la tensién tangencial variara en funcién de la natu-
raleza del borde que estemos analizando:

V¥ a) Si el borde es capaz de transmitir tensiones tangen-
ciales, es decir dispone de la suficiente rigidez como para
resistir y trasladar esas fuerzas a los apoyos, descargando
de esa manera al resto de la lamina, hablamos de borde
apoyado. La figura geométrica que dibujan los puntos de
borde se convierte en un arco sometido a fuerzas en su di-
rectriz.

V¥ b) Debido a la practicamente nula rigidez en el borde, la
estructura no es capaz de transmitir esfuerzos en la direc-
cion tangencial, obligando al resto de la lamina a absorber
el incremento de esfuerzos mediante las generatrices de la
superficie.

Estudiemos el segundo caso. Analizando las ecs. 17 y 18
observamos que para la condicién de borde libre las tensiones
normal y tangencial deben anularse. Eso nos conduce a la re-
solucién de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas,
puesto que T y a son datos conocidos. T, tensiéon tangencial
en el elemento proyectado, esta univocamente definido por las
coordenadas del punto de borde y a es el angulo que forma el
plano de corte, el cual define la linea de borde, con las genera-
trices del hypar. Si resolvemos el sistema mencionado (ecs. 17
y 18) llegamos a los siguientes valores solucion:

Ho=To % _Totang
Cosa
Hy=Te Cosa _ T

Sena tano

Si a=0°, es decir el borde se acerca mucho a la generatriz x
= Xo, Hy tiende a hacerse muy grande puesto que su denomi-
nador es practicamente nulo. Si por el contrario a=90° le ocu-
rrira lo mismo a H,, por aproximarse demasiado a la generatriz
Y = Y,. En estos casos el estado tensional seria muy elevado y
caracteristicas anteriormente despreciadas como el efecto
Poisson o la plasticidad del material pasarian a ser de especial

-importancia, motivando la utilizacién de modelos matematicos
mas afinados para estas zonas.

El parrafo anterior pone de manifiesto que el corte que de-
fine el borde libre de la cubierta, debe ser alejado lo mas posi-
ble de las generatrices del hypar. Cuanto mas se acerque o a
45° mejor se repartiran los esfuerzos entre las generatrices de
las dos direcciones, X e Y. Sin embargo, si nos aproximamos a
una de las dos generatrices estaremos exigiendo a una direc-
cién gue trabaje por encima de lo recomendable, mientras que
la otra apenas colabora.

Analicemos qué quiere decir el hecho de que H, 6 H, sean
muy elevadas e incluso practicamente infinitas. Hemos visto
anteriormente que:

Hy = gy -|n(\/$ + kx) +f1(y)

si H, = e alguno de los sumandos debe ser co.

Pero el término %y . In(\ﬂ& + kx) no puede ser hunca oo por-

que (\/E + kx) >0 y “x” es un valor finito.

El resto de las variables esta fijado por las coordenadas del
punto de borde correspondiente.

Asi llegamos a la conclusién de que el término afectado es
la constante de integracién. Recordemos que previamente se
ha comentado que las constantes de integracion eran las ten-
siones adicionales que se introducian en la estructura al impo-
ner un borde libre, con lo que se confirma el hecho de la trans-
misién de esfuerzos al resto de la estructura.

Aungue Candela exploré las posibilidades que el borde li-
bre ofrecia, también utilizé laminas de borde apoyado con re-
gruesamiento extremo a modo de arco. No cabe duda que el
primer tipo es mucho méas impactante visualmente y en el am-
bito matematico les separa una sustancial diferencia. Para ob-
tener las constantes de integracién correspondientes al estado
tensional de membrana necesitamos dos condiciones. En el
caso de borde libre las dos igualdades adicionales son:

op,=0;=0

con las cuales podemos fijar las constantes de integracion a lo
largo de dos generatrices de la superficie. Hay que sefalar que
cada generatriz de la lamina lleva asociada una constante de
integracién dependiendo fundamentalmente de su angulo de
corte con el plano que intersecta al hypar.

Si el borde, en lugar de ser libre, fuera apoyado (o} # 0), s6-
lo tendriamos una condicién por cada punto de borde (c,, = 0)
y seria necesario introducir una nueva condicion de borde
apoyado para definir las constantes de integracion.

¢ Qué quiere decir esto? Sélo puede existir un borde libre
y un maximo de dos apoyados, por paraboloide, para poder
analizar estas laminas por el procedimiento analitico expues-
to. La introduccion de mas condiciones de borde se converti-
rian en redundancias hiperestaticas que no pueden ser re-
sueltas exclusivamente mediante las tres ecuaciones de la
estatica. Candela, para solventar el problema formal del ana-
lisis y no sentirse constrefido por limitaciones fisicas del mo-
delo que utilizaba, opté por combinar en sus estructuras
fragmentos de paraboloides apoyados entre si, dando a la
estructura global la apariencia de numerosos bordes libres.
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Figura 11: Boveda de arista
constituida por 8 paraboloides
hiperbdlicos. Disenada por

Jorg Schiaich. Stuttgart. ﬁ

o irpetee- ET SO .

Como podemos observar en la figura 9, cada “arco” de fa-
chada supone el borde libre de un solo paraboloide hiperbdli-
co que, al ser repetido alrededor de la planta circular, da la
impresién de un enorme y Unico borde libre ondulandose su-
cesivamente. El aspecto de la estructura global, a partir de la
simple repeticion de una misma figura, no puede ‘ser mas
convincente.

En resumen podemos decir que Félix Candela utiliz6 un
método analitico que le permitié estudiar matematicamente
sus estructuras pero, por encima de todo, le sirvié para com-
prenderlas fisicamente, significando el borde libre la culmina-
cion de su trabajo: adecuacién resistente y fuerte valor esté-
tico.

Un hecho de singular importancia en este tipo de andlisis
es la disposiciéon de los apoyos de la lamina. Al iniciar el
planteamiento del sistema de ecuaciones del estado de
membrana se ha mencionado que solamente se consideran
los esfuerzos actuantes en el plano del elemento. Para que
esto sea aplicable en las zonas de apoyo de la estructura las
reacciones deben actuar igualmente en el plano del elemento
correspondiente. Tal consideracion es fundamental en las la-
minas analizadas mediante la teoria de la membrana. Si el
aparato de apoyo comunica a la estructura mas esfuerzos

El Borde Libre y Félix Candela

-’ Pﬁ.,t.“w

que los especificados en el dibujo de la figura 7, tendremos
un caso de equilibrio hiperestatico que se manifestara en las
inmediaciones del apoyo en un estado de perturbacién locali-
zada que no sera detectado por las ecuaciones descritas
que, recordemos, sélo contemplan las igualdades de la esta-
tica. Esta perturbacion se ira repartiendo por las generatrices
del hypar conforme nos alejemos del apoyo hasta llegar a
puntos que no se vean afectados significativamente por la in-
troduccién de los apoyos mencionados. De esta manera el
proyectista debe tener en cuenta que la colocacioén de unos
apoyos no compatibles con las deformaciones previstas por
el célculo general le obliga a resolver un problema de carac-
ter local y a analizar su influencia en el resto de la lamina.

Como ejemplo podemos mencionar el esquematizado en
la figura 8. El croquis corresponde a la capilla de Cuernavaca
proyectada por F. Candela en 1959. El empotramiento de
dos bordes indujo en las zonas inmediatamente adyacentes
una perturbacién local que motivé la colocaciéon, en dichas
zonas, de pesadas vigas de rigidez para garantizar el correc-
to comportamiento global de la lamina.

La teoria de la membrana es una forma tan valida como
cualquier otra para resolver el andlisis de las laminas pero in-
troduce una caracteristica muy importante: la facilidad del
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aparato matematico empleado permite en todo momento la
comprensién del problema fisico, cuestién primordial en la
teoria de estructuras. Las limitaciones de dicho planteamien-
to, en cambio, exigiran una revisién o un andlisis de otra na-
turaleza en aquellas zonas en las que no se cumplan las pre-
misas expuestas previamente. De esta manera se revela co-
mo aspecto fundamental, como siempre, el control critico de
los resultados matematicos por parte del proyectista (cues-
tién de total actualidad).

En un momento en el que disponemos de herramientas
que permiten el andlisis matematico de cualquier tipo de es-
tructura, como los cada vez mas sofisticados programas de
elementos finitos, merece la pena aprender y comprender ex-
periencias pasadas; no solamente de Candela sino de innu-
merables aciertos y errores pretéritos. Sin ir mas lejos, recor-
demos lo que ocurrié hace aproximadamente 75 afos en el
campo de los puentes colgantes. La introduccién de un nue-
vo modelo matematico (deflection theory) para analizar tales
puentes condujo a su masiva utilizacion sin prestar atencion
al significado fisico del mismo. Las experiencias y ensefian-
zas de Telford, Brune! o Roebling se olvidaron y sélo se pres-
t6 atencién a la resolucién de un gran problema matematico
perdiendo por completo la perspectiva de lo que se estaba
realizando. La consecuencia fue terrible: el colapso del puen-
te de Tacoma.

No estd de mas recordar lo que Candela comentaba al
respecto':

¥ “Me gustaria insistir en este momento en algo que todo
el mundo sabe pero que es facilmente soslayado; que to-
dos los célculos, no importa cuan sofisticados y cuan
complejos, no pueden ser mas que burdas aproximacio-

nes del fendmeno real que se intenta representar median-
te un modelo matematico. La complejidad, o incluso ele-
gancia, de tal modelo no guarda ninguna relacién con el
grado de aproximacién. No existe el método de analisis
estructural exacto y, contrariamente al seguimiento ciego
de los articulos de los cédigos, la idoneidad de cualquier
célculo es todavia una cuestién de juicio personal. Esta
afortunada circunstancia permite que la ingenieria alcan-
ce en ocasiones la categoria mas elevada de arte.”

EPILOGO

En 1977 el ingeniero aleman Jérg Schlaich proyectd, en
Stuttgart, una cubierta laminar de parecidas dimensiones al
restaurante Los Manantiales. El material que utiliz6 fue hor-
migén armado con fibra de vidrio que resultaba ser mucho
mas ligero que el hormigdn armado convencional. Este hecho
le permitié reducir el espesor de la cubierta hasta unos incre-
ibles 12 milimetros. Schlaich contemplaba este disefio como
un reconocimiento a Félix Candela y, al mismo tiempo, como
una investigacion acerca del potencial real de este tipo de
estructuras. Una vez finalizada la construccion de la misma,
Schlaich invité a Candela a Stuttgart con la promesa de que
iba a contemplar “una lamina que le interesaria”. La cubierta
entusiasmé a Candela, entonces con 67 afios, que inmedia-
tamente subié a la misma y empezé a saltar en el vértice co-
mun de los ocho paraboloides para comprobar las flechas
existentes. Con lagrimas en los ojos confesé que estaba
emocionado de que sus ideas se hubieran sobrepasado y
desarrollado de tal manera.™

Gracias “abu”.
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