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RESUMEN

La forma mas habitual de andlisis de un perfil longitudinal de un pavimento de un carril
de FFCC sigue siendo el analisis espectral por medio de la TDF o de la FFT. Sin embargo,
el periodograma asi obtenido es severamente criticado por muchos autores, diciéndose de
él que es simplista e inconsistente, y que puede ocurrir que algunos picos (defectos del
pavimento o carril en determinadas longitudes de onda) no sean realmente ciertos.

El presente articulo detalla una forma alternativa de andlisis espectral, que en teoria no
tiene problemas. Se detalla aqui la obtencion de la curva tedrica de densidad espectral
por métodos paramétricos, que van siendo utilizados en la practica cada vez con mayor
frecuencia. Se incluyen las correspondientes rutinas de calculo en C y en MATLAB,

y se incluye también la comparacion de periodograma de un reciente tramo de autovia
de hormigon hidraulico obtenido con la FFT y con las curvas de densidad espectral
obtenidas con este método para diversos niimeros de parametros.

ABSTRACT

The usual method of analysis of a longitudinal profile of a road surface or a railway line
is still that of spectral analysis by TDF or FFT. This is often criticised as simplistic

~ and inconsistent, and irregularities recorded on certain wavelengths may not be true.

This article proposes and alternative method of spectral analysm which in theory avoids
this problem. The theoretical curve of spectral density is obtained by parametric methods
which are coming into common use. The calculations in C and in MATLAB are included,
and a comparison in made between a recent FF'T periodograph of stretch of cemented
motorway and the spectral density curves obtained by this method for different

numbers of parameters.
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1. GENERALIDADES

La moderna auscultacién de pavimentos de
autovias o de vias de FFCC exige la toma de da-
tos a muy alta velocidad, hasta mas de 300 km/h
o superiores en caso de los modernos vagones
auscultadores de via. Recogidos por los ordena-
dores de a bordo los datos del perfil, se obtienen
los parametros buscados, entre ellos el IR, las
texturas, las longitudes de onda componentes y
sus respectivas amplitudes, etc, en el caso de las
autovias, y en el caso de los ferrocarriles se obtie-
nen los datos necesarios de alineacién de via, de-
fectos del carril, alabeos, etc. Con ello se obtienen
una serie de sefales digitales en las que esta con-
tenida toda la informacién buscada, necesaria pa-
ra que el ingeniero responsable adopte las medi-
das adecuadas para la 6ptima conservacion de la
autovia o de la via férrea. De aqui la importancia
para el Ingeniero de Caminos del tratamiento nu-
mérico de las sefiales digitales. .

Tras la obtencién de los datos de auscultacion
es necesario siempre el analisis de componentes
de la sefal. Un ejemplo clasico es el estudio de
los defectos de regularidad de los pavimentos de
hormigén vibrado en autovias. El lector sabe que
muchos de los pavimentos de este tipo construi-
dos en los dltimos afios en la Red de Autovias del
Estado han debido ser fresados por los defectos
de regularidad superficial con que han quedado
{por ejemplo, los tramos blancos de las Autovias
de Aragdn o de Andalucia, el tramo Arganda-Pera-
les en la N-Ill). Un detallado estudio del perfil lon-
gitudinal en un tramo de prueba para cada exten-
dedora utilizada hubiese permitido sin duda la
identificacion de las causas de estos defectos, y
su eliminaciéon antes de la construcciéon del pavi-
mento. Las técnicas de andlisis espectral del perfil
longitudinal que se describen en este articulo y en
otros anteriores [Ref.15,16] estudian estos temas.

En el anterior articulo de [Ref.16] presentaba-
mos un sencillo programa de calculo que permitia
analizar estos defectos o, por llamarlos de otro
modo, las longitudes de onda mas importantes en
el perfil longitudinal de una autovia. Tras descom-
poner el perfil longitudinal en una sucesién de si-
nusoides de distintas longitudes de onda y ampli-
tudes, entendiamos por méas importantes los de-
fectos de regularidad o textura representados por
las sinusoides componentes del perfil cuya ampli-
tud era relativamente mayor.

El programa de calculo aplicaba al fichero de
cotas del perfil longitudinal la transformada discre-
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ta de Fourier (TDF), obteniendo el diagrama longi-
tudes de onda - amplitudes, o amplitudes - fre-
cuencias. Esta curva se denomina periodograma,
y es la base de los métodos clasicos de estima-
cién espectral. Sin embargo, el periodograma co-
mo herramienta de trabajo es a veces severamen-
te criticado, diciéndose de él que es inconsistente,
en el sentido de que su varianza no disminuye al
aumentar el tamano de la muestra, es decir, el nu-
mero de cotas medidas del perfil. Algunos autores
[Ref.21] incluso lo definen como un estimador
“naive”, es decir, simplista, de la “verdadera den-
sidad espectral” del perfil longitudinal de la auto-
via. Otros defectos del periodograma como esti-
mador son los debidos a lo que en la literatura sa-
jona de teoria de sefales digitales de denomina
aliasing, leakage y smearing. El periodograma es
muy sencillo de calcular, como se vi6 en la citada
referencia, pero para obtener la resolucién nece-
saria en las longitudes de onda es necesario dis-
poner de un numero elevado de datos. Recuerde
el lector que las sucesivas longitudes de onda L,
que se obtienen al calcular el periodograma de un
perfil dado por N cotas muestreadas a intervalos
Ax son las dadas por la expresion

L, =NAx/K =L /K

donde k = N/2. Es decir, el periodograma devuelve
las amplitudes de N/2 componentes, cuyas longi-
tudes de onda son las anteriores. Si en la carretera
existe un defecto importante de longitud de onda,
por ejemplo 3m, y se obtiene exactamente esta
longitud de onda en el periodograma, su amplitud
relativa sera muy alta, dando un pico acusado (ver
[Ref.16] fig.5), pero si no se obtiene exactamente
esta longitud de onda, la amplitud del defecto se
repartira entre las longitudes de onda préximas,
dando lugar al defecto de “leakage” antes citado,
y el periodograma no reflejara la realidad. Ademas,
estas amplitudes altas que van donde no les co-
rresponde pueden enmascarar defectos reales,
pero débiles, en esas longitudes de onda. Por ello
es conveniente que N sea muy alto. Por otra parte,
las longitudes de onda extremas que el periodo-
grama devuelve son las llamadas de Nyquist, que
corresponden a la longitud L del tramo muestrea-
do y al doble de la distancia de muestreo Ax. Fi-
nalmente debe decirse que al utilizar el periodo-
grama se esta haciendo la hipétesis implicita de
que el perfil de la carretera es periédico con longi-
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tud de onda correspondiente a los N puntos
muestreados, cosa que evidentemente no es cier-
ta.

Los métodos actuales para estimar la densi-
dad espectral de un proceso aleatorio pueden di-
vidirse en clasicos (0 no paramétricos) y paramé-
tricos. Entre los métodos clasicos el basico es el
periodograma, calculado por la TDF o la FFT
(transformada rapida de Fourier, que a efectos
practicos hace exactamente lo mismo que la TDF
pero mucho mas deprisa) y sus mejoras posterio-
res, que tienen a disminuir su varianza y mejorar
su resolucién en longitudes de onda o frecuen-
cias. El lector puede visualizar la varianza de un
periodograma como la amplitud de los dientes de
sierra del mismo. Entre estas mejoras estan los
periodogramas modificados de Bartlett y de Welch
(basados en la aplicacién de ventanas a la serie de
cotas, ventanas que, modificando las cotas del
perfil, reducen la varianza, el aliasing y el leakage),
y el método de Blackman-Tukey, que consiste en
estimar la densidad espectral del proceso a partir
de la secuencia de autocorrelacion, a la que tam-
bién se aplica una ventana para reducir la varianza
de las correlaciones con desfases grandes, cerca-
nos al niumero de datos de la muestra. Sin embar-
go, y pese a las ventajas de estos métodos mejo-
rados de obtencion del peridograma, la técnica de
la TDF o FFT tiene un defecto capital, a nuestro
entender, y que es el reparto espacial de las longi-
tudes de onda obtenidas. Observe el lector que de
la expresion analitica anterior de las longitudes de
onda obtenidas se deduce que para las mayores
hay muy poca resolucién (se pasa de la mayor di-
rectamente a su mitad, a un tercio, un cuarto, un
quinto, etc, sin datos intermedios), mientras que
para las menores la resolucion es excesiva. Por
ejemplo, para 1024 puntos del perfil separados
12.5 cm, entre las longitudes de onda de 128 m
(méaxima) y 10 m sélo hay 12 datos, mientras que,
por ejemplo, para las comprendidas entre 1 m y
0.25 m hay 897 longitudes de onda.

Seria ideal, por tanto, poder obtener una ex-
presion analitica de la densidad espectral que eli-
minara estos problemas, y esto es precisamente
lo que proporcionan los métodos paramétricos
que describimos en este articulo. Estos métodos,
al trabajar con una estimacion analitica de la den-
sidad espectral (en este caso si tiene sentido lla-
marla densidad espectral, por ser una funcion
continua) permiten obtener una resolucién muy al-
ta (tedricamente infinita), pero tienen a su vez la
desventaja de que el modelo del que debe obte-

nerse el espectro debe ser suficientemente exac-
to, y ello exige un cuidado considerable, tanto en
la estimacién de su tipo (autorregresivo o AR, de
media moévil o MA, o bien mixto o ARMA) como de
su orden, es decir, del nimero de parametros.

El presente articulo detalla la obtencion de un
modelo paramétrico autorregresivo para la estima-
cién de la densidad espectral de un perfil longitu-
dinal de autovia, modelo que naturalmente puede
aplicarse a los andlisis de via férrea. Presenta el
programa de calculo del modelo mas sencillo, el
modelo autorregresivo AR, y detalla todos los al-
goritmos necesarios, asi como su fundamento te-
6rico. El programa de célculo para la obtencién
del espectro paramétrico se ha desarrollado tanto

~en VISUAL C++ para Windows como en MATLAB

y esta a disposicién del lector interesado. Final-
mente se comparan en el articulo los espectros
obtenidos para el mismo tramo de autovia por el
modelo del periodograma y por el modelo para-
métrico autorregresivo puro AR, al objeto de que
sea el lector el que llegue a sus propias conclusio-
nes sobre la bondad de cada método y sus venta-
jas y desventajas.

2. DEDUCCION DE LA DENSIDAD
ESPECTRAL POR METODOS
PARAMETRICOS

Sea la sucesion de cotas del perfil de una ca-
rretera

Xgs X1, X2, X3y <evenen XN

Los métodos de estimacién paramétrica admi-
ten que una cota cualquiera determinada, x,;, de-
pende de las “k” cotas anteriores y es funcién de
ellas segun una relacion lineal de la forma:

Xt = 89 Xt-4 + 2 Xt + A3 Xt.3..... + 8y Xtk + €

donde el término g, es el término de error.

En definitiva, la aceptacion de esta relacion li-
neal de orden “k” siginifica admitir que la sucesion
de cotas es lo que en teoria de sefales digitales
se denomina un proceso aleatorio autorregresivo.
La idea basica consiste en admitir que el perfil lon-
gitudinal (la sefial) esta formada por una sefal ver-
dadera subyacente periédica o compuesta por
una serie de funciones periédicas cuyas frecuen-
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cias y amplitudes deben identificarse como objeto
del trabajo, enmascarada a su vez por un ruido _
que se trata de eliminar. En la expresion anterior el
ruido viene dado por el termlno de error, el su-
mando &.

Partiendo de la expresion general anterior del -

proceso autorregresivo sabemos [Ref.6,7,8,10,15,
etc] que su densidad espectral teérica viene dada
por la expresion

(o) - :

’1— ag @ —a,e??-ae®- . -ae

Por lo tanto, obtener el estimador paramétrico
de la densidad espectral se reduce a obtener los
parametros a; de la autorregresion anterior. Esta
expresion puede deducirse, como sabemos si a la
expresién general de la serie

Xy = 84 X1 + 8 Xpp + 83 X3 ----- +akxtk+€k
aplicamos la transformada Z o el operador de re-

tardo B (ver, p. ej. [Ref.10,15]) dado por la expre-
sién '

X1 =B X

X2 =B2x
X3 =B3x
Xk = BKx

Se obtiene asi la expresion de la cota x, en la
forma

xt[1v-a1B‘3282'a383- .......... -a, Bk] =gt

es decir,

Y si en esta expresion se sustituye el operador
de retardo B por su expresion compleja

B= e—id)
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H((o) =

1—age @ - a,e2® —a,e®0  —ae

se obtiene la expresiéon buscada
De esta expresion suele dibujarse el médulo,
dado por

H(o)f - ———
’1—a1e O ...—a.e

—ikw 2

El médulo del denominador se obtiene multipli-
candolo por su conjugado, es decir:

(1 —ago—.. —ake‘ik“’)(1— a1e“°-..... —ake"“”)

3. CALCULO DE LOS COEFICIENTES a; DE
AUTOCORRELACION. ECUACIONES DE
YULE- WALKER

"Recordemos que se define la autocorrelacién
r(j) de la serie x; de cotas del perfil por medio de la
expresion

) =g £ ok

donde “j” es el desfase dentro de la serie. Si la se-
rie esta formada por la sefial buscada “y;” y el rui-
do g;, es decir:

X =Yi+§g

se demuestra [Ref.6,8] que para un numero de
datos N suficientemente alto, y siendo nula la co-
rrelacién de la sefial y el ruido, la autocorrelacion
de la serie r,(j) tiende a la autocorrelacién de la se-
fial verdadera buscada r,(j)

Partiendo otra vez de la expresion general del
proceso autorregresivo

Xt = a1 Xt-q + A2 Xi2 '+ 33 Xp-g cenees + ak Xtk + €k

y multiplicando ambos miembros por x; ; se obtie-
ne
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Xt Xt-i = a1 Xt-1 Xl-] + 82 Xt-2 xt-j + as Xt-3 xt-j

+ Ay Xik Xt-j + € Xt-j

Tomando esperanzas en ambos miembros y
teniendo en cuenta que desaparece el ultimo su-
mando por ser nula la correlaciéon correspondien-
te, se obtiene:

Desarrollando esta ecuacién y en la hipétésis
de que la autocorrelacion de un desfase negativo
es igual a la del mismo desfase positivo, se obtie-
ne el sistema de ecuaciones denominadas de Yu-
le-Walker: ‘

r)=a;r0) +axr()+azr) ... + gy r(k-1)
r2) = ayr() +a, r0) +agr(1) ... + ay r(k-2)
rB) = a;r@) +ar(1)+azr0) - ... + 3y r(k-3)

que en forma matricial suelen escribirse en la for-
ma: »

r=Ra

donde la matriz R es la matriz de autocorrelacio-
nes o covarianzas. Esta matriz es cuadrada, simé-
trica y toeplitz (es decir, que los elementos de ca-
da una de sus d_iagonalés son idénticos), y permite
algoritmos de inversion especificos y rapidos, co-
mo el de Levinson-Durbin. De aqui se obtiene in-
mediatamente el vector “a” de cosficientes busca-
dos:

.a=R"r

Obsérvese que, para qué las correlaciones con
desfase positivo sean iguales a las de desfase ne-
gativo, se esta admitiendo ifnplicitamente la hip6-
tesis de que el proceso aleatorio es estacionario,
es decir, que su media es constante e igual sea
cual sea el subconjunto de cotas que considere-
mos dentro del conjunto total.

4, 0TRO METODO DE ESTIMACION DE LOS
PARAMETROS

Al mismo resultado se llega de forma directa,
expresando explicitamente las relaciones de auto-
regresion. Si la sucesion de cotas tiene N elemen-
tos y una cota determinada se hace depender de
“k” cotas anteriores, el primer valor obtenido sera
el de la cota k+1 y resultara ser:

Xks1 = A X+ Ap Xg.q + A3 X «oot 8 Xq + Eyq )

Siguiendo hasta el final del fichero de perfil
longitudinal hasta liegar a la Ultima cota, xy;, se ob-
tienen las expresiones

Xk42 = @9 Xgq1 + o X + A3 Xy q ...t 8 Xo + €42

Xk43 = @1 Xgy2 + 82 Xkyq + 83 X -t B X3 + Ey3
Xk+q = 81 Xiy3 + 82 Xy + 83 Xigyq oot B Xg + Eieyg

y asi sucesivamente para la ultima cota xy
XN = @1 XN-1 + 82 XNoo + 83 XN eores + ‘ak_XN_k + &N

Estas ecuaciones pueden ponerse en forma
matricial. Se definen los vectores “x” y “a” y la
matriz “X” como sigue:

X'={Xk11 Xks2 Xk43 Xcad -ooe- XN}

a'={aj ayaz ay ......ay}

xk Xk 1 Xk 2 ...... X1
Xiol Xk Xk eeeees X5
X = Xks2  Xgpt Xk eeeens X3
Xisd  Xkeaz  Xggp  coeees X4
XN—1 XN 2 XN—3 ...... xN—k

La ecuacion toma la forma matricial:

x=Xa+eg
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donde las dimensiones de los vectores y matrices
son:

X (N-k, 1), X (N-k, k), a (k, 1), € (N-k, 1)

Se trata de calcular los parametros a; de forma
que el vector de error € sea minimo. Una de las
formas mas intuitivas es la presentada por Kay
[Ref.7], cuya analogia geométrica es hacer que el
vector £ sea normal al hiperplano dado por la ma-

- triz “X” de datos. Dos variables aleatorias de me-
dia cero se denominan ortogonales si su correla-
cién es nula, y esta propiedad, llamada Principio
de Ortogonalidad de la Estimacién Lineal de Me-
dia Cuadratica Minima, tiene una de sus mayores
aplicaciones precisamente en este caso. Liaman-
do ¢’ al vector traspuesto de &, la expresién analiti-
ca de esta condicion geométrica se escribe en la
forma:

X.e=0

cuyas dimensiones son
(k, N-k) . (N-k, 1) =(k, 1)

El vector £ de error se obtiene de la ecuacion
de autoregresion:

e=x-Xa
y la condicion de normalidad resulta:
X (x-Xa)=0

Desarrollando la expresion se obtiene:
X'x=XXa

donde el producto X’x es un vector (k,1), y la ma-
triz X’X es una matriz cuadrada de orden k.

El vector de parametros se obtiene por tanto
premultiplicando ambos miembros de la igualdad
por la inversa de la matriz X'X, y resulta
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a = (X'X)".X’x

5. CALCULO DE LA MATRIZ X°X

La matriz X’X es precisamente la matriz de au-
tocorrelaciones (0 autocovarianzas, si hemos re-
ducido el perfil a media cero) que hemos visto
mas arriba. Para aclarar ideas tomemos el caso de
que el fichero de cotas del perfil tenga 11 elemen-
tos, y se desee ajustar un modelo de 3 parame-
tros. Las ecuaciones con las que se ajustaran los
parametros son las siguientes:

X4 = Q4 X3 + Ap Xp + 83 X4
X5 = a4 Xg + Ap X3 + Az Xo
Xg = 8y Xg + 8p X4 + 83 X3
X7 =8¢ Xg + 8o X5 + Az X4
Xg = 81 X7 + 85 Xg + 83 X5
Xg = 84 Xg + 8 X7 + 83 Xg
X419 =8¢ Xg + Ay Xg + a3 X7
X11 =89 Xyg + a3 Xg + a3 Xg

Como se ve, es un sistema de 8 ecuaciones
con 3 incognitas. La solucion debe ser por tanto
similar a la de un problema de regresion lineal, es
decir, que se obtendra al minimizar un determina-
do parametro, que en este caso es el citado vec-
tor error. Por lo tanto la matriz X tiene la forma

X3 Xo Xy
X4 Xz X
X5 X4 Xz
x—|X6 Xs Xa
X; Xg Xs
Xg X7 Xg
Xg Xg X7
Xio X9 Xg

X3 X4 Xs Xg X7 Xg Xg Xqg
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La matriz cuadrada X'X sera por tanto

=10 , =10 =10
2 X 2 XX 2 XX p
R i= 2 i=
XX=1 2 X Xi1 X XiKip
10 100 “10
= I= i=
2
XigXi 2 XioXig X Xip
i=3 i=3 i=3

Se observa que esta matriz cuadrada es simé-
trica, toeplitz, y es en definitiva la matriz de auto-
correlaciones (covarianzas si las medias son cero
en cada caso) del vector {x...xy.1}. En general, la
expresion de esta matriz es por tanto la siguiente:

i=N-1 5 i=N-1 i=N-1
2 X 2 XXilg e 2 XXick+1
i=k i=k i=K
i=N-1 2 i=N-1
XX = ii Xi—1 5 Xi—Txi—k+1
. |=N-“1"'2:
SIMETRICA > Xk

En los casos que estamos estudiando, de ana-
lisis de perfiles longitudinales de carreteras o de
via férrea, al ser X’X una matriz real, simétrica y to-
eplitz, su calculo y el calculo de su inversa se sim-
plifican considerablemente, y los algoritmos nece-
sarios para su generacion son, como puede verse,
sumamente sencillos.

El célculo del vector X’x en el mismo ejemplo
anterior sera

X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 Xyp
XX=9Xy X3 X4 X5 Xg X7 Xg Xg

X1 Xa X3 X3 X5 Xg X7 Xg

es decir .

Y como vemos se obtienen las mismas ecua-
ciones de Yule-Walker obtenidas en el apartado
anterior:

r1)=ay r0) +ay r(1) + agr2) ... + a rk-1)
r2) = aq r(1) + a, r0) + ag r(1) ....... +ay r(k-2)
rB)=ayr2) +ay r(1) + ag r(0) ....... + gy r(k-3)

6. SOLUCION DEL SISTEMA YULE-
WALKER. ALGORITMO DE LEVINSON-
DURBIN

La solucién del sistema para obtener el vector
“a” de coeficientes de regresion es sencilla, y se
reduce a obtener la matriz inversa de la matriz “R”
de autocorrelacion, y a su premultiplicacién por el
vector “r’, que es la misma primera fila o columna
de “R” desplazada un elemento:

a=R'r

La inversion de la matriz es inmediata en len-
guajes como MATLAB, con la instruccién “inv(R)”.
Sin embargo, si el lector es aficionado, como el
autor, a escribirse sus propias rutinas para poder
saber en todo momento y con todo detalle como
funciona el proceso de calculo, vera que es absur-
do e ineficiente este método de solucién. En efec-
to, para invertir la matriz “R” con una instruccion
como la anterior es necesario guardarla entera en
maquina. Y dado que la matriz es toeplitz, toda la
matriz puede obtenerse si se conoce esta primera
fila. Teniendo en cuenta los avances enormes que
las estructuras y los elementos finitos han creado
en las rutinas de inversién de matrices simétricas,
para las que tenemos ya ademas muy sofisticadas
técnicas de almacenamiento en memoria, seria 16-
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gico pensar que hubiera algoritmos sencillos simi-
lares para estas matrices toeplitz. Efectivamente
los hay, como los métodos de Robinson y Rybiéki,
‘que puede verse en [Ref.22]. Sin embargo el algo-
ritmo mas sencillo es el original de Levinson y Dur-
bin, que resuelve el sistema de ecuaciones a partir
. s6lamente de la primera fila de la matriz “R” y un
elemento mas del vector de autocorrelaciones (pa-

ra obtener asi el vector “r”). Este algoritmo es su--

mamente sencillo y se programa en menos de 10
lineas. Puede verse, por ejemplo, en [Ref.7], y se
resume a continuacion.

" ALGORITMO DE LEVINSON-DURBIN Kay.pag 171

for (i=0; ixnumero_parametros; i++) {

vector_LD[i] = 0.0;

A_coef_LDJ[i] = 0.0;

} _
A_coef_LD[0] = - m_cov[0][1] / m_cov[0][0];

ro = (1.0 - fabs(A_coef_LD[0]) * fabs(A_coef_LD[0])
) * m_cov[0][0}; '

for (k=1; k<numero_parametros; k++) {

dum = 0.0;

for (i=1; I<=k-1; l++) dum = dum + vector_LD[l] *
m_cov[0][k-1];

A_coef_LD[K] = - ( m_cov[0][k] + dum) / ro;

for (i=0; i<=k-1; i++) A_coef_LD[i] = vector_LD[i} +
A_coef_LDIK] * vector[k-i];

ro = (1.0 - fabs(A_coef _LD[K]) * fabs(A_coef_LD[K])
) * ro; '
for (i=0; i<numero_parametros; i'++) vector_LDJi] =
A_coef_LDIi];

}

FIN DEL ALGORITMO DE LEVINSON-DURBIN

7. CALCULO DEL MODULO DEL
DENOMINADOR

. Una vez conocidos los coeficientes de autorre-
gresion a; ya puede dibujarse la funcion de fre-
cuencias. El denominador tiene la forma:

(1 —ag ... —ake‘“‘“)
(1 —ag’-... -ake‘k‘”)

Es relativamente sencillo obtener la relacién de
recurrencia para el caso de varios parametros. Pa-
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ra obtenerla, veamos los primeros casos, corres-
pondientes a uno y dos parametros. Para el caso
de un parametro, la funcion es de la forma:

(1 - a1e‘i‘”)(1,— afe“”)

Aplicando las conocidas relaciones de Moivre:

e = cos® + isen®

e = cos® - isen®

se obtiene por simple multiplicacion

e = cos + isen®

e = cosw - isen®

Para el caso de dos parametros se obtiene
igualmente:

(1 —ag - aze“z“’)(1 —age® - azeigm) =

=1+a? +a3+-2a,cos® — 2a, cos 2w +
+2a4a, COS  COS 20 + 2a3,Sen wsen 20

La relacidén general de recurrencia es por lo
tanto: '

1- i§a12 - 2i§ai cosio +
i=1 i=1 '

ick—1 [=k~1 :
2 f‘, 1{1 2 aj @4Cos jcocos(j+1)co} +
i=0 | j=i+1 )

i=j+1 [ j=k-1 | ) )
2 { 2 g ai+1senjmsen(j+1)o)}
i=0 { j=i+1 ‘

con la que se obtiene la expresion del médulo del
denominador. Esta expresion nos permite ya dibu-
jar la aproximacién a la densidad espectral de la
serie temporal de cotas del perfil de la carretera.
Esta ecuacion de recurrencia es complicada,
como puede ver el lector, aunque también sencilla
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de programar. Se ha obtenido utilizando un pro-
grama de matematica simbdlica, en este caso par-
ticular el Maple V. Una relacién de recurrencia mas
sencilla es la dada por F. Melis [Ref. 10, 4.2], que
utiliza sélo las funciones coseno, y viene dada por
la expresion siguiente:

El médulo IQ(w)l? del producto de dos polino-
mios conjugados de la forma anterior es:

i=0

|Q(m)[2 = (Zta,e"i“’)[zae‘“’] = ifb, cosio

donde los coeficientes buscados b; vienen a su
vez dados por las expresiones:

by = ga? b, = 2'T§'a1 a, b=2ag,

8. MODULO DE LA FUNCION DE DENSIDAD
ESPECTRAL

De lo anterior se deduce que el médulo de la
funcién buscada de densidad espectral es el si-
guiente:

Mo = 5

'i(b1 COoS i
i=0

Esta expresion esta deducida, como vemos,

para operar con nimeros reales, y se programa

sin ningun problema en C. Pero puede calcularse
directamente y de una forma mucho mas sencilla
si se dispone de un programa como MATLAB que
opere directamente con complejos. En este caso
la obtencién es inmediata, ya que se reduce a cal-
cular la expresion anterior:

a falta de la constante del numerador. La rutina de
obtencién de la densidad espectral a partir de los
coeficientes “a” de autorregresion de esta forma

puede verse en [Ref.26] y en lenguaje MATLAB es
tan sencilla como sigue:

% CALCULO DE LA DENSIDAD ESPECTRAL EN
MATLAB *++*+*sserss
% Creamos el vector de abscisas. N_inter es el
namero de intervalos
f=linspace(0,.5,N_inter);
% a es el vector de coeficientes de autorregresion
% ip es el nUmero de pardmetros
‘Calculando la densidad espectral S_xx’;
for ii=1:N_inter,
s=0;
for jj=1:ip, :
s=s+a(jj). *exp(-i*2*pi*f(ii)*jj);
end
S_xx(ii)=1/(abs(1+s)2);
end

9, 0TROS METODOS PARAMETRICOS DE
ESTIMACION

La idea de los métodos paramétricos es suma-
mente feraz. El hecho de que en la sucesion de los
coeficientes de autocorrelacion esté escondida la
distribucion de densidades espectrales de la serie
analizada permite obtenerla por diversos métodos,
ademas del clasico autorregresivo que acabamos
de ver. Entre estos métodos se encuentran en la
literatura el método de Prony, el método de los
autovalores de la matriz de autocovarianzas, el
método de Clasificacion de Sefiales Mdltiples

.(MUSIC), los métodos ESPRIT, etc, y detalles de

ellos e incluso sus programaciones en MATLAB
pueden verse, p.ej. en [Ref.27].

10. APLICACIONES PRACTICAS
Y EJEMPLO

Todas estas técnicas de analisis, por potentes
y atractivas que sean, no deben hacernos olvidar
jamas lo que esta el Ingeniero buscando realmen-
te, en primer lugar, y en segundo las hipétesis
subyacentes en cada método. Si alguna de las hi-
potesis basicas del método no es aplicable a la re-
alidad de nuestro problema, las conclusiones del
analisis no seran validas.

Al analizar por estos métodos un tramo de au-
tovia o de via férrea, el ingeniero busca la identifi-
cacion de defectos periddicos, debidos a la cons-
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PERFIL LONGITUDINAL. TRAMO AUTOVIA N-HiI ESPECTRO FFT
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Figura 3. Espectro paramétrico. 50 parametros. Observese Figura 4. Espectro paramétrico. 150 parametros.
que la vertical es distinta de la fig. 1. ello se debe a tomar 1
en en el numerador de la densidad espectral.
truccién o al uso, que permitan o bien mejorar las 1.- El proceso aleatorio (el perfil de la carretera
técnicas de construccién o bien optimizar las téc- o el del rail) esta formado por una sefial verdadera
nicas de conservacion de una forma cientifica. Si y un ruido. El problema consiste en identificar la
se utiliza este método paramétrico autorregresivo, sefial o sefiales periddicas componentes.
las hipotesis basicas implicitas en el mismo son 2.- El proceso, es decir, la sefal, tiene media
las siguientes: cero. Esto coincide exactamente con nuestras ne-
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ESPECTRO AUTORREGRESIVO CON 250 PARAMETROS ESPECTRO FFT. PERFIL MAS SENO L=13m
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Figura 5. Espectro paramétrico. 250 parametros. observese Figura 6. Periodograma del perfil mas un seno de L=13m

los picos dados por el periodograma en 1.5m, 2.6m, 3.4 m, 5

my&84m.

cesidades al analizar la regularidad superficial o
las texturas de un pavimento o la regularidad de
un carril de FFCC. En caso de la regularidad su-
perficial o el IRl de un pavimento, las irregularida-
des son produ'cidas unicamente por las pequefas
longitudes de onda, sin que afecten al IRl las lon-
gitudes de onqa grandes debidas al trazado 0 a la
pendiente de ]a carretera. En el caso de tramos
rectos en alzado el andlisis de las irregularidades
puede hacersg, por tanto, eliminando la pendiente
del perfil (es decir, poniéndolo horizontal) y anali-
zando sélamer:ﬂe las diferencias con la recta teéri-
ca, ajustada por cualquier método numérico como
una simple recta de regresion. En el caso de los
acuerdos parabdlicos la curva de regresién seré la
parabola de ajbste. El lector puede comprobar que
el IRl de los pérfiles original y el del asi modificado
es idéntico.

3.- El proceso es estacionario, es decir, la me-
dia de la sefial es siempre la misma, independien-
temente del tr:amo analizado. Puede verse que se
ha supuesto que la matriz de autocorrelaciones es
simétrica, de forma que las correlaciones de des-
fase positivo son idénticas a las correspondientes
de desfase negativo.

4.- El proceso es autorregresivo puro, es decir,
las irregularidades “futuras” del perfil o del carril
pueden deducirse de las irregularidades “pasa-
das”. (Tal vez un método mas perfecto seria utili-

zar un modelo ARMA, no descrito en el presente
articulo, y en el que los datos futuros se realimen-
tan también de los recién estimados). Observe el
lector que ello nos lleva a aplicar estos métodos a
tramos cortos de carretera o carril, ya que en tra-
mos muy largos ya aparecerian defectos produci-
dos por otras causas diferentes a las que se inten-
ta analizar. Esto quiere decir que si se intenta es-
tudiar defectos del proceso de extendido de un
pavimento, la senal digital analizada no debe reco-
ger defectos debidos, por ejemplo, a las pendien-
tes longitudinales. Ya habiamos visto en estudios
anteriores como estos efectos de la pendiente lle-
vaban a la inclinacién del periodograma y su false-
amiento en las longitudes de onda largas. Decidir
la longitud de un tramo de andlisis para obtener
resultados significativos es una ardua cuestion,
pero parece légico pensar que para una extende-
dora con piquetes del palpador cada 10 m, una
longitud aceptable pueden ser 50 a 100 metros.
Para extendedoras guiadas por métodos mas mo-
dernos esta longitud podria incluso reducirse.

Como ejemplo se presenta el periodograma de
un tramo de la Autovia N-lll, tramo perteneciente
a una medida realizada personalmente por el autor
con el equipo Video-Laser de AEPO en Octubre
de 1992. El tramo analizado se muestreé a interva-
los de 12.5 cm y tiene una longitud de 125 metros,
es decir, es un fichero de 1000 datos.
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ESPECTRO AR 250 PARAMETROS. PERFIL MAS SENO DE L=13 m
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La figura 1 representa el perfil longitudinal lle-
vado a media cero por ajuste con la recta de re-
gresion lineal con la instruccion “detrend” de MA-
TLAB. El primer hectémetro tiene un IRl de 2.73, y
el segundo (truncado al primer cuarto de su longi-
tud) un IRI de 2.87. Estos IRl tan malos deben te-
ner una interpretacion clara en los andlisis espec-

Figura 9. Espectro AR de un ruido blanco. Espectro horizon-
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trales, y asi ocurre. En la figura 2 se presenta el
periodograma, calculado con la FFT, y en él pue-
den verse amplitudes relativas grandes o picos re-
lativos en las longitudes de onda de 1.5 metros,
2.6m, 3.4 m, 5my 8.4 m, en la zona de longitudes
de onda que mas influyen sobre el IRI (ver
[Ref.16]).

La figura 2 representa el espectro AR con 50
parametros. Obsérvese el mismo pico en 1.5 my
apuntes de los de 2.6 y 3.4 m. Se pierde el pico de
5 m, pero se acusa el de 8.4 m. La figura 4 es la
misma curva correspondiente al espectro AR de
150 parametros, y la figura 5 corresponde a 250
parametros. En esta Ultima pueden verse los picos
de 1.5 m, 2.6m, 3.4 m, 5 my 8.4 m que identifico
el periodograma.

Finalmente, y para comprobar la bondad de-
los calculos, se dibuja el analisis espectral del
mismo tramo de carretera anterior pero sumando-
le una sinusoide de media cero y 13.0 m de longi-
tud de onda. Para acusarla mas se ha puesto una
amplitud de 20 mm, grande en comparacién con
la variacion de cotas del perfil. En la figura 6 se di-
buja el periodograma obtenido con la FFT, y en la
figura 7 el espectro paramétrico correspondiente a
250 parametros. Puede verse como éste ultimo
método refleja el pico con mayor limpieza, ya que
no tiene los fenomenos de leakage del periodogra-
ma.
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11. CONCLUSIONES

Los defectos del periodograma como método
de analisis de pavimentos o carriles de FFCC son
muchos y serios, indican algunos autores, tanto
que lo desaconsejan para su utilizacidén practica.
Para reducir estos problemas se recomiendan mé-
todos ya citados como los de Bartlett o de Welch,
basados en la aplicacién de ventanas que reducen
la varianza, el aliasing y el leakage del periodogra-
ma. Como podra ver el lector en la literatura que
se incluye en la bibliografia, se demuestra que los
métodos paramétricos no sufren de estos proble-
mas, o al menos no con la seriedad e importancia
del periodograma, por lo que los métodos para-
métricos podrian ser el método valido para la esti-
macioén de la densidad espectral de un pavimento.
Sin embargo, como puede verse también en los
resultados aqui incluidos, los resultados del perio-
dograma y de los métodos paramétricos son muy
similares, por no decir casi idénticos. Puede du-
darse por tanto de los ataques al periodograma
como herramienta de analisis, y de la necesidad
real de modificar el periodograma jugando con los
datos que tanto esfuerzo y dinero nos ha costado
obtener, modificandolos con la repetida aplicacion
de filtros y ventanas. El lector, a cuya disposicién
se encuentran los programas que se han resumido
en este articulo, debera llegar a sus propias con-
clusiones.

Como resumen de todo lo anterior, parece que
tanto la estimacién paramétrica como el periodo-
grama son unas excelentes herramientas de anali-
sis de las irregularidades de un pavimento de au-
tovia o de una via de FFCC o de METRO. Los re-
sultados obtenidos por ambos métodos son casi
idénticos, para los casos analizados por el autor.
Las conclusiones son:

1.- La sefial medida debe llevarse a media ce-
ro. Esto debe hacerse analizando los datos, ajus-
tando las rectas o parabolas tedricas del trazado y
obteniendo las diferencias del perfil real a este
perfil teérico. El perfil diferencia tiene, como puede
comprobarse calculandolo, el mismo IRI que el
original.

2.- Con esta sefial de media cero, el espectro
es horizontal. Esto puede comprobarse faciimente
dibujando los espectros de un ruido blanco por
ambos métodos, FFT y AR. En embos casos los
espectros son horizontales, y acusan los picos co-
rrespondientes si se les superponen sinusoides de
diversas amplitudes y longitudes de onda.

3.- Si el espectro de un perfil de carretera o rail
de FFCC tiene la inclinacién que suele varse, el
perfil no se ha llevado bien a media cero, y la incli-
nacion del espectro corresponde a la pendiente
de la carretera, es decir, a ondas largas que no
han sido eliminadas. No es facil llevar el perfil
exactamente a media cero, y de aqui que en la li-
teratura técnica todos los espectros publicados
sean inclinados.

4.-Esta inclinacion por tanto no tiene que ver
con la irregularidad del perfil, sino con la bondad
del método utilizado para quitar la tendencia de la
sefial. Entiende el autor que la Norma I1SO [Ref.25]
que pretende identificar la calidad de un pavimen-
to por la inclinacién de su espectro es errénea en
su principio.

5.- Con el espectro horizontal, la bondad del
pavimento o la calidad del carril vendra dada por
la menor ordenada del espectro. Esto puede com-
probarse dibujando los espectros de ruidos blan-
cos de distintas amplitudes. Las rectas inclinadas
de la Norma ISO [Ref.25] deben ser horizontales.
De esta forma si puede comparase la regularidad
superficial de distintos pavimentos.

'6.- En este articulo no se ha hablado del nu-
merador de la densidad espectral, es decir, de su
factor de escala. Este numerador puede calcularse
con sencillez, lo que sera objeto de otro articulo,
pero no es necesario hacerlo (en este articulo he-
mos tomado valor 1) si sélo se desea comparar
las regularidades de distintos pavimentos o identi-
ficar defectos en determinadas longitudes de onda
de un perfil.

7.- Tampoco se ha hablado en este articulo de
la eleccién del numero de parametros, es decir,
del orden de la autorregresion. Se hablara de ello
en futuros trabajos. El lector podra ver en la litera-
tura que existen multitud de criterios para esta se-
leccion, entre los cuales los mas conocidos son
los de Akaike. Para los trabajos de este articulo se
ha tomado un orden igual a la cuarta parte del nu-
mero de puntos de la sefal analizada.
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