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RUTINAS DE FILTRO
SENO AR DE BUTTERWORTH
PARA ANALISIS DE ESPECTROS
DE PAVIMENTOS DE AUTOVIAS

Manuel J. Melis*
Dr. Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos. M.Sc, MBA

A raiz del reciente Experimento Internacional sobre normalizacion de medidas de texturas en
pavimentos de carrteras, realizado a nivel mundial bajo los auspicios de la Direccién General de
Carreteras del MOPTMA en tramos escogidos de carreteras de Espaiia y Bélgica, el analisis de
sefiales digitales adquiere cada vez mayor importancia. En este articulo se resume un metodo para
eliminar del perfil longitudinal de una carretera las longitudes de onda no deseadas, de forma que
resulte un nuevo fichero de "perfil" modificado en el que solamente figuren las irregularidades o
longitudes de onda deseadas, por ejemplo, las que afecten al IRI o a la Megatextura. El filtro digital
descrito en profundidad es el autoregresivo seno de Butterworth de orden 2. El objetivo del articulo es
que el ingeniero que utilice algiin programa comercial tipo MATLAB para filtrar la sefial puede
conocer en detalle los algoritmos de filtrado y sus bases. :

Right after the recent international tentative on the normalization of the different measuring methods
of a pavement texture, performed at world wide level in selected sections of Spain and Belgium, under
the patronage of the General Roads Division of MOPTMA, the analysis of digital signals gains
preferent importance for the evaluation of a highway texture.

This paper summarizes a method to eliminate, on the pavement reference data file, those wavelengths
which are not interesting for the analysis, so creating a new “longitudinal profile” only containing the
wished-for wavelengths. The digital filter particularly described is the self-regresive sinus of
Butterworth order 2. The objetive of this paper is that engineers making use of some digital filter
MATLAB type programme can know the filtering algorism detail.

1. Introduccion

En un anterior articulo [Ref.1] se detallaban las
distintas longitudes de onda que afectan a las
texturas y regularidad superficial de un pavimen-
to. Se desarrollaba también una sencilla rutina pa-
ra obtener la Transformada Discreta de Fourier
(TDF) de la sucesion de cotas obtenidas al medir
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el perfil longitudinal de una carretera, y se citaban
algunas rutinas para obtener si se desea la Trans-
formada Rapida de Fourier (FFT) del perfil. En de-
finitiva, se proporcionaban unas herramientas pa-
ra que cualquier técnico interesado pudiera, a
partir del perfil longitudinal de la carretera obteni-
do con el perfilégrafo o con cualquier otro méto-
do, descomponer este perfil en sus sinusoides
componentes obteniendo para cada sinusoide su
longitud de onda y su amplitud. También se obtie-
ne su fase, pero este parametro parece de menos
utilidad en la ingenieria de firmes que en otras dis-
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ciplinas como la oceanografia, la estadistica o la
economia.

Esta técnica de analisis de una sefal por me-
dio de su periodograma o espectro de amplitudes
tiene casi un siglo, desde que Schuster la utilizd
en 1898, y hasta los trabajos de Yule en 1927 era
el unico método numérico disponible para analisis
espectral. Los resultados erraticos que Yule ob-
servo en los periodogramas de series empiricas le
llevaron a la utilizacion de los modelos autorregre-
sivos, basados en la hipétesis de que una serie
determinada esta formada por una combinacion
lineal de series anteriores mas un término de
error. En lo que sigue se utiliza sélo el analisis del
periodograma, que es el proceso de andlisis habi-
tual en el estudio de regularidad de pavimentos
de autovias.

Obtenida la descomposicion discreta de Fou-
rier del perfil longitudinal de una carretera o auto-
via, es posible analizar las caracteristicas superfi-
ciales del tramo estudiado separando las longitu-
des de onda en los intervalos habituales, que se
resumen la Tabla 1. ‘

Analizar por ejemplo la macrotextura fina una
vez obtenida la descomposicion discreta del perfil
consistira en estudiar las amplitudes de las distin-
tas longitudes de onda comprendidas en el inter-
valo de 1 mm a 10 mm. Estas amplitudes se pue-
den caracterizar por un unico parametro, que me-
dird la macro fina, y que en general suele ser la
amplitud cuadratica media de todas las ondas
contenidas en el intervalo en cuestién. El lector
podra observar que las longitudes de onda limites
de intervalos que aqui se incluyen no son exacta-
mente iguales a las dadas en la Ref.1, donde su-
frieron una modificacién ajena al autor. Los aqui
incluidos son los realmente medidos por los equi-
pos de Auscultacion de firmes mas utilizados a ni-
vel mundial.

Sin embargo, si el lector desea comparar la
megatextura de dos tramos de carretera, no pue-
de hacerlo comparando simplemente sus espec-
tros obtenidos por una TDF o una FFT, salvo que
los datos hayan sido previamente filtrados. Se ha
explicado en la Ref.1 que si se analiza un perfil
longitudinal de un tramo de carretera de longitud
L, obtenido muestreando la carretera con N pun-
tos tomados a intervalos Ax(L = N Ax) de 0.125
metros, para obtener de él resultados utiles es ne-
cesario un tratamiento previo de los datos. La
transformada de Fourier, tanto la TDF como la
FFT, sélo devuelven las longitudes de onda com-
prendidas en el intervalo de Nyquist (L, 2Ax), y
puede verse que las amplitudes obtenidas por la
TDF o la FFT de todas las longitudes de onda
quedan afectadas por la existencia de longitudes
de onda muy grandes, que corresponden a la
pendiente de la carretera y al resto de longitudes
de onda largas.

¢Por qué son inclinados los espectros
de amplitudes de carreteras?

Antes de seguir, el lector debe meditar sobre
el hecho de que los espectros o periodogramas
de amplitudes de los pavimentos de carreteras
tengan la forma inclinada tipica que aparece en la
literatura. En opinién del autor, ello se debe a los
fendbmenos siguientes:

a) Como puede verse en detalle en la [Ref.1,
figura 1], el propio desarrollo de Fourier lleva
implicito el que las componentes de menor
longitud de onda tengan menor amplitud. Elio
hace que, para un perfil logitudinal discreto
con cambios bruscos de pendiente o de cota,
o saltos en éstas (como.ocurre en los perfiles
de carreteras) la linea tedrica del espectro va-
ya inclinAndose hacia la derecha.

VARIABLE DE INTERES LONGITUDES DE ONDA LIMITES

Microtextura 1 micra a 1mm
Macrotextura fina ) 1mm a 10 mm
Macrotextura gruesa 1cm a 10cm
Megatextura 10cm a 50 cm
Regularidad superficial 50 cm a 50 m
Trazado, rasante y pendiente 50 m en adelante
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|

de la carretera es interpretada por la Transfor-
mada de Fourier (tanto la TDF como la FFT,
naturalmente) como si fuera una sinusoide de
muy grande longitud de onda. Las variaciones
de cota debidas a la pendiente longitudinal
son en general mucho mayores que las debi-
das a defectos del pavimento. Por lo tanto, en
el espectro apareceran en las longitudes de
onda grandes amplitudes grandes. De hecho,
en todos los espectros que el lector podra en-
contrar en la literatura las mayores amplitudes

MobuLo FUNdION DE TRANSFERENCIA

FRECUENCIA

Figura 2. Filtro paso bajo

de Butterworth.

Figura 3A.
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corresponden a las mayores longitudes de on-
da.

¢) En el caso de que la pendiente longitudinal
fuera muy pequefia, lo que se interpretaria como
una sinusoide de larguisima longitud de onda,
esta longitud de onda no apareceria en el es-
pectro, cuya banda de longitudes de onda esta
limitada por arriba en la mayor de Nyquist, que

b} Como puede verse también en la citada es igual a la longitud de carretera muestreada.
[Ref.1], cualquier desviacion (por pequefia que En este caso la descomposicion de Fourier lleva
sea) sobre la horizontal del perfil longitudinal la amplitud comrespondiente a dicha longitud de

PERFIL COMPUESTO POR 6§ SENOS

PERFIL ORIGINAL SIN FILTRAR
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onda que no aparece a las maximas amplitudes
del intervalo de Nyquist. Si para obtener el perfil
longitudinal se han tomado N puntos separados
la distancia Ax,las sucesivas longitudes de onda
que forman el espectro son NAx/1, NAx/2,
NAX/3, NAx/4,.... etc, hasta la dltima NAX/N =
Ax. Todas las amplitudes correspondientes a
longitudes de .onda mayores que NAx aparecen
en las primeras longitudes de onda, y ello hace
que el espectro suba al aumentar la longitud de
onda.( Suele decirse que existe un "Leakage" en
las ondas mas largas).

d) Incluso.en _él caso de que en gabinete se haya
quitado la tendencia, o hecho horizontal el perfil
(dando a los puntos inicial y final la misma cota),
las irregularidades de larga longitud causan el
mismo efecto';j} Por si mismas son en general las
de mayor amplitud, lo que puede observarse
simplemente dibujando algun centenar de perfi-
les, y ademas son interpretadas por la TDF como
componenteé de muy larga longitud de onda,
haciendo de nuevo que a mayores longitudes de
onda se asocien mayores amplitudes.

Espectros de energia de oleaje y
espectros de registro de marea

Los espectros de energia de oleaje o de regis-
tros de los mareégrafos no son mas que la des-
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composicion de Fourier de los registros de altura
de oleaje o de marea en un punto. Aceptando que
-el oleaje es un proceso aleatorio estacionario y er-
gddico el espectro de oleaje puede considerarse
analogo al espectro de amplitudes de una carrete-
ra, pero si la muestra es suficientemente larga, es
decir, si en el registro se recogen las ondas de
periodo mas largo que puedan aparecer, puede
considerarse analogo al registro que se obtendria
de una carretera perfectamente horizontal. En
consecuencia, el estudio de los espectros de ole-
aje puede arrojar mucha luz sobre los espectros
de amplitudes de carreteras, tanto los de oleaje
en desarrollo (sea) como los de oleaje desarrolla-
do (swell).

Si los espectros tedricos de oleaje como el
PMK que vienen utilizdndose desde hace mas de
30 afos, o como los -actualmente recomendados
para Espafa por la Norma de Puertos ROM 0.3-
91 del MOPTMA pueden considerarse representa-
tivos, parece logico pensar que el espectro de
amplitudes de una carretera que consistiera en
irregularidades oscilantes sobre una linea perfec-
tamente horizontal deberia tener amplitudes nulas
para longitudes de onda muy largas, subir sus
amplitudes en las longitudes de onda con defec-
tos (regularidad, texturas, etc) y volver a disminuir
las amplitudes para las mas pequefias longitudes
de onda. Un excelente espectro deberia proceder
de una muestra formada por un elevadisimo nu-
mero de puntos, para poder recoger las longitu-

des de onda muy largas, y un intervalo de mues- °

treo muy pequefio para poder recoger las longitu-
des de onda muy pequefias y eliminar en los posi-
ble los efectos de aliasing de longitudes de onda
menores. Los espectros de oleaje, incluso de los
ocasionados por huracanes, que eI‘I'e'ctor puede
encontrar en la literatura sobre el tema [Refs. 38,
39, 40, 41, 42), todos tienen amplitudes nulas pa-
ra las frecuencias mayores y menores del registro
analizado.

¢ Como afecta a la medida de irregularidades
la pendiente de una carretera?

Como se sabe (Ref.30, 31, 32), el IRI se obtie-
ne a través de un algoritmo numérico efectuado
sobre las cotas del perfil longitudinal de la carre-
tera y no se obtiene de forma directa por la des-
composicion de Fourier. Sin embargo, las texturas
si se miden cada vez mas como amplitud cuadra-
tica media de las sinusoides componentes en ca-
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da intervalo, ya que los métodos alternativos son
muy lentos y costosos. Por tanto es evidente que
si la pendiente de una carretera modifica las am-
plitudes de sus sinusoides componentes, las me-
didas de textura también quedaran modificadas.

La influencia de la inclinacién de una carretera
en las amplitudes de sus sinusoides componentes
puede verse en detalle en la Ref.1. En el ejemplo
incluido en esta referencia se analizaba un perfil
de carretera tedrico formado por 3 sinusoides de
amplitudes 15.2, 18.7 y 47.3. Cuando la carretera
es perfectamente horizontal la TDF (o la FFT con
las constantes adecuadas, que pueden ponerse
en cualquier rutina comercial si se tiene la fuente)
devuelve estas amplitudes exactas, figura 3b de la
citada referencia. Sin embargo, al dar a la carrete-
ra una pendiente estas amplitudes varian, aunque
por el Teorema de Parseval su suma de cuadra-
dos sera en ambos casos igual a la varianza de
las cotas. Como en una carretera inclinada la va-
rianza de las cotas es mucho mayor que en la
misma carretera horizontal, el teorema ya nos in-
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Figura 3B.
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Figura 4A.
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dica que las amplitudes seran mayores. La pen-
diente de una carretera por tanto parece que de-
be modificar las medidas de texturas si no se to-
man las precauciones adecuadas.

/ Como consecuencia de todo lo anterior, para
analizar con exactitud las caracteristicas superfi-
ciales de un pavimento de carretera sera necesa-
rio en primer lugar poner la carretera perfecta-
mente horizontal, es decir, eliminar la tendencia o
pendiente, que en la practica es una pendiente
recta o una parabdlica en los acuerdos, y que
conceptualmente puede hacerse faciimente si se
conoce el perfil tedrico de la carretera a través de
su proyecto. Si esto no es posible, seria deseable
al menos eliminar la influencia de las sinusoides
cuya longitud de onda sea mayor que la maxima
del intervalo de longitudes de onda que se desee
estudiar. Para la regularidad superficial, por ejem-
plo, eliminar las mayores de 50 o 100 metros. De
la misma forma, para analizar la megatextura seria
necesario eliminar la influencia de las longitudes

de onda mayoke_s de 50 cm, y asi sucesivamente
para el resto de las texturas.

El borrador de la norma ISO/DIS 8608

Confirma las. reflexiones anteriores la reciente
Norma ISO/DIS_{'B608 (Ref.24), borrador de 1991,
que intenta llegar a una medida de la bondad de
un pavimento a través del anélisis de su espectro
de amplitudes, ajustando por regresion una recta
a la curva obtenida de la TDF o FFT, después de
un suavizado del espectro cuya necesidad el au-
tor no llega a comprender. Entre las recomenda-
ciones que incluye para el proceso de los datos
del perfil antes de la obtencién de la Transforma-
da de Fourier (FFT o TDF) figura la eliminacién de
la pendiente longitudinal o tendencia (detrending),
que recomienda llevar a cabo con un filtro de pa-
so alto (es decir, que deje pasar las altas frecuen-
cias, que son las bajas longitudes de onda v filtre
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o reduzca las grandes longitudes de onda) con
una frecuencia de corte apropiada. Sugiere la nor-
ma también la posibilidad de quitar la tendencia
por métodos de regresion digital con polinomios
de orden bajo.

Es opinién del autor que dicha Norma no ata-
ca el problema en su raiz. Esta raiz parece ser el
hecho de que en las bandas de longitudes de on-
da que mas acusan la irregularidad superficial se-
gun la mide el IRI (es decir, longitudes de onda de
0.5 a 10 metros, aproximadamente), una mala re-
gularidad superficial viene dada en el espectro por
mayores amplitudes relativas que en las bandas
préximas . En la citada [Ref.1, figura 5] puede ver-
se el espectro de un tramo de Autovia de pésimo
IRI, mayor que 3, y cémo en la banda de 2 a 3
metros las amplitudes relativas son muy altas. El
ajuste de este espectro por regresion de una recta
dira bien poco sobre este gravisimo problema. Lo
mismo ocurrird en las bandas de megatextura,
macrotextura y microtextura. El autor opina por

tanto que la caracterizacién de la regularidad del
pavimento segun propone la citada Norma ISO es
un método bastante inGtil, y que debe sustituirse
por un andlisis de bandas, similar al que se utiliza
en otros campos como la Estadistica o la Econo-
mia. La definicién de “mayor amplitud relativa” y
su analisis debe ser objeto de otro articulo. Por
otra parte, la eliminacién de la tendencia con un
paso bajo como recomienda la Norma probable-
mente soélo sea Util y deba hacerse tras eliminar
las curvas polinémicas del trazado (rectas o para-
bolas), por alguno de los métodos descritos en la
literatura, de los que el mejor parece ser el ajuste
del polinomio por minimos cuadrados. Puede ver-
se un tratamiento adecuado en el clasico texto de
Otnes y Enochson [Ref.2].

Como puede verse, el tratamiento o filtrado de
los datos es una operacion esencial para el ede-
cuado andlisis del perfil de un pavimento.El pre-
sente articulo intenta describir de una forma sen-
cilla uno de los métodos de eliminacién de las

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS. N° 3.338. ANO 141. DICIEMBRE 1994

Figura 4B.



CIENCIA Y TECNICA DE LA INGENIERIA CIVIL

Figura 4C.
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longitudes de onda no deseadas en un perfil lon-
gitudinal, lo que-se resuelve en la practica con los
llamados. filtros digitales, cuyo disefio y construc-
cién es hoy dia toda una rama de la teoria de se-
nales digitales.

2. Perfil longitudinal.
Sucesion discreta de cotas

El calculo del IRI, del HRI, de las texturas, de
la fisuracion y del resto de los parametros superfi-
ciales de una carretera se obtienen a partir de un
medicién muy exacta del perfil. En los modernos
equipos de auscultacion de carreteras, el perfil se
toma con intervalos pequefiisimos. Piense el lec-
tor, por ejemplo, en que los modernos equipos
como el Video-Laser RST circulan midiendo a 90
km/h, muestreando la carretera con lamparas la-
ser de 32 KHz, es decir, a 32.000 pulsos por se-

gundo. Como en 1 segundo recorre 25 metros, la
distancia de muestreo minima teérica es de
25/32000 = 0,781 mm. Con lamparas de 64 KHz,
a 64.000 pulsos por segundo, las muestras estan
distanciadas 0,39 mm. El lector puede imaginar la
potencia de célculo y de andlisis que debe desa-
rrollarse en los chips de proceso de los datos de
cada lampara laser, y el -posterior proceso en el
ordenador de a bordo, para el manejo de esta in-
gente cantidad de informacion.

Si el perfil se ha obtenido con intervalo cons-

tante Ax, la sucesion de cotas obtenidas puede
representarse de la forma

Se ha visto en Ref.1 que la transformada dis-
creta de Fourier permite expresar la sucesion ob-

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS. N° 3.338. ANO 141 DICIEMBRE 1994



servada de cotas, como una suma de curvas se-
nos y cosenos cuyas respectivas amplitudes son
los pares (ay , by)

N/2

2r 2r
= a, cos—+kn+ b,sen—kn
Yn ]Z(,)( K Cos— ksen— )

y que vienen dadas por las expresiones

2 Nt 2
a, =— cos—kn
k N zyn N
n=0
N-1
2 2r
B, =— sen—kn
k N Zyn N
n=0
k=0,1,2,...,£
2

El problema consiste en, dada la sucesion de
cotas anterior y,, obtener a partir de ella otra su-
cesion de cotas g, tal que en ésta queden elimi-
nadas las longitudes de onda no deseadas. Al ob-
tener la TDF o la FFT de la nueva sucesion de co-
tas (es decir, del nuevo perfil longitudinal), no apa-
receran mas que las longitudes de onda desea-
das, y las correspondientes amplitudes seran las
que realmente corresponden a esas longitudes de
onda, en lugar de estar modificadas y enmascara-
das por las correspondientes a otras longitudes
de onda. Obtenidas asi las amplitudes de un inter-
valo de longitudes de onda, por ejemplo, la ma-
crotextura, serd ya posible comparar unos tramos
de carretera con otros de forma real, y las conclu-
siones obtenidas seran cientificamente correctas.

3. Expresion de los perfiles longitudinales

como ecuaciones en diferencias

A partir de la sucesidn de cotas y, del perfil
original, equiespaciadas la distancia Ax, se define
una nueva sucesioén de cotas q,, igualmente
equiespaciadas Ax. La sucesién q, sera el perfil
filtrado. La forma mas general de obtener esta
nueva sucesion es a partir de la expresion
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(Ec.1) |

N N
an = zbi}’n—l - Zaiqn—i
=0 i=1

Esta expresion quiere decir que las cotas qj,
del nuevo perfil filtrado se obtienen a partir de las
cotas del perfil original y, por medio de una
transformacion lineal. Cada cota del nuevo perfil
se calcula multiplicando cada una de las cotas del
perfil original por un coeficiente a; y sumando al-
gebraicamente los resultados obtenidos. Ademas,
en el caso general dado por la expresion anterior,
cada cota del nuevo perfil depende también de
una combinacién lineal de las cotas del nuevo
perfil previamente calculadas, multiplicadas por
los distintos coeficientes b; (por eso la segunda
sumatoria comienza en i=1).
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Esta es la expresién mas general de un filtro
digital lineal. EI problema de los filtros digitales
consiste precisamente en obtener los coeficientes
a;y b; de forma que se cumplan las condiciones
siguientes:

@ En el perfil filtrado q,, deben desaparecer
las longitudes de onda no deseadas. Por
ejemplo, para analizar la regularidad superficial
(es decir, el IRI) adecuadamente, deberan de-
" saparecer las longitudes de onda mayores de
506 100 m.

@ La desaparicion debe ser lo mas eficaz po-
sible.

® El nimero de coeficientes a utilizar, es decir,
el numero de elementos del perfil original y los
previos del perfil transformado debe ser lo
mas pequefio posible para que los calculos
sean rapidos.

4. La transformada Z del perfil
y el operador de retardo

Para la sucesion de cotas y, del perfil longitu-
dinal inicial de la carretera

yk = yOAX’yle7y2AxnnykAx

se define la Transformada z de dicha sucesion co-
mo la relacion

Zy =Y p*
k=0

donde la variable z es una variable compleja cual-
quiera.

Por otra parte, como la sucesion de cotas y,
representa una secuencia de muestras tomadas a
intervalos Ax, que puede también interpretarse
como periodo de muestreo T, la transformada de
Fourier del perfil tendra la expresién

S(w)=" 2 yke~ia)kT
C k=~00

Por tanto, para la variable compleja z = eioT, |3
Transformada z del perfil coincide con su Trans-
formada de Fourier. Esto duiere decir que el anali-
sis del perfil transformado puede hacerse con la
transformacion en z, y que para conocer su res-
puesta en frecuencia bastara sustituir z por ei®T,

En la literatura [Refs.4, 10, 11, 13, etc] puede
verse la demostraciéon de que la Transformada z
posee la propiedad de lineariedad. Ademas, el Te-
orema del Retardo (Shifting Theorem) de la Trans-
formada z dice que

Z[}’t—kAx] = Z-kz()’t)

por lo que a la variable compleja z suele llamarse
en algunos textos operador de retardo.

Aplicando la Transformacién z a la expresion
anterior

N N
dn = zbi)’n—i - zaiqn—i
i=0 i=1

se obtiene

N ) N ,
Z(q)= Z bz ' Z(y)- Zaiz_lz(‘I)
i=0 i=1

y despejando Z(g), que es la transformada z del
perfil filtrado q, en funcion de Z(y), que es la del
perfil original y, se obtiene

(Ec.3)

i

- Q(2)=

La funcién H(z) dada por la expresion

(EC.4)
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se denomina Funcion de Transferencia del siste-
ma, y es como se ve una funcion racional. Los co-
eficientes a; y b; son los llamados coeficientes del
sistema, de los que algunos pueden ser nulos.

Para obtener la respuesta en frecuencia del
sistema basta sustituir Z por 27 en la funcién de
transferencia. En general, por lo tanto, la funcién
de transferencia en frecuencias tendra la forma si-
guiente (teniendo en cuenta que 2xf = w)

(EC.5)

H(w)=

Dependiendo de la forma de esta funcién, el
espectro de frecuencias de la funcién Q(Z) de sali-
da, es decir, del perfil filtrado, tendra modificadas
las amplitudes de las ondas componentes con
respecto al espectro de frecuencias del perfil de
entrada. Por lo tanto es posible aprovechar esta
propiedad de la transformada Z y trabajar de la
forma siguiente con el perfil de entrada:

1.- Se elige una forma de funcién de transfe-
rencia tal que en el intervalo de frecuencias
dado por 0-n tenga la forma deseada para el
filtro digital. Esta funcion es naturalmente una
funcién de o.

2.- Se opera con la expresion analitica de esta
funcion de transferencia elegida de forma que
se llegue a un cociente de polinomios en e,
3.- Una vez obtenida esta expresién en co-
ciente de polinomios, se vuelve de la transfor-
mada de Fourier a la Transformada Z, sustitu-
yendo simplemente e-i® por la variable z. Se
llega de este modo a la expresién de la Ec.2.
4.- Los coeficientes de los polinomios asi ob-
tenidos en el numerador y el denominador de
la funcién polinémica son los coeficientes a; y
b; de la Ec.3.

5.- Las cotas modificadas, es decir, el perfil fil-
trado, se obtienen a partir de la expresion da-
da por la Ec.1. Los coeficientes a; y b; permi-
ten operar sobre las cotas del perfil original, y
sobre las que van siendo calculadas del perfil
filtrado, para ir obteniendo las sucesivas cotas
del perfil filtrado.

El disefio de la funcion de transferencia, que.

es una funcién de la frecuencia circular o, depen-

de como es natural de las longitudes de onda que
se quieran eliminar con el filtro o dejar pasar por
él. Como en Ingenieria de firmes es mucho mas
intuitivo trabajar con longitudes de onda, se re-
cuerda (ver Ref.1) que, siendo la distancia entre
cotas Ax, la relacién entre frecuencias angulares y
longitudes de onda es la siguiente:

(EC.6)

Frecuencia circular = 0.................... 11
2 oo e, 212

Long. de onda LAY AT 2Ax

Puede verse que el intervalo de 0 a &t en la fre-
cuencia circular es el intervalo de Nyquist visto en
[Ref.1] para las longitudes de onda. Naturalmente,
el siguiente elemento del cero de las frecuencias
es el correspondiente al valor NAx, que es el pri-
mero con el que se trabaja. Se ve por tanto que si
se desea en €l filtro una longitud de onda de corte
de, por ejemplo, 10 metros, debe calcularse su
correspondiente frecuencia angular para disenar
la funcién de transferencia, y el calculo se hace de
la forma siguiente:

Supdngase que las cotas del perfil longitudinal
de la carretera se han obtenido muestreando a
12.5 cm de intervalo. Como se sabe [Ref.1], la mi-
nima longitud de onda que podra analizarse es de
25 cm, de forma que para este tipo de trabajos es
practicamente inGtil el uso del Dipstick o perfil6-
grafo manual, porque una longitud de onda mini-
ma de 50 6 60 cm que proporcionan no permite
ningln andlisis de utilidad practica. Si con este

“muestreo a 12.5 cm se desea eliminar las longitu-

des de onda superiores a 10 metros, esta longitud
de onda de corte resulta iguala 10 m /0.125 m =
80 veces el intervalo de muestreo. La correspon-
diente frecuencia angular, de acuerdo con la Ec.6
anterior, sera por lo tanto 2n/80 = 1/40. De la mis-
ma forma se dimensionarian otras frecuencias ca-
racteristicas del filtro deseado.

5. Los filtros digitales.
Paso alto, paso bajo, banda de rechazo
y pasabanda o banda de paso

El perfil transformado Q(Z) se obtiene a partir
del perfil original Y(2) por medio de la funcién de
transferencia. Este proceso se denomina filtrado
digital. Como la funcién de transferencia es un co-
ciente de polinomios en Z, pueden darse diversos
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casos, dependiendo de ambos polinomios del de-
nominador y del denominador. :

Al sustituir en la funcién de transferencia la va-
riable Z por la expresion €21, o lo que es lo mis-
mo, por la e®, se obtiene una funcién en la fre-
cuencia ®. Dado que al sustituir la variable Z por
la expresion ei?™T ge obtiene la relacién entre los
espectros de amplitudes de los perfiles de entra-
da y de salida del filtro, esta relacién viene defini-
da por la forma de la funcién de transferencia.
Esta funcién es compleja, y la variacion de su mé-
dulo con la frecuencia es la parte mas importante
del filtro. Esto quiere decir que:

@ Si el médulo de la funcién de transferencia
tiene un maximo en la frecuencia 4, es decir,
en la longitud de onda A, e! espectro de am-
plitudes del perfil filtrado sera amplificado en
esa longitud de onda. Ver figura 1a.

® Si el médulo de la funcion de transferencia
es nulo en el intervalo A - A, en el perfil filtra-
do habran desaparecido todas las longitudes
de onda correspondientes a dicho intervalo.
Ver figura 1b.

® Si el médulo de la funciéon de transferencia
es nulo para todas las frecuencias mayores de
w4, el perfil filtrado tampoco contendra esas
frecuencias. El filtro se llama en este caso “fil-
tro paso bajo”, o en inglés “low pass filter”,
porque sélo deja pasar las bajas frecuencias.
Ver figura 1c.

® Si por el contrario el médulo de la funcion
de transferencia es nulo para todas las fre-
cuencias menores de ®,, el perfil filtrado tam-
poco contendra esas frecuencias. El filtro se
llama en este caso “filtro paso alto”, o en in-
glés “high pass filter”, porque sélo -deja pasar
las altas frecuencias. Ver figura 1d.

® Finalmente, si el médulo de la funcién de
transferencia es igual a la unidad (que es el va-
lor maximo que puede tomar el médulo de las
funciones de transferencia) en el intervalo A4 -
Ay y nulo en el resto de las frecuencias, en el
perfil filtrado habran desaparecido todas las
longitudes de onda exteriores a dicho interva-
lo. Ver figura 1e. El filtro se llama “filtro pasa-
banda” o en inglés “band pass filter”, porque
slo deja pasar las longitudes de onda de una
banda determinada.

Los gréficos de la figura 1 son puramente ted-
ricos, y en la practica es imposible disefiar una
funcion de transferencia que simule un escalén
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N
Gn =D byn-i
i=0

perfecto. Por ello el problema practico consiste en
obtener una curva tal que se parezca o aproxime
lo més posible a la funcién deseada para la banda
de frecuencias o longitudes de onda necesaria.
Una vez obtenida esta funcién, el segundo paso
del problema consiste en calcular los coeficientes
a; y b; del filtro que permitan calcular las cotas del
nuevo perfil a partir de las cotas del perfil original.

Los tipos de filtro digital mas conocidos o im-
portantes son los siguientes:

5.1.- Filtros MA (de Moving Average.
Media mavil)

Se denominan también filtros de “respuesta
impulsional finita”, en inglés FIR, de Finite Impulse
Response. El denominador es igual a la unidad.
La funcién de transferencia es de la forma

H(Z)=by+ b Z ' +....+byZ N

y la expresion de las cotas del perfil filtrado Q en
funcién de las cotas Y del perfil original es

=boy, +b1yp-1+bpyp_2+.....bNY_N

es decir, que para calcular el perfil filtrado sélo se
necesitan las cotas del perfil original. Por eso se
llaman filtros de medias moviles. Las funciones de
transferencia de la propia media mévil de dos su-
mandos o la de la Regla de 3 m o la del Viagrafo,
que no son mas que medias moviles de varios
puntos, se obtienen inmediatamente por la trans-
formada z y la utilizacién del operador de retardo.

5.2.- Filtros AR (de Autoregresivos)

Se denominan también filtros de respuesta im-
pulsional infinita, en inglés filtros IIR, de Infinite
Impulse Response. En este tipo de filtros la salida
realimenta la entrada. El numerador es igual a la
unidad. La funcién de transferencia es de la forma

H(Z)=
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y la expresién de las cotas del perfil filtrado Q en
funcién de las cotas Y del perfil original es

9n = Yn —H9p-1 —B9n-2—---- —ANdn-N

es decir, que para calcular el perfil filtrado sélo se
necesitan una cota del perfil original, y N cotas
anteriores del perfil filtrado o de salida.

5.3.- Filtros ARMA (de MA y Auto regresivos)

Son la expresion general del filtro. El numera-
dor y el denominador son polinomios, y su fun-
cion de transferencia es de la forma

se denomina Funcién de Transferencia del siste-
ma, y es como se ve una funcién racional. Las rai-
ces del numerador se denominan ceros del filtro,
y las del denominador polos del filtro.

6. Diseino de un filtro digital sencillo. Filtro AR

seno de Butterworth, de paso bajo orden 2

A la vista de la ecuacion (Ec.5) general de la
funcién de transferencia del filtro,

es evidente que los filtros méas sencillos de obte-
ner son los MA o los AR. En general los filtros mas
utilizados son los de orden bajo. Se dice que un
filtro es de orden 2, por ejemplo, si el denomina-
dor es un polinomio de orden 2 en la variable e-i®,
Su expresioén sera por lo tanto

(Ec.7)

H(w)=

a0+ale—"" ) —-i2w
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|a0 +ae”'? +aye

(ao +ae7'? 1 g, 2 )(ao +ae? +aye

Como ya se ha dicho y puede verse, la funcion
de transferencia es una funcién compleja. Su moé-
dulo define la respuesta del filtro.

Entre los filtros mas sencillos, conocidos y uti-
lizados estan los autorregresivos AR, y dentro de
ellos la familia de filtros seno de Butterworth. La
expresion general de su funcién de transferencia
es

(Ec.8)

1
2M
senw /2
14—
sen®. /2

Esta familia de filtros son de paso bajo, es de-
cir, que dejan pasar las frecuencias de 0 a la fre-
cuencia de corte deseada. La frecuencia o es la
denominada frecuencia de corte, y puede verse
esquematicamente en la figura 2. Es la frecuencia
a partir de la cual el médulo de la funcién de
transferencia comienza a bajar hasta llegar a cero.

|H(o)} =

El problema consiste ahora en calcular los 4
coeficientes bg, ap, a; y a, que hagan que la ex-
presion de la Ec.8 sea igual a la de la Ec.7. Para
ello, conocida la expresion general de la Ec.7, su
modulo al cuadrado tendra la forma

(Ec.9)

b

2
Hw)| =
| .( ) | i -i20[?
a +aq € +ay€

Se analiza a continuacion el caso mas sencillo, M
= 2, para el que los coeficientes del filtro pueden
calcularse a mano o con hoja electrénica (F.Melis,
[Ref.4)). '

El médulo del polinomio complejo del denomi-
nador se calcula facilmente multiplicandolo por su
conjugado, y se obtiene la expresion

(Ec.10)

—i2a)12 _

+i2m)
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y recordando las expresiones de Moivre

e'? = cos 0+ isenw

e ' = cosw—isenw

se obtiene

(Ec.11)
' )
ap +aje”'? +aye 12w| =

ag + a12 + a% +a)(ay +a, )(e“m + e_iw)+ apay (e'2w + e—sz)

Para igualar las ecuaciones de Butterworth y
la anterior la forma mas conveniente es poner el
modulo en funcion del coseno. La ecuacion 11 re-

sulta

(Ec.12)

. )
ag +aqpe ’w+a2e 12(u| =

a(z, +a% + 2,a1(a0 +ay )cos o +2aga; cos2m

Poniendo la expresion de Butterworth en fun-
cién del coseno, de la forma siguiente

(Ec.13)

1 _ A4
{senwl2}4 A +sen*w /2

1+

donde para simplificar se_ha hecho A = sen
(0/2), y recordando que

2
se obtiene

sen4(w/2)=:11-(1-cos w)? =%(3—4cosa}+0032(0)
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Por lo tanto, la expresion del médulo de la fun-
cién de transferencia queda como sigue

(Ec.14)

gA* ~

8A% +3+cos2w - 4cos @
b
2. 2.2
aj +ai +aj +2ay(ag +ay )cos 0 +2aga, cos2®

y como puede verse se llega a un sistema de 4
ecuaciones con cuatro incégnitas, que permite
calcular los coeficientes by y a; deseados del filtro.
El sistema de ecuaciones es

b02 = 8A4
alZ+a’+a?2=8A4+3

200a2=1

El sistema se simplifica [F.Melis, Ref.4] bastan-
te teniendo en cuenta que paraw =0y © = &t se
cumple, respectivamente

0=0 a0+a1+a2=A2\/§
D=7
ayg—aq +ay =A2 \}A4+1'\/—8'

apay = 5

y ademas, como la funcion de transferencia es 1
paraw =0,

b0=ao+al+a2 |

Con todo ello se llega a las sencillas expresio-
nes

ag +ay =\/§[A2+\/A4+1}

agay =1/2

y los coeficientes del filtro resultan ser:
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@ =\/§|:A2 —\/X“—E]

g =_t_|1_1
-1
2[12

b() =ag+a +ay

Una vez calculados los coeficientes a, se divi-
den los 3 por ag, que es la forma habitual de re-
presentar el filtro.

Como ejemplo, para el caso citado anterior-
mente de que se muestree la carretera cada 12.5
cm y se desee eliminar las longitudes de onda
mayores de 10 metros, la frecuencia de corte re-
sulta ser w, = n / 40 = 0.078539. Los coeficientes
resultan ser

A = sen (0/2) = 0.0392598

a; =-1.412035

a, = 0.668907

ag = 0.747488

y dividiendo por ag se obtiene
a; =-1.889042

a, = 0.894874

a;= 1.0

y

by = 0.005832

De esta forma, la expresién de este sencillo fil-
tro paso bajo de Butterworth, de orden 2, resulta
en:

Gn=boY,+ a1 G, + 024,
es decir

4,=0.005832 y,-1.889042 g, ,+0.894874 g,,,

Se observa que en cada paso se necesita tra-
bajar con la cota y del perfil y con los dos elemen-
tos inmediatamente anteriores, recién calculados,
del perfil filtrado. Ello es por ser un flitro AR. Co-
mo al comenzar los calculos no hay elementos
calculados en el perfil filtrado, podria tomarse el
valor 0 para los dos primeros elementos q, pero el
algoritmo del filtro tarda mucho en llegar a su fun-

cionamiento estable. Lo que suele hacerse es to-
mar para los valores iniciales el valor medio de las
cotas del perfil original, o al menos la media de
los primeros elementos. De esta forma el filtro ac-
tua eficazmente casi desde el principio.

7. Diseno de un filtro seno de Butterworth

general de paso bajo.
Método de Otnes-Enochson

La expresién general del filtro de la Ec.8 puede
ponerse en la forma siguiente:

2 1
(@) = —————=
senw /2
14+ ——
senw, /2
= M M
1+ {____sena) ! 2} AM (sen 9—)
A 2

Se trata ahora de obtener en el denominador
un polinomio de grado 2M en e, Ello puede ha-
cerse de dos formas:

- Llegando a la expresién completa del polino-
mio, de forma que se obtengan directamente los
coeficientes a;.

_ o
A2M + (sen _;ﬂ)

1

o +a2e—i2w+ ..... M

1+ae

i

- Calculando las 2M raices del denominador,
que en general son complejas, y expresando el
polinomio de grado 2M como un producto de M
polinomios de grado 2.

|H(co)|2 = 1 =

2M
A2M + (sen %)

1
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Habitualmente se utiliza este segundo méto-
do, porque los filtros de orden alto pueden produ-
cir inestabilidades. Los filtros de orden dos enca-
denados, como el que resulta en este método,
producen un filtrado mucho mas eficaz.

Para obtener los polinomios de segundo grado
necesarios hay que calcular los 2M polos del fil-

tro, es decir, las 2M raices de la ecuacion del de-
nominador.

y dado que

1= ei(n:+2kn:)

se obtiene

i(m+2km)
@ oM
sen 7 = Ae

El método de Otnes-Enochson para el céalculo
de las raices complejas del arco seno puede ver-
se detallado en la [Ref.2]. Poniendo la ecuacién en
la forma general

sen (u+iv) =a +ib

se conocen a y b, y se desea calcular u y v. Ot-
nes-Enochson escriben la ecuacion en la forma

sen (u+iv) = sen u cos iv + cos u sen iy
y teniendo en cuenta que
sen iB = i senh 0
cos i0 = cosh 9
puede reescribirse en la forma
senucoshv+icosusenhv=a+ib

de donde resulta

48

senucoshv =a
cos u senhy = b
Elevando al cuadrado y teniendo en cuenta
que sen2+cos2=1, se obtiene
sen? ucosh?v = a?

(1-sen? u) senh? v = b2

de las que se obtiene

(cosh?v - a?) sen? u = b2 cosh? v

que, teniendo en cuenta cosh2-senh? = 1, se re-
duce a la ecuacién bicuadrada

senh? v+ (1-a2-b?) senh? v -b2 =0

Definiendo C = 1-a2-b2, que sblo depende de
la frecuencia de corte wc, se obtienen las solucio-
nes del seno hiperbdlico de v en la forma

—C+VC? +4p*

2

senh?y =

. -Otnes-Enochson llaman D a la raiz positiva, es
decir

. 2
—CH+\C? +4b% e —e

D= = senh®v =

2 2
Se obtiene asi

ezv—Z\/BeV—1=0

y llamando E = eV

E=¢"'=D+/D+1

y se obtiene
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Tabla 2

Orden 10

Paso 1 a, -1.969625044382247 a, 0.975715054422223
Paso 2 a; -1.925201342818645 a, 0.931150651203793
Paso 3 a; -1.889042016727029 a, 0.894874285369754
Paso 4 a; -1.863681918211777 a, 0.869430675659839
Paso 5 a, -1.850649929539701 a, 0.856355295405709

by 0.0058643210

v:InE:In[\/—l;+w/D+1]

La incognita u se calcula recordando que

cosusenhv=>b

b b
= = arccos| —=
u arccos( o ] ar ( 5 )

Volviendo ahora a la expresién del denomina-
dor del filtro

i(m+2km)
(0]
sen-z— =Ae 2M

se calculan sus raices (o, By), m =1 ... M como
se acaba de ver. La expresién del denominador
en funcién del operador de retardo z tendra en-
tonces la forma

1-2¢(7%m) cos ™1 + £(2m)z 2

Y por lo tanto los coeficientes del filtro para el
paso m seran

(~am) cosf,,

(20)
Qm =€

apm =2e

8. Programa de calculo. Resultados

El programa de célculo utilizado en los ejem-
plos que siguen esta escrito en C basado en las
rutinas en Fortran dadas por Otnes-Enochson en
la [Ref.2] y la modificaciones de F.Melis de [Ref.4].
Para el filtro seno de Butterworth de grado 10,
con longitud de onda de corte en 10 metros, los
coeficientes resultantes son los reflejados en la
tabla 2

Para ver el funcionamiento del filtro se ha dise-
fado una carrtera horizontal teérica formada por
la suma de las siguientes sinusoides reflejadas en
la tabla 3.

Tabla 3 Tabla 4

Sinusoide Long de onda Amplitud
1 2 18.7
2 5 15.2
3 7 473
4 15 50.1
5 20 75.5

Sinusoide  Long. de onda Amplitud Amplitud
original filtrada en 10 m
1 2 18.7 18.345
2 5 15.2 15.137
3 7 47.3 47.135
4 15 50.1 44.101
5 20 75.5 57.357
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En figura 3a puede verse su periodograma,
calculado por la rutina de M.Melis de [Ref.1]. Tras
aplicar el filtro de orden 10 de longitud de onda
de corte en 10 metros, su periodograma puede
verse en la figura 3b, y las amplitudes resultantes
son las reflejadas en la tabla 4.

Se comprueba que las amplitudes de las sinu-
soides inferiores a 10 m de longitud de onda no
han sufrido apenas modificacién, mientras que la
amplitud de la sinusoide de 20 m de longitud de
onda ha reducido su amplitud de 75.5 mm a 57.35
mm, es decir, en un 24%, y la de longitud de onda
15 m sufre una reduccion del 12%.

Como puede verse, el filtro seno de Butter-
worth no es el mas eficaz. Dentro de los mas co-
rrientemente utilizados son mas eficaces el filtro
tangente de Butterworth, con la misma expresién
que el seno pero utilizando la funcién tangente,
los filtros del tipo Chebyshev vy los filtros elipticos,
que tienen caidas mas verticales en las frecuen-
cias de corte y en muchos casos menores ondu-
laciones an las bandas de rechazo.

Pese a la relativamente baja calidad del filtro
seno de Butterworth aqui descrito, es muy ilustra-

tivo su efecto sobre el espectro de amplitudes de -

una autovia real. En la figura 4 puede verse el es-
pectro de amplitudes de un tramo de 500 metros
de la Autovia N |Il Madrid-Valencia, en el PK 131,
sentido Madrid, carril derecho, rodada derecha, a
60 cm del borde interior de la raya blanca. El perfil
esta tomado muestreando a 12.5 cm con el sofis-
ticado equipo Video-Laser RST de AEPO.

En la figura 4a se ha dibujado el espectro de
amplitudes correspondiente al perfil longitudinal
ASCII obtenido directamente del output del pro-
cesador de a bordo. En la figura 4b puede verse
el mismo espectro de amplitudes tras pasar el
perfil por el filtro seno de Butterworth de orden 10
que se acaba de describir. Puede verse que las
amplitudes de sinusoides de longitud de onda
mayor de 10 metros se han reducido drastica-
mente y aunque no pasan a ser nulas, se han divi-
dido por un factor mayor de 100. La figura 4c es
el periodograma del perfil resto, es decir, el co-
rrespondiente a las longitudes de onda mayores
de 10 metros, que coinciden exactamente con las
del perfil original.

Comparando los espectros de las figuras 4a y
4b se observa en primer lugar que las amplitudes

de la banda de megatextura e IRI (regularidad su-
perficial) han bajado sustancialmente. En la longi-
tud de onda de 1 metro, las amplitudes que-en el
perfil sin filtrar eran de 0.1 mm han pasado a ser
de 0.02 mm tras el filtro. Esta diferencia se debe a
la influencia de las mayores' longitudes de onda,
que se ha comentado al comienzo del presente
articulo. Como en Espana estan empezando a uti-
lizarse las modernas técnicas de andlisis de textu-
ras por mediciéon de la amplitud cuadratica media
de cada banda, el lector debe meditar bien y exi-
gir un completo y exhaustivo detalle sobre el tra-
tamiento que se ha dado al perfil antes de las me-
didas de textura.

Los buenos equipos de auscultacion actual-
mente utilizados en Espafia llevan en EPROM pro-
gramados todos los circuitos de filtrado necesa-
rios, en mucho casos de tipo analégico en lugar
de digital, ya que el filtrado por software es lento,
como se ha visto, y ademas es imposible hacerlo
en tiempo real como se precisa a bordo de los
equipos. En general los filtros suelen eliminar en
primer lugar el aliasing (ver {Ref.1]) con un paso
bajo que elimina las altas frecuencias (pequeiias
longitudes de onda) no deseadas. Tienen ademas
los filtros paso alto (que elimina las bajas frecuen-

.éias, es decir, las largas longitudes de onda que

corresponderian a trazado), y en general en cada

-banda analizada aplican los correspondientes pa-

sabanda. Sin embargo, si un usuario quiere traba-
jar en el andlisis del perfil longitudinal de un tramo
de autovia obtenido en obra por métodos topo-

.gréficos, o con el PERFILOGRAFO-DIPSTICK, de-
be posiblemente aplicar algun tipo de filtro digital

como el aqui descrito para poder obtener resulta-

‘dos significativos, o simplemente para poder

comparar espectros de distintos tramos y poder
sacar consecuencias, por ejemplo, del adecuado

- funcionamiento de los equipos de extendido.

Finalmente, para ver de forma muy grafica en
gue consiste un filtrado, se presenta en la figura 5
un detalle ampliado del perfil original de la citada
autovia N-ll, superimpuesto al perfil filtrado. Pue-
de observarse que el perfil filtrado sigue muy
exactamente al perfil original, pero es mucho mas
suave, ya que las irregularidades correspondien-
tes a longitudes de onda menores de 10 metros
han sido eliminadas. La diferencia entre ambos
perfiles es precisamente el perfil de las irregulari-
dades, es decir, las componentes de longitud de
onda menores de 10 metros, que pueden verse
dibujadas sobre el eje de abscisas. Los espectros
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de cada uno de los tres perfiles son los presenta-
dos en la figura 4.

La utilizacién del programa de filtrado, que es-
t4 a disposicion del lector interesado, consiste en
dos etapas. (a) La primera etapa consisten en la
generacion de los coeficientes del filtro, que de-
penden del orden M (par) del filtro que se desee
usar y de la longitud de onda de corte. Esta pri-
mera etapa genera un fichero ASCII con los coefi-
cientes a utilizar, fichero que es leido por la rutina
de la segunda etapa. (b) La segunda etapa con-
siste en el proceso de filtrado propiamente dicho.
Este consiste en M/2 pasos sucesivos en casca-
da. El primer paso comienza a partir de las cotas
del perfil longitudinal, con los dos primeros coefi-
cientes y el by. El fichero de salida es la entrada
del siguiente paso, que utiliza los siguientes coefi-
cientes del filtro. Vuelve a generar otro ASCIl de
salida que es el input del tercer paso, y asi sucesi-
vamente hasta terminar los M/2 pasos. En el
ejemplo anterior el filtro es de 5 pasos en casca-
da.

Para finalizar, el lector debe tener en cuenta
que si desea utilizar filtros digitales en su micro
sin preocuparse de como se obtienen, existen va-
rios programas especificos de muy sencillo mane-
jo. El mas conocido es sin duda el MATLAB, cuya
versién en micro puede generar los coeficientes
de cualquiera de los filtros comentados en este
articulo (Butterworth, Chebyshev, Elipticos, etc), si
bien genera filtros ARMA, y no los sencillos tipo
AR que aqui se han descrito.
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