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1. Generalidades y antecedentes

En un anterior articulo {Ref. 3) proponiamos y
desarrolldbamos un modelo de calculo del IRI por
integracién de las 2 ecuaciones diferenciales del
modelo de cuarto de coche, utilizando unas sen-
cillas diferencias finitas en lugar del Método de la
Ecuacién de Estado que propone el Banco Mun-
dial. Llamabamos también la atencién del lector
sobre lo posiblemente inapropiado del método
que da el Banco Mundial para calcular el IRI, ya
que en primer lugar la mayor utilidad del método
es para el control de sistemas y no para su inte-
gracion, y en segundo lugar porque con sélo dos
ecuaciones diferenciales no hace falta el Método
de la Ecuacidn de Estado, que en general los usua-
rios del IRl no estan acostumbrados a ver y en al-
gunos casos tal vez no conocen. Deciamos ade-
mas que el Método de Estado es mas lento e ine-
ficiente {(en referencia sélo a la integracion del sis-
tema, naturalmente) que la solucién por diferen-
cias finitas, y como se vera a continuaciéon con da-
tos reales, resulta efectivamente del orden de un
60 % mas lento.

Tras estas observaciones al Método del Esta-
do, al autor le parece conveniente presentarlo al
lector de una forma sencilla y clara. En este arti-
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culo se intenta este objetivo, llegando a la solu-
cion iterativa del sistema de ecuaciones diferen-
ciales. Como ya se conoce el calculo del IRI a tra-
vés de la (Ref. 1), en lugar de aplicar el método a
este célculo {es decir, al modelo de cuarto de co-
che), se presenta el Modelo de Medio Coche
(Half-Car) tal como lo define la norma americana
ASTM E-1170 (Ref. 6), y se integra dicho mode-
lo de medio coche.

Con el modelo de medio coche integrado, se
obtiene en este articulo también un indicador de
regularidad superficial tal vez mas completo que
el IRI, llamado en Inglés «HRI» y que podria deno-
minarse en castellano «IRI-Medio Cochen». Este in-
dicador tiene en cuenta el estado de las dos ro-
dadas izquierda y derecha sobre las que circula el
automdévil, y representa mejor la comodidad de
rodadura que el modelo de cuarto de coche, que
sblo representa una rueda. Ademas, como se
vera a continuacién, puede obtenerse un indica-
dor del balanceo del vehiculo, que puede ser in-
teresante para la medida del confort de una roda-
dura. Es posible que en plazo corto o medio el in-
dicador IRl sea sustituido en algunos paises por
el indicador HRI para la medida de la regularidad
superficial de una carretera, y ya ha habido al res-
pecto varias reuniones internacionales sobre el
tema.

Se incluyen también en este articulo los algorit-
mos de calculo de las aceleraciones verticales y
angulares sufridas por el conductor para el mode-
lo de medio coche, y un resultado real para un tra-
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Figura 1. Modelo de cuarto
de coche. A la derecha
figura 2. Modelo de Medio
coche.

Figura 3. Modelo de medio
coche (suspension
independiente).
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b

mo de una carretera espafiola reciente. De la mis-
ma forma y aln mas sencilla se calcularia la ace-
leracién vertical para el modelo de cuarto de co-
che con el programa dado en (Ref. 3). Para los au-
toméviles reales que circulan en Esparia sélo es
necesario adaptar los valores de las constantes
iniciales del programa, cambiando las masas, las
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constantes eldsticas y de amortiguamiento vy las
velocidades del vehiculo. Se incluyen también los
algoritmos de cdlculo de los esfuerzos dindmicos
que las ruedas (derecha o izquierda) producen so-
bre el pavimento, lo que puede tener aplicacién
practica para algunos lectores interesados en el
tema, ayudando a estudiar los modelos de enve-
jecimiento de los firmes o ayudando a identificar
las zonas en que los esfuerzos dindmicos negati-
vos disminuyen la adherencia y crean conduccién
peligrosa o los positivos pueden crear roturas de
losas de pavimento o la ruina del firme. Los pro-
gramas presentados en este articulo permiten si-
mular la conduccién a vehiculos reales (120 km/h
por ejemplo) para coches reales (Renault R-2 1 por
ejemplo) en tramos de Autovias reales en Espaia.

2. Lanorma ASTM E1170-91. modelos de
cuarto de coche y medio coche

La conocida figura 1 indica el modelo de cuarto
de coche, con la notacién de la citada Norma
ASTM. El IRI se define como la variacién en dis-
tancia entre las masas superior e inferior, acumu-
lada en valor absoluto a lo targo de la longitud de
carretera recorrida y dividida por esa longitud,
que en Espaiia la norma fija en 100 m. Obsérve-
se que el modelo de cuarto de coche tiene sélo 2
grados de libertad, que son las cotas de las ma-
sas superior e inferior. Su movimiento se repre-
senta por tanto por dos ecuaciones diferenciales,
que se han visto en (Ref. 3).

La Figura 2 representa el modelo de medio co-
che. La norma representa el eje trasero, y puede
simular suspensién independiente o no segin
tenga el eje trasero o no, dando valor nulo a la
inercia |, y la masa M, (Figuras 3 y 4). Anéloga-
mente al cuarto de coche, el movimiento relativo
del conductor con respecto a los ejes se define
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por la diferencia entre las cotas z; de la masa su-
perior M, y la media de z, y z, de las masas infe-
riores. Podria extenderse la definiciéon del IRl (na-
turalmente, ya no seria el IRl como tal, pero se lia-
ma asf para mayor claridad) a la acumulacién del
valor zy - 1/2{z, + z,) dividido por la distancia re-
corrida. Este «IRI-Medio coche» representard mas
exactamente la sensacién del conductor que el IRI
del cuarto de coche. Por otra parte, el modelo de
medio coche permite calcular el giro o balanceo
que sufre el conductor, y puede por lo tanto ob-
tener también un indicador de balanceo acumu-
lando los incrementos de giro en valor absoluto y
dividiendo por la distancia recorrida, por ejemplo.
Se obtendria asi un «IRI-balanceo» que daria idea
de ese efecto sobre el conductor. El lector enten-
derd que, naturalmente, para poder trabajar con
el modelo de medio coche, es necesario obtener
el perfil longitudinal de las dos rodadas de la
carretera, lo que los modernos equipos de Aus-
cultacion como el Video-Laser RST proporcionan
sin dificultad. El modelo de medio coche tiene 4
grados de libertad, que son las cotas de las 3 ma-
sas (24, 2, ¥ Z5) v el giro de la masa superior ¢. Su
movimiento se representa por 4 ecuaciones dife-
renciales.

La Norma USA ASTM E 1170 (versiones publi-
cadas en 1988 y 1992) que resume los modelos
parece al autor tener algunos errores de impren-
ta. En la matriz B del Apartado X1.2.2 parece fal-
tar el cuadrado del exponente en el denominador
del elemento 4,2. De la misma forma, la matriz A
del mismo apartado, que es la base de la expre-
sién matricial, parece tener cambiados los signos
de los elementos de la dltima fila excepto el (8,5)
y el (8,8), lo que se deja a la comprobacion del lec-
tor interesado, y la Tahla 2 donde se definen los
valores de las constantes es sumamente confusa
y parecen faltar datos o sobrar lineas. El lector
puede comprobar que con las matrices A y B da-
das en esta Norma el sistema no es estable ni si-
quiera converge, mientras que si lo es con las
ecuaciones dadas en el presente articulo. En lo
gue sigue se toman los datos de la matriz A tal
como se obtienen de las expresiones de equilibrio
dindmico de las masas e inercias, lo que se deta-
lla, y se toman los datos numéricos correspon-
dientes al modelo «Ride-meter vehicle mounted»
de la citada Norma. El autor ha hecho notar a la
ASTM estas inconsistencias de la Norma, pero en
el mamento de escribir estas lineas adn no tiene
contestacién ni sabe si hay una nueva revisién de
la misma.

3. El modelo de medio coche. Ecuacién del
movimiento

Para simpilificar, se analiza el medio coche con
suspension independiente de la Figura 3, ya que
para el caso de eje trasero rigido de la Figura 4 el
proceso de obtencién de las ecuaciones del mo-
vimiento es analogo pero mas largo. Para obte-
ner las ecuaciones del movimiento del conjunto
se analiza uno a uno el movimiento de cada uno
de los grados de libertad, que son los siguientes,
donde se utiliza la notacién de la Norma USA
ASTME-1170:
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— 2,. Ordenada de la masa inferior izquier-
dam,. -
— 2,. Ordenada de la masa inferior derecha
ms.

— 23. Ordenada de la masa superior my,.
— ¢. Giro de la masa superior my sobre su
centro de gravedad.

— 2,1 Y Z,,. Cotas izquierda y derecha de los
perfiles de la carretera.

Es importante la convencién de signos para ex-
presar las ecuaciones diferenciales del sistema.
En lo que sigue se supone que las fuerzas de los
muelles son iguales a las constantes multiplicadas
por la diferencia entre la cota del extremo inferior
menos la del extremo superior. En caso de amor-
tiguadores, a sus correspondientes velocidades.
Y debe tenerse en cuenta ademas que en el mue-
lle y el amortiguador situado debajo de cada masa
se cambia el signo de las fuerzas.

— Masa inferior izquierda m;.

En la figura 5 puede verse el esquema. Expre-
sando el equilibrio de la masam, y siendo F, y F,
las fuerzas ejercidas sobre ella desde arriba y des-
de abajo, se obtiene:

Angulo de
balanceo

#; Angulo de balanceo

Plano de referencia {x—y)

Zy

Figura 4. Modelo de medio
coche (eje trasero rigido).
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Figura 5y figura 6.
m1 i1 = F1 + Fz

b s s B,
= L s *+ €4 (Za=24-———
“F1 k{2324 2 )] 1 (232, 5 o)

-

Fz = k2 (Zp7 - 21) + €y (ipf - i1)

y agrupando términos y despejando, se obtiene

— Masa inferior derecha m,,.

De la figura 6, expresando el equilibrio de la
masa m, y siendo F, y F, las fuerzas ejercidas so-
bre ella desde arriba y desde abajo, y teniendo en
cuenta el signo del giro, se obtiene la ecuacién:

(Ec. 2)
k+k. k € +cC ¢ .
22=' 12 Zz+ ! Za' 1 z 22+ ! 23+
m, m, m, m
ki b LG b, . k, I I
2m, 2m, ’ my T my,

— Masa superior m,. Desplazamiento vertical.

b/2

la ecuacidn:
(Ec.1)
ki+k: K Cy+Cy ; ¢ .
z1=-1zz1+123-' 21 123_
m m m m
kb b,k c
! . +—Lz, 3,
2y 2 my 1 1
Figura 7 y figura 8.
~
Zy
FI
P
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De la figura 7, se obtiene igualmente la ecua-

cién:
(Ec. 3)
;K ki 2k &, &, 26,
hs—yt+—g-—n+—hL+—1i-—1i
my my my my my My

.

— Masa superior my,. Giro con respecto al
centro de gravedad.

De la figura 8 se obtiene la ecuacion:

(Ec. 4}

_ k1bz+k1bz_c,b 1’c,b
o VT 2n o2 2y

k&
21y

_c,bl_
21!

4

4. El modelo de medio coche. Solucién por

diferencias finitas

De la misma forma que en (Ref. 3) se integré el
sistema de dos ecuaciones diferenciales del cuar-
to de coche con un esquema implicito sencillo de
diferencias finitas, puede integrarse el modelo de
medio coche. En el caso del cuarto de coche, al
expresar en diferencias finitas el sistema de las 2
ecuaciones diferenciales, se obtenia un sistema
de ecuaciones lineales (Ref. 3, ec.7 y 8) del que
era necesario despejar las incégnitas (cotas de las
masas en el instante t+1} en funcién de las cotas
de las masas en los instantes anteriores, ty t-1.
Las condiciones iniciales para el modelo de cuar-
to de coche son las siguientes:

B Las cotas de las masas superior e inferior
son iguales a la cota inicial de la carretera.

B Las velocidades iniciales de las masas son
iguales a la velocidad vertical obtenida al recorrer
la carretera durante 0,5 segundos.

Con estas condiciones iniciales se obtienen los
valores de las cotas (llamados u y v en la Ref. 3}
correspondientes a los instantes O y 1. A partir
de estos valores ya se aplica el algoritmo de re-
currencia dado en (Ref. 3} por las ecuaciones 7 y
8, y simplificado en la Ec. 18. Se comienza en el
instante t=2, que se calcula a partir de los valo-
res iniciales t=0 y t=1, y a continuacién se va
avanzando en el tiempo, leyendo nuevas cotas del
perfil longitudinal de la carretera y calculando las
cotas para t=3 en funcién de las obtenidas antes
para t=2 y t=1, a continuacién las del instante t=4
a partir de las correspondientes at=3 y t=2, y asi
sucesivamente hasta llegar al final del fichero.

En cada instante, una vez obtenidas las cotas
de las dos masas superior e inferior, la distancia
entre masas es la diferencia de cotas, y el IRl es
el acumulado de la variacién del valor absoluto de
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esta distancia entre masas en la distancia recorri-
da, de forma que su célculo es inmediato.

Para integrar por diferencias finitas el caso de
medio coche, en las 4 ecuaciones diferenciales
anteriores (Ec. 1) a (Ec. 4) se sustituyen las deri-
vadas primeras y segundas por sus esquemas en
diferencias.

Los esquemas en diferencias finitas de las de-
rivadas primeras y segundas son los siguientes:

(Ec. 5)
21 — Zl,lvl - 211,(1‘1 + Z1,( .
At? '
3 ~ Zyev1 -2y b~ @101 - P
! At ’ At

Y analogamente para las variables z, y z; y las co-
tas de los perfiles z;,; y z,,.

Sustituyendo estos esquemas en la ecuacién
diferencial (Ec. 1} anterior, por ejemplo, se obtie-
ne la ecuacion:

2m1 - At(c1+02) Cy At
Z1,t+2 = 141 T
m-| m1
c,b At
23,041 " _Z_m;— Prer +
(c1#Co)AL - (ky+k)AL2 - m,
21,t +
my
kA2 - ¢ At
23, +
m,
- kbAt2 + c.b At .
2m, (2
kA2 - oAt cAt
+ =27 ..+ Z
m1 pt.t m1 p1.t+1

Como se ve en esta expresion, conociendo los
valores de las cotas de las 3 masas vy el giro de
la superior en los instantes t y t+1, se calcula la
cota de la masa en el instante t+2. Ecuaciones si-
milares se escriben para el movimiento vertical de
las masas inferior derecha y superior, y para el
giro o balanceo de la masa superior. Se obtiene
asi un sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas,
pero un sistema muy sencillo, ya que en cada
ecuacién solo hay una incégnita. El sistema pue-
de ponerse en forma matricial sencilla como si-
gue:

(Ec. 6)

Zya=AZ 1 +BZ+ cz



Donde los vectores y matrices son los siguien-
tes:

2442 21,41 Z14 Zp1.041
12242 Z. .= Zoe+1 . Z = 24 7 = 1 2,11
Zt+2 z3,t+2 . 1 Z3,?+1 ! t Z3,t p Zp1,t
(%] Dt 2 Z,o,
2m (¢ +c )AL 0 c,At _ c.bAt
m, m, 2m,
0 2m,-({c,+c,)At c.At c,bAt
m, m, Zm 2
A =
c,At c,At 2m,-2c,At 0
my my my
c.bAt c,bAt 0 4l .c b2At
l 2/, 21, 21,
(¢ 4C Ak +hJAR-m, 0 kAre At -k bAte bAL
m, 2m,
(e tC Atk AL, kAt At kbAtcpAt
0 -
m, 2m,
B:
;c,Asz]Atz ¢ Atk A 2c At-2k Ao, o
ly m
it H m~
¢ bAtk btz k‘bMﬂ{'_\f 0 kprbewe b,
Yy 2y 2y
oAt kAt
0 c,At 0 k,At-¢,At
(= m, m,
0 0 0 0
0 0 0 0

Al igual que en el caso del cuarto de coche de
(Ref. 3), se va calculando el vector Z,,, iterative-
mente, a partir de los vectores Z,,, y Z, y de las
cotas que se van leyendo del perfil de la carrete-
ra. En cada instante puede calcularse la diferencia
de cotas d,,, entre el centro de gravedad de la
masa my y la semisuma de las cotas de las ma-
sas my y m,.

{Ec. 7)

Zie2 ¥ 22442

2

dry2 = 23,440 -

HRI=IRI-Medio Coche=

Z |dt+2 N dt+1 I
L

El HRI o «IRI-Medio Coche» puede definirse
como el acumulado del valor absoluto de la varie-
cién de esta distancia d,,, menos la anterior d,;,
y dividido por la longitud de carretera recorrida,
que en Esparia es de 100 m. El método de célcu-
lo no puede ser mas sencillo, y el desarrollo es
muy similar al visto en el cuarto de coche de lare-
ferencia citada.

5. El modelo de medio coche. Solucié

ol método de la ecuacién de Estado

En la teoria deo sistemas de control aparecen
sistemas con deccenas o centenares de grados de
libertad. Piense el loctor ¢n ¢l control de un saté-
lite, de un misil aire-aire o do un complicado pro-
ceso de una planta quimica o una rofineria. Fried-
land (Ref. 14} expone muy claramente como han
ido cvolucionando a lo largo de este siglo los mé-
todos de control, desde los métodos «clasicosy
frecuenciales basados on la Transformada de La-
place y las Funciones de Transferencia, que ¢o-
menzaron ¢n tos afos 30 con las figuras de
Nyquist y Bode se desarrollaron durante la Segun-
da Guerra Mundial en el MIT, hasta los métodos
«modcrnos», basados en la teoria del «Fspacio de
Estador o 1a «Ecuacion de kstadon de un sistema,
y que se extendicron con rapidez desdoe ol lanza-
micnto del primer Sputnik en 1957 y el Primer
Congreso en Moscu en 1960 de la Federacion In-
ternacional de Control Automadtico. Finalmentg, ¢l
proyccto Apolo en Usa fue un ejemplo visible de
la utilidad do los métodos de estado en la teora
de conurol de sistemas. Hoy dia son la base dela
moderna teoria de control, junto con los Matodoes
«ncoclasicosn» frecuenciales que han vuello a uti
lizarse recientomente complomentando a los mé-
todos de estado.

En lo que respecta al estudio del movimiento do
un sistema por ¢l método de la ecuacidn de esta-
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do (sin entrar en el problema de¢ su control), ¢l
principio de solucidn es en todos casos el mismo:
representar ¢l sistcma por medio de las ecuacio-
nes diferenciales del movimiento (o del proceso
dec quc sc trate), que son tantas como yrados de
libertad, e integrarlo. En general s¢ sucle ir a bus-
car una solucion iterativa, de forma que, conoci-
do el estado del sistema ¢n ¢l instantc t, pueda
calcularse su eslado en el instante t+At en fun-
cién del input externo, que ¢n ¢l caso del proble-
ma de medio coche son las dos nuevas cotas de
la carretera, rodadas izguierda y derecha.

El ir resolviendo paso a paso el sistema de
acuaciones que sc obticne al representar en dife-
rencias finitas ¢l sistcma dc¢ ccuacioncs diferen-
ciales es igual de sencillo a efectos de cdlculo para
cualquier caso con mds de 2 grados de libertad.
Pero sin embargo el lector puede entender que se
necesita un método que pueda resolver de forma
general ¢l problema independientemente de los
grados dg¢ libertad dcel sistcma, y aqui es donde
entra la Teoria de Sistecmas dc¢ Control y ¢l Mcto
do de la «Ecuacion de Estado» o del «Espacio de¢
Estadon. La Teoria de Sistemas de Control puede
verse en cualquiera de los texlos que se citan en
la bibliografia (Ref. 10 a 19), al igual que el Méto-
do de la Ecuacion de Estado, pero ya se ha dicho
que el autor pretende en este articulo presentar
una aplicacidn sencilla del método a fa Ingenieria
de Firmes. Para ello, en las paginas que siguen se
resuelve el sistema del medio coche por este mé-
1odo, obteniendo el HRI o «IRi-medio cocheny.

Definir el Estado de un sistema, del sistema de
cuarto de coche por ejemplo, quiere decir definir
una serie de datos sobre él tales que, conocidos
en un instante t, pueda conocerse su estado en
el instante t + At si se conocen las fuerzas exter-
nas en este instante. Parece intuitivo que conocer
las cotas de las dos masas no es suficiente para
definir el estado del sistema, ya que una de las co-
tas puede estar subiendo y otra bajando, o am-
bas bajando, etc. Sin embargo, si se conocen las
dos cotas y las dos velocidades de las dos ma-
sas en cada instante, puede saberse el estado del
sistema en el instante siguiente si se conocen las
fuerzas exteriores. De la misma forma, en el caso
de medio coche, el sistema se definird conocien-
do las 3 cotas y el giro, mas las tres velocidades
lineales de cada masa y la velocidad angular de la
masa superior, es decir, con 8 variables.

En general, de una forma muy simple puede de-
cirse que para definir el estado de un sistema de
n grados de libertad son necesarias al menos 2n
variables. El vector de estas 2n variables se de-
nomina Vector de Estado, y las variables se de-
nominan Variables de Estado. Como se verd a
continuacién, el Método de la Ecuacidon de Esta-
do obtiene el vector de estado en el instante t+At
a partir del correspondiente al instante t por me-
dio de la llamada Matriz de Transicién de Estado,
que se obtiene de los coeficientes de las ecuacio-
nes diferenciales del movimiento del sistema.
Para todo ello se deben expresar de nuevo las
ecuaciones diferenciales en forma matricial.
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6. Expresion matricial de las ecuaciones

diferenciales del movimiento del modelo de.
medio coche

En el caso del Medio Coche, las ecuaciones di-
ferenciales son las anteriores {Ec. 1 a Ec. 4), y
que, teniendo en cuenta las cuatro identidades si-
guientcs:

(Ec. 8)
dz, az, , 023 , do
=17 =2 = e 2= (]
dr 'ar T By 7Y

permiten Que el sistema de ecuaciones puede
ponerse en la forma matricial deseada. Para ello
se definen los vectores siguientes (habituales en
el Método de Estado), Vector de Estado Z y su
derivada dZ/dt:

. = s . dzZ
Z2=(212,232122;0(}: a =1

de forma que la ecuacidon puede ponerse en la for-
ma matricial siguiente:

donde la matriz A del sistema de medio coche es
la siguiente:

Ne

(Ec. 10)
0 0 0 i 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
k.+k, 0 kot
m1 m1 m1
A= 0 - kit ki 0 -&ata
m, m, m,
ko ko 2 g c,
m, m, m, m, m,
0 0 0 0 0
(kb kb b b
20, 2, 2, 2,

~Ne

0 0 0
0 0 0
T 0 0
o kb _cb
m, 2m, 2m,
o kb ocb
m, 2m, 2m,
- ﬁ 0 0
my

0 o0 1
_kbt okt
2, 2,

Ne

2 321 2223¢¢]
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(Ec. 11)

F=1000,

y el vector de fuerzas exteriores es el siguiente:

€y . ky Ca .
=t oy Zpp + m, 2o,

0,00}

donde las variables z, son las cotas de los perfi-
les longitudinales de las rodadas izquierda y de-
recha que van leyéndose conforme va avanzando
el célculo (z,; es la cota de la rodada izquierda y
2, la de la derecha).

7. Integracion de la ecuacion diferencial
matricial

Olvidando que se trata de una ecuacion matri-
cial, la integracion de esta ecuacién puede hacer-
se por el método utilizado en las ecuaciones dife-
renciales ordinarias. En la bibliografia puede en-
contrar el lector la demostraciéon de que la misma
técnica es aplicable al caso de matrices.

Multiplicando ambos miembros de la igualdad
por e-At se obtiene

eAt D7 - Al 7= eAt F

y recordando que el operador D es la derivada con
respecto al tiempo se obtiene

DfeAtZ) =gt F

Integrando entre el instante inicial t=0 y el ins-
tante t, se obtiene

t
et Zft) - 0 Z(0) = f eAtF (1) dr
o

y multiplicando ambos miembros por eAt se ob-
tiene la solucion analitica buscada de la ecuacién
diferencial matricial

{Ec. 12)
Z(t) = e4t ZI0) + eAt g et Flt ) dr
0

Naturalmente, esta solucion analitica es inutil al
Ingeniero de Firmes en los casos practicos, ya
que los perfiles longitudinales de la carrera s e ob-

tienen en forma digital, discreta. Por lo tanto es
necesario llegar a una solucién numérica. La solu-
cion es iterativa, y es la que sigue.

8. Calculo iterativo

El Banco Mundial utiliza una solucién iterativa.
Si el incremento de tiempo es At, desde el instan-
te inicial t=0 hasta el instante t habran pasado n
incrementos de tiempo. El vector Z, es igual a
Z\ay- La solucion iterativa parece de feliz idea, y \

la presentacion mas lucida que el autor ha encon-
trado es la dada por Reid y Passin (Ref. 12). Se
encuentra calculando la diferencia

Zn+1 - eAm Zn

que puede obtenerse como sigue:

fn+1)At
Z,,—€AN 7 =ghn+ bt Z(0) 4 Aln+ it j’

e"F(t)dr-
0
A
]
|

nAt

e [t ZiO) et [ el o) |
° |
y que operando queda en

{n+ 1Az

eA{n+ 1At j’ e—An F(T) dt
nAt

La relacién de recursion o iterativa queda por
tanto en la forma:

{n+1JAt
Z,, =€’ Z yeAin s e *"F(1)dt

nAt

y el problema consiste ya solamente en calcular
la integral del segundo término.
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Si1se¢ admite que el vector de fuerzas F es cons-
tante en el intervalo At, puede salir de la integral,
y és1a queda en la forma

fnt1)At t+A0
eA[ml)Al S EiA"F(I) dI:eAlnu)AlFm S efAn dT

nat 1

Esta dltima integral puede ya integrarse de la
misma forma que si se tratara de ndmeros en lu-
gar de matrices, lo que puede comprobar el lec-
tor en la bibliografia. Puede verse que resulta:

ge*""dt:/(—A—‘e"‘"

donde k es una matriz constante cualquiera. Inte-
grando con csta expresion la integral anterior en-
tre t y t+At se¢ obticne:

t+Ar
eAmn)A(Fm g e—AnF(T)d.t:eﬁ(m1}At/:(t)[_A—1e—At + A—|E—A{I—Ax)]

t

y simplificando la expresién se obtiene finalmente

A7V Ay [eA8-1)

de forma que la solucién iterativa buscada resulta
ser:

Z,, =" Z +A"" [e"2-1] F(t)

donde el 1 indica la matriz unidad (de orden 4 en
el caso del cuarto de coche y de orden 8 en el
caso de medio coche).

Se suele llamar Matriz de Transicién de Estado
ST a la que multiplica el vector del instante ante-
rior. La solucién del sistema resulta:

(Ec. 13}

siendo ST=eA4!
Z2,.,=STZ+A"'[ST-1) F,,,

y al segundo sumando suele llamarse Matriz de
Respuesta Parcial o de Respuesta Particular, PR.
De esta forma la solucién queda en la forma sim-
plificada:
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(Ec. 14)

Z,” 1:STZ”+ﬁ

El vector PR, Matriz de Respuesta Parcial, reco-
ge la influencia de los factores externos, que en
este caso son las dos nuevas cotas leidas cada in-
cremento de tiempo de los dos perfiles longitudi-
nales izquierdo y derecho del terreno sobre el que
circula el modelo.

9. Calculo de la matriz de transicién de

estado y de la matriz de respuesta
parcial

La Matriz de Transicion de Estado ST se obtie-
ne elevando e al producto A At. Este calculo pue-
de hacerse por varios métodos. El desarrollo en
serie de Mac Laurin, similar al caso de nimeros
reales, es el mas utilizado, y es en concreto el uti-
lizado por el Banco Mundial:

= 0w 1 .
ST=ef7= > At
i il

— ANE BAR AAE AAP
=1+AAt+ 7 + 3 + + o

4 5]

Hay que tener mucho cuidado con el método de
Mac Laurin. DeCarlo (Ref. 19) pone como ejem-
plo la sencilla matriz de orden
2{-49, 24| —64, 31} enla que el desarrollo en se-
rie da un error enorme, con sumandos cada vez
mayores en valor absoluto y lliegando a un resul-
tado que no tiene que ver en absoluto con la so-
lucién real. Afortunadamente, las matrices obte-
nidas con los modelos de medio coche y de cuar-
to de coche convergen bien, y el autor puede de-
cir que en el programa que se incluye en el pre-
sente articulo la matriz converge por Mac Laurin
en menos de 23 sumandos, para el compilador
de C utilizado en precisién doble (Borland C++,
double float).

Otros métodos para calcular la exponenciacién
de la matriz A pueden verse en la literatura, y en-
tre ellos los mas conocidos son el método de
Cayley-Hamilton v el de los autovalores. Este mé-
todo se utiliza en los casos en que la matriz A es
Hermitiana (real e igual a su transpuesta). En la
(Ref. 4) puede verse que en este Ultimo caso la
matriz A puede ponerse en la forma de un pro-
ducto de tres matrices, una matriz diagonal {cuya
exponenciacién es inmediata) premultiplicada por
una matriz cuyas columnas son los autovalores
ortonormalizados de A y postmultiplicada por la
misma, pero transpuesta. Estas dos dltimas ma-
trices, cuyas filas y columnas son los autovalores
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ortonormalizados, no varian al elevarse a cual-
quier potencia. De esta forma el célculo de la ex-
ponenciacién de la matriz A es muy sencillo.

En cualquier caso, en el programa que se inclu-
ye en este articulo se ha calculado la Matriz de
Transiciéon por el método de Mac Laurin dada la
convergencia en el caso estudiado. Para el célcu-
lo del modelo de cuarto de coche los valores da-
dos por la ASTM son los siguientes:

ky/m=68352 k,/m,=6352¢,/m=65""my/m=0,15;¢,=0

Con estos valores se obtiene la Matriz A para
el Cuarto de coche. El valor de At se calcula en
cada caso, porque depende del intervalo de
muestreo del perfil longitudinal de la carretera y
de la velocidad del modelo Quarter-Car. Por ejem-
plo, para la velocidad estandar de 80 km/h
(22.22 m/s) y un intervalo de muestreo de 25 cm,
el incremento de tiempo es de
0.25/22.22 = 0.01125 segundos. La masa su-
perior es de 250 kg en magnitud absoluta.

De la misma forma, para el modelo de medio
coche de la norma ASTM los valores que se to-
man en el presente articulo son (la masa superior
es de 500 kg en magnitud absoluta):

k. 1 m
—2_=326——; 1 =0.075; (my=m);
my sg my
m
“2__0; - _030;
My my

=0.42;  6=1.80 m;

Obsérvese que la ASTM define las constantes
elasticas y de amortiguamiento para este modelo
de medio coche como la mitad de las correspon-
dientes al cuarto de coche.

Como la matriz A no es simétrica, en el progra-
ma que se describe en este articulo el calculo de
la inversa se realiza por el método de Gauss-Jor-
dan con estrategia de pivote maximo, cuyo algo-
ritmo es sumamente conocido y puede verse en
(Ref. 22, pag. 301). Los algoritmos de triangula-
cién como Cholesky y similares, mucho maés ra-
pidos, no pueden aplicarse. Sin embargo la rapi-
dez no es muy importante en este caso, ya que la
matriz es de orden muy bajo (8), y sdlo hay que
calcular una vez la inversa. En problemas de ele-
mentos finitos o estructurales sin embargo, el cal-
culo de la inversa o la reduccién de la matriz son
basicos para la eficacia del programa y este ele-
mental algoritmo de Gauss-Jordan tal vez no po-
dria usarse.

El segundo sumando, Matriz de Respuesta Par-
cial, PR se calcula a partir de la matriz ST restan-
dole la matriz unidad y premultiplicando por la in-
versa de la matriz A

PR=A"" [ST-1]

10. Condiciones iniciales del medio coche

Para el célculo del HRI atin no se ha definido un
método estandar. Sin embargo parece ldgico que
las condiciones iniciales de posicién y velocidad
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de las 3 masas sean similares a las recomenda-
das para el célculo del IRl con el modelo de me-
dio coche dadas en (Ref. 2). Por ello en el progra-
ma que se describe en el presente articulo se to-
man como sigue:

B Cotas iniciales de las masas inferiores iz-
quierda y derecha iguales a las primeras cotas lei-
das de los respectivos perfiles longitudinales iz-
quierdo y derecho.

B Cota inicial de la masa superior igual a la me-
dia aritmética de las cotas iniciales de las masas
inferiores.

B Giro inicial de la masa superior igual a cero.

B Velocidades verticales de las dos masas in-
feriores iguales a la velocidad vertical obtenida al
recorrer la rodada correspondiente a cada masa
durante 0,5 segundos a la velocidad del modelo.

B Velocidad de giro de la masa superior nula.

B Aceleraciones iniciales: todas nulas.

El autor opina que estas condiciones iniciales
falsean las velocidades y aceleraciones en el pri-
mer hectémetro, y que deberian tomarse las real-
mente obtenidas en los primeros intervalos. Se
ha mandado comunicacion a la ASTM en este
sentido.

11. Calculo del HRI o {IRl-medio coche»

Conocidas en cada instante las cotas, velocida-
des y aceleraciones de las masas superior e infe-
rior, el calculo del IRl es inmediato. En la expre-
sion del HRI dada mas arriba

(Ec. 15)

24z 2 1dd,_;1
dmzym ——2,  HRI—— 1

2 L

no hay mas que calcular en cada paso de integra-
cion el valor absoluto de la diferencia de cotas en-
tre la masa superior y la media de las inferiores,
ir acumulando éste valor, y dividir al final de cada
tramo de calculo por {a distinta recorrida. Las co-
tas de las masas 1, 2 y 3 son los tres primeros
elementos del vector de estado que se calcula en
cada iteracion tras leer las nuevas cotas.

En general, las cotas del perfil longitudinal de
cada rodada vienen dadas en mm. Como la dis-
tancia recorrida suele medirse en metros, el IRl se
obtiene directamente en sus unidades dm/Hm,
iguales a mm/m. En caso de que las cotas del per-
fil longitudinal estén en otras unidades, deben
convertirse a las apropiadas.

12. Calculo del balanceo acumulado

De la misma forma puede definirse un «IRI-Ba-
lanceo», que es el incremento de &ngulo ¢ que ha
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girado la masa superior en un incremento de tiem-
po At, acumulado en valor absoluto, y dividido por
la distancia recorrida L. Se medira en grados o ra-
dianes cada 100 metros. El balanceo es el ele-
mento 7 del vector de estado que se calcula en
cada paso.

(Ec. 16}

2 1Agl

IR/-Balanceo=

Como las cotas del perfil longitudinal de las ro-
dadas estdn en mm y la distancia entre ruedas b
estd dada en metros, el balanceo se obtiene en
milirradianes al resolver el sistema. Deben tener-
se en cuenta las unidades al utilizar el programa
del presente articulo.

En todos los perfiles reales de carreteras re-
clentes que el autor ha podido comprobar, este
valor es practicamente nulo para los valores de
las constantes que da la norma ASTM.

13. Aceleraciones verticales y angulares

sufridas por el conductor

El célculo de las aceleraciones verticales o an-
gulares sufridas por el conductor es muy sencillo.
Recordando la Ec. 5, la expresion de la acelera-
cidn vertical de la masa superior viene dada por:

(Ec. 17)

2300—223 1,123,

A

Zy~

para calcular la aceleracién no hay mas que en
cada instante de integracidon guardar las cotas de
los dos instantes anteriores e ir aplicando la cita-
da expresion en diferencias. Para medirla en uni-
dades de aceleracidn de la gravedad o «g», que
es lo habitual, no hay més que tener en cuenta las
unidades en que vienen dados los datos del pro-
blema (el perfil longitudinal, los datos del medio
coche y la velocidad del modelo).

Al estar en mm las cotas de los perfiles longi-
tudinales la aceleracién se obtiene en mm/sg?.
Para obtenerlas en g=9,8 m/sg? es necesario di-
vidirlas por 9800.

Para el célculo de la aceleracién angular, el pro-
ceso es el mismo pero con el dngulo de balanceo
(elemento 7 del vector de estado) o con la velo-
cidad de balanceo {elemento 8 del vector de es-
tado). En este Ultimo caso, la aceleracién angular
viene dada por:

~ (bt+1-(br
Prp1= T

y se expresa en milirradianes por segundo al cua-
drado.
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14. Esfuerzos dinamicos sobre el pavimento

El céiculo de los esfuerzos dindmicos es tam-
bién muy sencillo. Recordando las Ec. 1y 2, la ex-
presion de las fuerzas verticales F, y F, de las rue-
das izquierda y derecha vienen dadas por

Fa=kolzp1—29)+Col250—25)

F4=k2(zp2_‘22)+02 (2,,2—22)

y recordando también la expresion del vector de
estado Z y la expresion en diferencias finitas si-
milar a (Ec. 5) de la velocidad vertical de las co-
tas de los perfiles longitudinales izquierdo y dere-
cho, se obtiene

{(Ec. 18)

Zp1,.7 2,
Faas=kelZ ~Z{1)]+c]| T -Z(4)}

202 2o
Fuans=kalz,n-Z(2)]+c,| e -Z(5)]

y se ve cdmo los esfuerzos bajo cada rueda se ob-
tienen a partir de los elementos 1, 2, 4 y 5 del
vector de estado calculado en cada paso de inte-
gracion junto con las cotas actual y anterior de
cada rodada.

1000 2000 3000
DISTANCIA (metros)

El programa de célculo, a disposicién del lector
interesado, imprime en un fichero ASCII estos da-
tos junto con los de las aceleraciones vertical y
angular de la masa superior.

15. Ventajas y desventajas del método de

la ecuacion de estado

o

Como ha podido verse en lo que antecede, el
Método de la Ecuacién de estado es una podero-
sa herramienta de calculo para la integracién de
sistemas de ecuaciones diferenciales. En la litera-
tura puede verse que es aplicable a sistemas no
lineales y de coeficientes variables. Sin embargo,
su mayor aplicacidon estriba precisamente en el
control de sistemas, es decir, en la lectura de las
variables de estado reales en un instante determi-
nado, su comparacién con las obtenidas en ese
instante por el algoritmo y la eventual correccién
del sistema (velocidades, orientacién, angulo o
distancia al blanco, etc.). Aplicar el método sélo
a la integracion del sistema parece al autor apro-
vechar sélo una pequefia parte del método, y pro-
bablemente eficaz.

Aplicar este método de integracién al caso del
cuarto de coche, IRl, por ejemplo, supone: .

1. Obtener la matriz del sistema A, de orden
4.

2. Obtener a continuacién la matriz de transi-
cién de estado eAst,

3. Obtener la matriz inversa A-1. v

4. Resolver en cada paso de integracion el sis-
tema de estado, de 4 ecuaciones con 4 incégni-
tas.

"La solucion por el método de diferencias finitas
dado en la Ref. 3 no exige los pasos 2 y 3 ante-
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riores, y resuelve en cada iteracidn un sistema de
2 ecuaciones con 2 incégnitas frente a las 4 del
sistema de Estado. Ello es, como se ha visto, por-
que el vector de estado tiene doble nimero de
elementos que grados de libertad del sistema; por
ejemplo cotas y velocidades de las masas en
nuestro caso frente a sélo las cotas. El tiempo de
célculo es inferior a la mitad para el mismo pro-
cesador y la misma velocidad de acceso a disco.
En el caso de medio coche, la expresidn iterativa
en diferencias dada en la Ec. 6 supone resolver
en cada paso el sistema, multiplicando tres ma-
trices 4x4 por tres vectores 4x1 y sumar los re-
sultados para obtener el vector 4x1. Las ecuacio-
nes de estado Ec. 13 y 14 suponen multiplicar
una matriz 8x8 por un vector 8x1 y sumarle el
vector 8x1 de la Ec. 11. Integrando por diferen-
cias finitas se ahorra el célculo de la matriz de
transicion de estado por Mac-Laurin y el célculo
de la inversa de A, y en cada paso hay que efec-
tuar 48 multiplicaciones en lugar de 64. En los pri-
meros 800 puntos de los perfiles, la Ecuacién de
Estado es un 64,28 % mas lenta, y para 24.000
puntos se estabiliza en un 58,81 % mas lenta de
ejecucién (para el Cuarto de coche los valores son
andlogos). Al autor le parece el método de dife-
rencias finitas mucho mas eficiente. No se entra
aqui en los problemas de estabilidad, convergen-
cia y consistencia de las respectivas soluciones
numéricas, que para ambos métodos pueden ver-
se en la bibliografia.

La mayor ventaja del Método de Estado para la
integracibn del sistema es su generalidad. Con
s6lo cambiar fa matriz A y la definicién del vector
de Estado Z, todas las rutinas del programa de
célculo sirven para cualquier otro sistema con
cualquier namero de grados de libertad. El Méto-
do de Estado permite, ademas, trabajar con incre-
mentos de tiempo pequenisimos, que podrian
producir inestabilidades en los esquemas de dife-
rencias finitas.
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16. Aplicacién a una carretera real

La figura 9 representa dos perfiles longitudina-
les de autovias espafiolas recientes, ambos de 3
km. de longitud. Para comprobar el modelo des-
crito, se toman como input de las rueda derecha
e izquierda.

IRl e «IRI-Medio coche»

En primer lugar, y para comprobar el modelo de
medio coche, se introduce como input en las dos
ruedas el mismo perfil de la figura 9, rueda dere-
cha, y se compara el «IRI-Medio cocherasi obte-
nido con el IRI de dicho perfil. En la figura 10 pue-
de verse que los valores obtenidos son suma-
mente parecidos, y si no son exactamente igua-
les hasta la dltima cifra decimal se debe a dos mo-
tivos:

B El proceso de calculo del IRl de cuarto de co-
che se ha hecho por diferencias finitas segun el
método de la Ref. 3, mientras que el del medio co-
che se ha hecho por el método de la Ecuacién de
Estado aqui descrito.

B Los valores de las constantes para el «Gol-
den Car» del IRI difieren muy ligeramente de los
del medio coche. La constante del muelle inferior
del medio coche es 326, mientras que para ser la
mitad del Golden Car deberia ser 653/2 = 326.5,
y la del muelle superior, que es 31, deberia ser
63/2 =315.

Comprobada asi la bondad del modelo numéri-
co {se han realizado también las comprobaciones
consistentes en tomar como inputs perfiles sinu-
soidales, obteniendo como |RI-Medio coche el va-
lor correspondiente a la solucion analitica, lo que

Figura 11. IRl bajo cada

3000

rueda e «IRI-Medio cochey

resuftante. A la derecha

figura 12. Media de los IRl

de cada rueda y
comparacion con el
IRI-Medio coche.

61



5 —

= :
z . R—
w .
T 6
O .. MEDIA DEL JR1LDE CADA RUEDA....* 0,70 -
O MEDIA DEL IRIOE CADA RUEDA  * 0.75
O § ... MEDIADELRIDE CADA RUEDA .08 }1:’

) TR MEBIO COCHE (5] 3 : -
O 8 RS A S~ - Il"\\
5 - 30 km/h / \\ : /I \\ e \\,_ 4 \\

4 R T [N , \ [/ \ A
L el NI vb L v AN
P “ e
E s . ‘ /\ ‘
£ — N N /\/
i \
— . S :
150 km/h:
1 ) :
0 T 0 {
0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000

DISTANCIA (metros)

Figura 13. Medias de los
IRI de cada rueda
multiplicadas por 0,7, 0,75
y 0.8, y su comparacion
con el «IRI-Medio coche».
A la derecha figura 14.
Influencia de la velocidad
del vehiculo en el IRI-Medio
coche. Abajo figura 15.
Balanceo acumulado en
cada hectometro. Y figura
16. Balanceo causado por
un bache bajo la rueda,

estd a disposicién del lector interesado), se pasa
a continuacion el modelo de medio coche con los
perfiles longitudinales de la figura 9 bajo las rue-
das derecha e izquierda. En la figura 11 puede ver-
se el grafico del IRl de cada rueda y su compara-
cién con el «IRI-Medio coche» resultante. En la fi-
gura 12 se dibuja la media de los IRI de cada rue-
da, y puede verse que la correspondencia con el
«IRI-Medio coche» es total. En la figura 13 puede
verse la media de los IRl multiplicada por 0.7,
0.75 y 0.8. Parece haber una correspondencia
muy alta entre el IRI-Medio coche y la media de

Distancia (m)

dad sobre el «IRI-Medio coche). A mayor veloci-
dad menor IRI, aunque ello depende en general de
la longitud de onda de los defectos de la carrete-
ra (Ref. 21).

Balanceo acumulado o «IRI-Balanceo»

En la figura 15 puede verse el grafico del balan-
ceo acumulado calculado segun la Ec. 16. Los IR
en este ejemplo son bastante malos, y el balan-
ceo acumulado es del orden de 0.03 a 0.05 gra-
dos (sexagesimales) por Hm. Para unos IRl bue-
nos el balanceo es mucho menor.

derecha. o5 |R| de cada rueda multiplicada por 0.75. En la
Figura 14 puede verse la influencia de la veloci-
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ACELERACION DE LA MASA SUPERIOR
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Es conveniente comprobar la estabilidad del
sistema una vez que la masa superior comienza a
oscilar fuertemente sobre su centro de gravedad.
Para ello se ha simulado un bache en el perfil lon-
gitudinal de la rueda derecha. El bache se simula
reduciendo en 10 cm. las cotas del perfil longitu-
dinal entre los pk 1.000 y 1.001, sin cambiar el
perfil de ta rueda izquierda. El balanceo acumula-
do se indica en la figura 16. Puede verse que el re-
sultado es exactamente igual al de la figura 14 (la
escala vertical es distinta) excepto en el hectéme-
tro del bache, donde el IRl-balanceo llega a valer
0.27 grados/Hm y vuelve enseguida al valor ob-
tenido en la carretera sin bache.

Distancia (metros)

MEDIO COCHE

Aceleracion vertical sufrida por el conductor

En la figura 17 puede verse el gréfico, calcula-
do segun la ecuacién 17. En el primer decimetro
la aceleracién sale muy alta (no se ha representa-
do} porque en condiciones iniciales se toma como
velocidad inicial de las 3 masas la correspondien-
te a 0,5 segundos de viaje, que para este ejem-
plo con 12,5 cm. de distancia de muestreo vy la
velocidad estdndar de 22.2 m/sg corresponden
a 11.11 metros, es decir,a 11.11/0.125 = 89 in-
tervalos de perfil longitudinal. Tal vez esta veloci-
dad inicial, que en la siguiente iteracién del vector

Figura 17. Aceleraciones
verticales. A /a derecha
figura 18. Aceleracion
vertical causada por el
bache acumulado. Abajo
figura 19. Fuerzas estética
y dindmica de /a rueda
derecha sobre el
pavimiento. Y figura 20.
Fuerzas estética y dindmica
de /a rueda derecha sobre
el pavimento.
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Figura 21. Defecto de 6

mm que produce la
disminucién de adherencia
en el pk 56,1 que puede
verse en la figura 20.

de estado es sin duda muy distinta, debiera cam-
biarse a un sélo intervalo.

En la figura 18 puede verse la aceleracién ver-
tical causada por el bache simulado anteriormen-
te. La aceleracion llega a valer casi 2g frente a los
0.1 g - 0.15g medidos normalmente. Sin embar-
go, debe recordarse que los efectos sobre el con-
ductor {segln las normas ISO) se miden no sélo
por la magnitud de la aceleracién, sino también
por otros factores entre los que esta el tiempo en
que una magnitud de aceleracién determinada ac-
tia sobre él. Con el presente programa es muy
sencillo ir guardando en el fichero de resultados
los intervalos de magnitudes de aceleracién y los
intervalos de tiempo respectivos en los que ac-
tdan.

Esfuerzos dinamicos sobre el pavimento

Finalmente, y para no aburrir demasiado al ama-
ble lector, se presenta en la figura 19 el gréfico
de los esfuerzos dinamicos transmitidos al pavi-
mento por la rueda derecha. La fuerza se ha cal-
culado segun la Ecuacién 18. En la citada féormula

MOVIMIENTO DE LAS MASAS
INFERIOR DERECHA Y SUPERIOR

04

'Y COTA DEL PAVIMENTO

COTAS (m)
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Defecto de i6.11 mm que produce una disminycion
. de adherencia en la rueda de 1088 N
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Distancia (metros)

- MEDIO COCHE

puede verse que la fuerza se calcula como el pro-
ducto de cota por constante del muelle més el
producto de velocidad por constante de amorti-
guamiento, es decir, tiene unidades de m/sg?, y
viene dada por unidad de masa superior m,. En la
citada Figura 19 se dibujan los valores reales en
Newton obtenidos al multiplicar por la masa su-
perior. Para calcular la fuerza estatica de una rue-
da sobre el pavimento se tiene en cuenta que la
masa de la mitad de este modelo es (250 kg de
la mitad de la masa superior mas 0.075 * 500 =
37.5 kg de la inferior derecha) de 287.5 kg. La
correspondiente fuerza estatica es de 287.5* 9.8
= 2817.5 N. Para medio coche esto equivale a
5635 N, y para el coche enteroa 11270 N, es de-
cir, a un automovil que pese en total 1148 kg fuer-
za, lo que corresponde a un turismo medio. En el
gréfico se han dibujado la fuerza dinamica obteni-
da y la fuerza total suma de ésta y de la estatica.

La fuerza total sobre el pavimento llega a valer
3736 N en el pk 104,125 Frente a la fuerza es-
tatica de 2817 N esto supone un factor de au-
mento dindmico de 1,326 y es el mayor en este
tramo de 3 km. Se observa que el minimo de las
fuerzas dindmicas creadas por la rueda sobre el
pavimento llegan a valer 1088 N negativos en el
metro 56, 125 frente a los 2817 N estaticos. La
fuerza sobre el pavimento se reduce a 1729 N, y
el factor de disminucién es del orden del 38,6 %
en esa punta.

En la figura 20 se defallan las fuerzas en el pri-
mer hectébmetro. La fuerza dindmica negativa del
pk 56, 125 se debe al pequefio defecto de 6,11
mm en el pavimento que puede verse en detalle
en la figura 21. La fuerza sobre el pavimento (ver
Ec. 18, sin amortiguamiento) es igual al producto
de la constante elastica del neumatico k2 por la
diferencia de cotas entre el pavimento y la masa
inferior, que representa el eje. Se han dibujado el
perfil longitudinal de la rodada y el movimiento de
la masa inferior, para entender mejor la variacién
de la fuerza. El programa que se describe en el
presente articulopermitehacer estas simulaciones
en pocas horas de trabajo. Obsérvese que para
no hacer coincidente el movimiento de la masa
con el perfil longitudinal se ha sumado una cons-
tante de 0.25 m a la cota de la masa inferior. A
efectos de célculo esto es irrelevante, y el progra-
ma toma realmente todas las cotas partiendo de
cero.

Al analizar en detalle el esfuerzo dindmico so-
bre el pavimento, se observa que cuando la masa
inferior se acerca al pavimento la fuerza es posi-
tiva, y mayor cuanto mas se acercan, es decir,
cuanto mas se comprime el muelle que simula al
neumatico. Naturalmente, esto es evidente, pero
permite al autor comprobar que los signos son
correctos, lo que es esencial en este tipo de pro-
blemas. Al separarse del suelo la masa inferior, la
fuerza disminuye, y pasa a ser muy pequena en
las zonas en que hay bruscos descensos relativos
del perfil longitudinal.

Para terminar, en la Figura 22 se dibuja el au-
mento de fuerza sobre el pavimento cuando la
rueda encuentra un obstaculo de 1 cm de altura.
En este ejemplo se ha situado en el pk 1000.00,
y se observa que la fuerza sobre el pavimento lle-
ga a 4097 N, aumentando un 44 %. Para un obs-
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OBSTACULO DE 1 cm DE ALTURA

taculo de 5 cm de altura (Figura 23) la fuerza so-
bre el pavimento llega a valer 10206 N, con un
factor de aumento del 262%. Para un obstaculo
de 2 cm los valores son 5626 N y un 100% de
aumento. El lector puede intuir que para camio-
nes con 13 T de carga por eje, un obstaculo del
orden de 5 cm puede llegar a crear fuerzas dina-
micas repentinas de hasta 34 T, que podrian lle-
gar a romper losas de un pavimento de hormigdn.

El lector interesado puede ver la utilidad de este
modelo para identificar en una carretera las zonas
peligrosas para la conduccidén por disminucién de
adherencia, o las zonas en gue elevados esfuer-
zos dindmicos pueden causar una ruina prematu-
ra del firme. Y todo ello en Autovias reales, a ve-
locidades reales y para automdviles y camiones
reales, utilizando los valores adecuados en el pro-
grama aqui descrito.
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Figura 22. Esfuerzos
dinamicos positivo y
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23. Esfuerzos dinamicos
creados por un obstaculo
de 5 cm. de altura.
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