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Optimizacién de mallas bidimensionales
en elementos finitos ()
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La solucién al problema de encontrar la malla 6ptima en Ele-
mentos Finitos (EF), con un determinado nidmero de grados de
libertad, presenta un indudable interés en la aplicacio’n del método.

En la actualidad, el problema se plantea en términos de un
proceso que permite obtener una mejor malla de elementos finitos
a partir de una inicial. La nueva malla se disefia matematicamente
(remallado) de forma que el error del método sea lo mas umforme
posible en todo el dominio de cilculo. Sin embargo, esta vécnica de
indudable interés y aplicacion, al aumentar el-nimero de grados de
libertad (gdl) de la aproximacion, no permite deducir de un modo
directo el problema de la malla éptima condicionada a un ndmero

fijo de gdl. Con la solucion de este problema se podrin deducir
algunos criterios y recomendaciones para el disefio de una malla de
elementos finitos, que exigird, en general, en yn proceso de rema-
Uado, modificaciones menores.

Para problemas unidimensionales (barras y pilares szple,r), se
pueden encontrar soluciones analiticas. Para problemas 2-D mis
complzcados (tensién y deformacién plana), se han uttltzado méto-
dos numéricos para obtener la malla optima.

Existen varios criterios de optimizacion, aqui, se utiliza el del
minimo de la_energia potencial total (EPT). Algunos ejemplos
ilustrativos del método de optimizacién se presentan, indicindose

- algunas conclusiones.

tados y obtener algunas estimaciones” practicas
del error producido en los resultados de un cél-
culo por Elementos Finitos (referencias [1], [2] y
[3]). La decisién del usuario en la colocacién de
los nodos influye de manera directa en la magni-
tud del error.

INTRODUCCION

El Método de los Elementos Finitos (MEF)
constituyen una muy eficiente técnica para resol-
ver problemas de caracter muy general, exis-
tiendo multitud de programas basados en este

método.
Actualmente, existen ciertas mvesngaaones

Debido al extraordinario desarrollo de este
- método, ciertos problemas que presenta, deben
ser analizauss Minuciosamente. En general, €stos

Droblemas estan relaao;m"“s con el grado de -

renmen la

exactitud de los resultados. De hécho;-quranic-la—-

pasada década, se han realizado esfuerzosv consi-
derables para determinar la bondad de los resul-

(*) Se admiten comentanos sobre el presente articulo
que podrim remitirse a la Redaccnon de esta Revista hasta
el 31 de julio de 1991.
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dirigidos a conseguir métodos automaticos de
refinamiento de una malla existente introduciendo
nuevos grados de libertad (mas nodos o polino-
mios de mayor grado en algunos elementos). Se
considera una malla mejorada, aquella en la que
Ia (_.:qtrlbuaon de los errores es mas uniforme.

En Qe\amculo se tratara de obtener una
malla 6ptima “coiiservando el mismo nimero de
grados de libertad, sieiido la pOSIC10n de cada
nodo la incognita a resolver. D¢ la soluc10n del
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problema pueden extraerse algunas recomenda-
‘ciones y reglas a la hora de disefiar una malla de
elementos finitos.

La referencia [4], puede considerarse pionera
en el estudio del anélisis del error en EF. Parece
existir alguna relacién entre la posicién de los
nodos y la densidad de energia de deformacién
(referencias [G] y [7]).

PROBLEMAS 1-D. SOLUCION ANALITICA

Un primer grupo de problemas que puede ser
resuelto mediante métodos analiticos, son los
problemas unidimensionales de clase C°. La barra
sometida a esfuerzos axiles, es un ejemplo muy
conocido de este tipo de problemas. En el caso de
una barra con seccién constante, es obvio, que la
solucién 6ptima corresponde a una distribucién
de nudos equidistantes. Cuando la barra es de
seccion variable la solucién no es conocida de
antemano. Se ‘estudiard el caso més simple de
variacién lineal de la secci6n.

El problema a resolver, representado en la
figura 1, se formula matematicamente, de la
siguiente forma:

La ecuacidn en el dominio es:

4 (mad)=p
dx = dx

parax€ (OL) [1]

" Las condiciones de contorno esenciales son:

u=u,

parax =0

u=u, parax =1L

Las condiciones de contorno naturales son:

EA _d_u_ =—p parax =0
dx
EA iiu_ =p, . parax=L
dx .

En este caso particular, la variacién de la sec

cidn viene dada por la ecuacién:

A (X) = A,lj;*”‘AzzAg .
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| Figura 1

Los principales resultados de este problema se
resurmen a continuacion:

Matriz de rigidez:
.-

=E —h
T

P! 1 -] fw

(1]

-1 2

PZ
soluci6n inicial correspondiente al caso de carga
constante, p(x)=q (constante), distribuida a lo
largo de ella, (O,L), y con desplazamientos nulos
en los extremos (u,;=0, u,=0)

Ip

p

2]

donde las constantes h y p vienen definidas por
las expresiones:

T= 2
1+
In (24)
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utl 1
o

y la variacién de la seccién puede ser descrita por
las constantes:

__AtA
A==
A—A,

T:FA_ C(Iug

Noétese que - el caso de seccidbn constante
corresponde a los valores. u=0 y las situaciones
Al/A2—+w y A2/Al - vienen dadas por los
valores 4 = -1 y 4 = +1 respectivamente. .

La solucién aproximada a este problema
mediante el método de los Elementos Finitos
usando elementos lineales 1-D con dos nodos, se
ha comparado con la exacta, dichos resultados se
han obtenido en la referencia [7], habiendose
realizado un resumen en el presente articulo.

(1) Malla de dos nodos (un elemento simple)
Los resultados de h y p son independientes de
i .

T=1 ;'[T:;—

(2) Malla de tres nodos (dos elementos igua-
les) '

Los resultados son en este caso:

T 2
T
_ 1
P= T*%
Los nodos estan situados en x=0, x=L/2 y
x=L.

(3) Malla de tres nodos (dos elementos dis-
tintos)

La posicion 6ptima del nodo central viene
dada por

TRyl
IJ

X=-2—
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siendo los-parametros:

h= —é— (1+ v 1)

- 1, Y1
el S TR
(4) Malla de N nodos’ (N-1 elementos 1guales).

Los resultados son:

T = N—1
S
_ 1, 1 ¥ N
F= (- —+ < Ny
—1 2 S = aj
donde
— -1
4, — -
2i—1
It M
N-I
S = z ap

Casos particulares.

Para N=2 y N=3 los resultados ya se han
visto en (1) y (2)

Para N=4 (3 elementos iguales)

Para N=5 (4 elementos iguales).
T E0=00)
16—5 2

22065

Para N=06 (_5 elemen;os iguales)

T=1- 8“# (12532 1)
3125—1500 2464 !
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1 + 4 4 (12532 w3)
2 3125—1500 p*+64 pt

’13:

Se puede comprobar que si N — o se obtiene
la solucion exacta de h y de p.

(5) Malla de N nodos (N-1 elementos dis-
tintos).

La posiciéon de los nodos intermedios para la
malla éptima corresponde a la separacién AAi
entre dos nodos consecutivos i y i+1 (longitudes
de los elementos) y viene dada por las siguientes
expresiones:

coni=1,2,.,N—1

Ax,= atp(1+p)i
donde
B
a 1.1
'1+E Nl—l )
p= l_u) 1

Los valores de los parametros h y p son, para
el caso general:

R
7 -
ety N
1+ Nl—l
[k N |
R T R
(1+ N-1 1
-

Para el caso particular N=3, los resultados
vienen dados por (3).

Los valores exactos de h y p se obtienen, en
este caso, cuando el nimero N de nodos tiende al
infinito. _

Los resultados anteriores han sido calculados
usando la Energia Potencial Total de la barra,

como criterio de optimizacién, para encontrar la
posicion Optima de los nodos. :

14

PROBLEMAS 2-D. SOLUCION NUMERICA

Contrariamente a los problemas 1-D, en este
caso no existen soluciones exactas, ni siquiera
para los problemas C° de hecho, se deben resol-
ver por métodos numéricos. '

Matematicamente el problema se plantea de la
siguiente forma: la energia potencial total viene
dada por la expresion:

V=U—-—W=U+Ue
donde

U = energia de deformacién = ;— fv ojg; dV

Ue = energia potencial = SV fudV+ § pudd
o, € son las componentes de las tensiones y
deformaciones lineales.

f;, p; son las fuerzas masicas y fuerzas externas.

y; son las componentes de los desplazamientos.

La discretizaciéon en EF de la expresién ante-
rior es:

V=;~dTKd——dTp 3]

donde K es la matriz de rigidez de la estructura,
d el vector desplazamiento y p el vector de fuer-
zas aplicadas en los nodos. El minimo de [3]
viene dado por las ecuaciones:

&O, ie. Kd=p (4]
ad

siendo el valor

Cuando la posicién de los nodos no viene dada
de antemano, tanto la matriz de rigidez de la
estructura como el vector de cargas dependen de
dichas coordenadas, pudiendose obtener el mi-
nimo de V mediante el conjunto de ecuaciones

V- 0,ieKd=p
5d
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W =0 jedr Ky . ao=0 [3

H

. 81 o & . )
donde r es el vector de coordenadas.

Para resolver, de una forma adecuada, el con-
junto de ecuaciones no lineales [5], se ha utili-
zado un método numérico paso a paso.

En el paso i, la posicién actual de los nodos se
supone conocida, la solucién elastica d; se obtiene
del conjunto de ecuaciones

K. d=p,ie d=K'p

donde
K.=K(r,)

La energia potencial total V; se calcula me-
diante la expresion

V.=-—;—dip=V(ri)

la nueva posicién de los nodos r;4; se obtiene de

Lo=r + A( M)i (6]

Ar

donde AV/AT es una aproximacion a la primera
derivada parcial de la energia potencial total en
la configuracion r;, con respecto a las. diferentes
coordenadis de los nodos. e

Los valores de (AV/Ar) . en la configuracion
r, se obtienen numéricamente para cada compo-
nente j de 5 del vector r; mediante

V(rﬁAXl{j— V() 7]

componente j de - (%)i =

donde rj; es el incremento de'la componente j del
Sector f;. :

'El valor del parametro A positivo, se consigue
mediante consideraciones sobre el nivel de preci-
si6n requerido en el andlisis. Este método de
optimizacién no lineal es conocido como “el
método del gradiente descendente”. -

APLICACION

Basado en la metodologia expuesta anterior-
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mente, se ha escrito un programa en FORTRAN,
introduciendose algunas simplificaciones para
acortar el tiempo de computacion.

En primer lugar al evaluar |7] la primera

derivada parcial de la energia potencial total V

respecto a las componentes del vector r;, el valor
de V (r;+Ar;) se obtiene de la expresion

V(t+Ar) = —21—d

donde dij se calcula como una solucién aproxi-
mada a la ecuacién

Kii dij =p (8]

Kij =K (ri+Arij)

el vector desplazamiento d. se calcula mediante

‘el método de Gauss-Seidel aplicado a la ecuacién

|8], partiendo de un estado inicial conocido, se
calculan los desplazamientos d; correspondientes
al estado ri+rij'

Una segunda simplificacién consistié en usar
el programa de optimizacién junto con un pro-
grama de mallado automético, preprocesador de-
EF, que con un pequefio nimero de pardmetros
(my, m3,..,mip), permite obtener toda la malla.
De esta forma el nimero de ri desconocidos se
reducé dristicamente al nimero de parametros
generadores de la malla. '

RESULTADOS

Para comprobar la- eficiencia y posibilidades
del programa, se ha analizado un ejemplo muy
simple correspondiente a una placa rectangular
de dimensiones:

Longttud: v i 10m
Altura: ' Sm
Espesor: ' 0.1 m

Las propiedades del material son: .

‘Médulo de Young: 29.45 EO9 NW/m
Coeficiente de Poisson: : 0.2
Densidad relativa: . 25

Las acciones corresponden al peso propio y

15




OPTIMIZACION DE MALLAS BIDIMENSIONALES EN ELEMENTOS FINITOS

una carga uniformemente repartida en la cara
superior de 49050 Nw/m. '

Se ha realizado una malla de 84 nodos, con un
estado inicial tal como se representa en la figura
2. La energia potencial total correspondiente a
este estado es V = -40.22 j. Utilizando como
incOgnitas los pardmetros generadores de la
malla, la éptima es la mostrada en la figura 3,
cuya energia potencial total es de V = -48.22 j.

Utilizando como incdgnitas todas las coorde-
nadas de los nodos, se ha realizado un procedi-
- miento de optimizacién, para poder evaluar la
bondad .del método anterior. La malla Optima
calculada en este segundo paso corresponde a la
mostrada en la figura 4, cuya energia potencial
total es V = -54.93 ;. ‘

En dicha figura se observa que la malla adopta
una configuracién similar a las lineas isostaticas
(tensiones principales).

48050 Nw/m

Empotramlento

AMatia iniclial
Cv= -40.22)

Figura 2

Se han estudiado otros muchos casos, para
analizar las propiedades de la malla 6ptima.
Algunos de estos casos se muestran en la figura
5, y los resultados obtenidos se han resumido en
la tabla que figura a continuacién. Por otra parte
se ha calculado la energia potencial total para el
caso exacto como la correspondiente a la solucién
de un modelo de mas de 500 nodos.

Energia Potencial Total (fig. 5)
Malla Malla

. Dif. con la

Caso Uniforme Optima Dif. (%) exacta (%)
1 21071 -2%014] 921 1556
2 225335 -255.14 13.23 16.54
3 20791 -27.66] 33.04 18.05
4 94075  -110.05 16.98 17.09
) -40.22) 5493 36.57 15.79
6 -5205)  -5897 13.29 17.35
7 -99.86; -115.88 16.04 13.50
8§  -10078) -12078] 1984  17.99

Por ltimo, en la figura 6, se muestra un
ejemplo mas complicado pudiendose observar el
estado inicial y la malla 6ptima, asi como sus
energias correspondientes.

RECOMENDACIONES

Despues de haber analizado un. ndmero ele-
vado de casos se pueden tentativamente indicar
algunas sugerencias y recomendaciones en rela-
cion con el disefio de la malla para el calculo por
Elementos Finitos.

En primer lugar, la malla deberia ser mas

A ANV T T

Malia optima usango e! generagor de mai ias
Cv= -48.22)

Figura 3
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Malis cptima
Cv= -%4 53)

- Figura 4
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49050 Nw/m
1T T 1

MALLA INICIAL CV = -56.34 D

MALLA FINAL CV = -70.23 ))

Figura 6
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densa en las zonas donde se produzcan disconti-
nuidades (geometricas, cargas concentradas, fuerte
gradiente de tensiones, etc).

Por- otra parte, puede ser interesante adap-
tarse, en la configuracioén de la malla, a las lineas
isostaticas, de tal forma que los nodos se situen
proximos a las lineas isostaticas o envolventes de
las tensiones principales. Este punto est4 siendo
ahora investigado para comprobar su validez
general.

También se esta estudiando el uso de otros
funcionales alternativos al de la energia potencial
total y comprobar los resultados obtenidos.

BIBLIOGRAFIA

[1] BABUSKA, I. "The p and h-p versions of the
Finite Element Method. The state of the art”. Ins. for
Phys.- Sc. and Tech. Note BN-1156. University of Mary-
land. (1986)

{2] BABUSKA, L, ZIENKIEWICZ O.C., GAGO J. and
OLIVEIRA E. "Accuracy Estimates and Adaptatives Refi-
nement in Finite Element Computation”. John Wiley. Chi-
chester. (1986)

[3] ZIENKIEWICZ O.C. and ZHU ].Z. “Error Esti-
mates and Adaptivity. The Essential Ingredients of Engi-
neering FEM Analysis” 2nd Conference on FEM. Stratford
upon Avon. May. U.K. (1989)

|[4] MC NEICE B.M. and MARCAL P.V. “Optimiza-
tion of Finite Element Grid Based on Maximum Potential
Energy”. Tecn. Reprot no. 7. University of Brown. Provi-
dence. (1971)

[5] TURCKE DJ. and MC NEICE B.M. “Guidelines
for Selecting Finite Element Grids Based on an Optimiza-
tion Study”. Computers and Structures. Vol 4. (1974)

(6] SHEPHARD MS., GALLAGHER R H. and ABEL
J.E. “The Synthesis of Near Optimun Finite Element Mes-
hes with Interactive Computer Graphics”. Int. J. Num.

Meth, Eng. Vol 15. (1980)

[7] SAMARTIN, A. “Un estudio sobre la exactitud del
método de los Elementos Finitos. Aplicacién a la barra
recta de seccidén variable bajo acciones axiles”. Departa-
mento de Analisis de las Estructuras. ETSICCP. Santander.
(1980)

(8] JOEF. THOMPSON, Z.V.A. WARSI and WAYNE
MASTIN. “"Numerical grid generation. Fundations and
aplications”. Mississipi State University. USA. April.

©(1982)

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS




