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Analisis de perfiles de playa por medio de funciones
ortogonales empiricas (método FOE) ®
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 La enorme variabilidad espacial y temporal de las playas dificul-

tan, a menudo, la correcta interpretacion de camparias batimétricas.
En este articulo se presenta una metodologia basada en funciones
ortogonales empiricas (método FOE), especialmente adecuada para
el andlisis de series de datos espacio-temporales. '

El método es utilizado para el andlisis de los datos de una cam-
pafia sopografico-batimétrica de la canal de navegacién de la Bahia
de Santander y playas adyacentes. La aplicacion del método a los
diferentes perfiles de playa asi como a la variacion longitudinal de
la pendiente intermareal, permite la caracterizacién de las oscila-
ciones a las que esta sometida la playa asi como su evaluacién cuan-

titativa, pudiéndose, por tanto, utilizar como una herramienta de

disedio.

INTRODUCCION

Las playas no son elementos «estaticos» del
litoral, sino que constantemente modifican su
forma, tanto en planta como en perfil. Estos
cambios de morfologia de las playas son popu-
larmente conocidos y responden a las variaciones
de diversos agentes actuantes, tales como olas,
marea, viento y corrientes. Dado que dichos agen-
tes actuantes pueden variar de un punto a otro
de una playa, asi como de’un dia para otro, nos
encontramos con que las playas pueden sufrir —
y, de hecho, sufren— ‘variaciones temporales y
variaciones espaciales, tanto longitudinalmente
~ como transversalmente.

El mecanismo por el cual una playa varfa su
configuracién es el transporte de arena de un
lugar a otro. Tradicionalmente, el estudio de
dicho transporte de sedimentos se ha dividido en
dos modos ortogonales, esto es, independientes:
Transporte longitudinal y transporte transversal

o en perfil. Definiéndose transporte longitudinal -

como el transporte de sedimentos paralelo a la
playa, y transporte transversal como el trans-

(*) - Se admiten comentarios sobre el presente articulo
‘que podran remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta
el 30 de septiembre de 1990.
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porte de sedimentos perpendicular a la misma.
Esta divisiéon ha originado que histéricamente,
estos dos modos hayan sido analizados por se-
parado. '

En efecto, el primer intento de cuantificacién
del transporte longitudinal fue realizado por el
Instituto Oceanografico de Scripps (1947), si bien
las bases tedricas en las que se fundamentan los
actuales conocimientos del transporte longitudi-
nal no se establecen hasta la década de los 60,
con los trabajos de Bowen (1969), LonguettHig-
gins y Stewart (1964). Los trabajos posteriores
han aportado diversas correcciones a las formu-
laciones de Bowen y Longuett-Higgins, pero la
base conceptual no se ha modificado sustancial-
mente.

En lo que se refiere al transporte transversal,
este ha sido estudiado por diversos autores como,
por ejemplo, Shepard y Lafond (1949), Inman y
Rusnak (1956), Gorsline (1966); Bowen (1980),
Dally y Dean (1984), Wright y Short (1984). La

‘mayor parte de estos trabajos explican los meca-

nismos de transporte transversal y la magnitud

de los cambios a los que estd sometido un perfil

de playa, pero distan de ser modelos cuantitati-
vos o predictivos.

La separacién del estudio- de los movimientos
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de la playa en transversal y longitudinal como si
éstos fueran modos ortogonales, sirve para la
caracterizacién de ciertos elementos fundamenta-
les y su influencia en los mecanismos de trans-
porte, pero no representa la realidad existente,
puesto que las variaciones en un perfil de playa
pueden estar motivadas no sélo por el transporte
tranversal, sino por transporte longitudinal. Den-
tro de una playa encajada, por ejemplo, una
variacién del 4ngulo de incidencia del oleaje pro-
voca una reorientacién de la linea de costa de
modo que unos perfiles se erosionan mientras
que otros acumulan arena. Analogamente, la exis-
tencia de formaciones ritmicas (beach cusps) en
una playa hace que los perfiles de playa difieran
considerablemente de un punto a otro de la
misma.

A estas variaciones espaciales de los perfiles
de playa hay que afiadir las variaciones tempora-
les, estas variaciones estan generadas, por otro

lado, por procesos de largo periodo, como la -

recesion de la linea de costa en respuesta al
aumento del nivel medio del mar, la respuesta
del perfil a cambios hidrodinamicos aparece co-
mo instantdnea. Surge, por tanto, a la hora de
analizar una determinada playa, la necesidad de
establecer la escala temporal en la cual realiza-
mos dicho estudio.

Un concepto fundamental en el andlisis de las
variaciones de los perfiles de playa es la idea del
perfil de equilibrio, concepto introducido por
Bruun (1962) e Inman y Bagnold (1963). Dicho
perfil de equilibrio se define como el perfil (pro-
fundidad = funcién de la distancia a la costa) que
se mantendria constante cuando una determi-
nada zona de costa con unas caracteristicas fijas
(tamafio de arena, etc.) esté solicitada por una
serie de fuerzas actuantes (olas, corrientes y ma-
rea). Esto es, el perfil que no varia en el tiempo
si las fuerzas actuantes permanecen constantes.

Como las zonas de playa presentan unas varia-
ciones importantes en las fuerzas actuantes, el
perfil de equilibrio puede ser entendido como un
perfil medio estadistico en un plazo determinado
de tiempo p.e. un afio. Quiere esto decir que un
método adecuado para el estudio de un perfil de
playa serfa la determinacion del perfil medio y el
* examen de las desviaciones del mismo respecto a
Ja media. De este modo, el perfil medio serd un
indicador de los agentes hidrodinimicos domi-
nantes medios, mientras que las desviaciones
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respecto a la media seran un indicador de las
variaciones de esos ageates y otros fendmenos,
como aportes de sedimentos, etc.

Anéilogamente a lo establecido para el perfil
de playa, existe una forma en planta media de
playa en respuesta a unas condiciones fijas de los
agentes actuantes. Dicha forma en planta puede
sintetizarse por medio de una seccién longitudi-
nal a una cota determinada (por ejemplo, media
marea). El anélisis de la respuesta de una deter-
minada planta de playa puede, por tanto, redu-
cirse al estudio de la seccién longitudinal media y
las desviaciones respecto a esa media.

En lo que sigue, se presenta un método eficaz
para el anilisis de las variaciones de la batimetria
de una playa. El citado método determina una
situacién media y las desviaciones de dicha media.

METODOS ANALITICOS

La separacién de la batimetria de una playa en
batimetria media y desviaciones, se puede reali-
zar por medio del método de las funciones orto-
gonales empiricas (FOE). Esta técnica estadistica
ha sido utilizada en muy diversos campos; asi,
Lorenz (1959) aplico esta técnica a la prediccion
atmosférica; Davis (1976) a la prediccidn de la
temperatura superficial del mar Winant, Inman
y Nordstom (1975) a la caracterizaciéon de los
perfiles de playa.

Por medio del método FOE se puede analizar
los perfiles de playa o de las secciones longitudi-
nales de playa y sus variaciones tanto espaciales
como temporales. Hay que sefialar que el método
es descriptivo y, por lo tanto, no explica los pro-
cesos que gobiernan las variaciones de las playas,
si bien es capaz de evaluar variaciones de dichos
procesos. ,

El objetivo del método FOE es representar los
cambios a los que estd semetido un perfil o una
seccién por medio del menor namero de funcio-
nes ortogonales (autofunciones). Es evidente que
se pueden generar muchas sefies ortogonales
como, por ejemplo, series de Fourier; sin embar-
go, no existe a priori ninguna razbdn para sospe-
char que las variaciones transversales o longitu-
dinales de playa sean sinusoidales. De hecho, hay
evidencia de lo contrario, dado que la playa se
erosiona rapidamente con un temporal y se re-
cupera lentamente en periodos de calma.
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Por este motivo, se elige una serie de autofun-
ciones empiricas, de modo que la primera fun-
cién contenga la mayor parte de la varianza de
los datos, definiendo varianza como media cua-
drdtica. Las sucesivas autofunciones se eligen de

modo que representen la mayor cantidad posible-

de la varianza remanente.

Estas funciones proporcionan la representa-
cién més densa de los datos de modo que los
primeros n términos de la serie representan més
de la variabilidad de los datos que los primeros n
términos de cualquier otra serie ortogonal.' Ade-
mds, tanto las autofunciones temporales como
espaciales son series ortonormales, de manera
que cada modo de variabilidad, no esta correla-
cionado con ningtin otro modo.

. Los fundamentos tedricos del método se des-
arrollan en el Apéndice 1. Como resumen, basta
sefialar que, por ejemplo, para el caso de un per-
fil de playa h ( x, y,, t) = h (x, t), el método trata
de obtener un desarrollo de los datos del modo:

h(x,t) = Zag (t) ei(x)

donde ai son factores de normalizacién, ci (t)
son autofunciones temporales, ei (x) son auto-
funciones espaciales y h (x, t) son los datos del

‘perfil (cota en el punto x para el tiempo t). Los

factores de normalizacién estin determinados
por: ‘ :
_ 1/2
. ai_(xinxnr)/

donde A, es el autovalor asociado a la iésima
autofuncién, n, es el nimero de puntos por per-
fil y n,_ es el nimero de perfiles usados en el
desarrollo. -

Evidentemente, el -método puede aplicarse no
s6lo a variaciones temporales de un perfil de
playa h (x, y,, t), sino a variaciones temporales
de secciones longitudinales de playa h (x,, y, t) o
a variaciones espaciales de perfiles de playas

(Xa Y, tO)'

AREA DE ESTUDIO Y CAMPANAS BATI-

"METRICAS

Como parte de un estudio de las condiciones

OCEANO = ATLANTICO 1

~“EL PUNTAL

——PERFILES BATIMETRICOS
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&

1000
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Figura 1. Area de estudio.
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morfodinamicas de la canal de navegacién de la-

Bahia de Santander, se realiz6 una extensa cam-
pafia topogréfico-batimétrica de la canal de na-
vegacién y playas adyacentes (fig. 1).

La campafia topografico-batimétrica consistio
en la toma mensual, durante un afio, de datos de
9 perfiles transversales que abarcan desde zonas
interiores de canal de navegacion (P1) a zonas de
playa abierta (P7), ver fig. 1. El espaciamiento
medio entre perfiles fue de 100 metros en la
zona interior y de 500 metros en la zona exte-
rior. Los perfiles batimétricos fueron realizados
desde la zona intermareal hasta una profundidad
maxima de unos 15 metros; los perfiles topogra-
ficos fueron realizados desde la zona de dunas
hasta la zona intermareal, asegurando de este
modo una zona de solape entre los perfiles to-

mados con medios marinos y los tomados con-

medios terrestres. Estos datos fueron almacena-
dos en forma de matriz h (x, y, t), donde x = 46

nimero de puntos por perfil, y = 9 nimero de.

petfiles a lo largo de la playa, t = 12 numero de
perfiles a lo largo del tiempo.

Los datos medidos correspoden a zonas en las
que existe una gran variacion de los agentes
actuantes. En efecto, debido a la proteccion que
la Peninsula de la Magdalena (fig. 1) ofrece ante
los oleajes Noroeste (reinantes y dominantes en
la zona), los perfiles referentes a las bases 5,6y
7 corresponden a zonas expuestas al oleaje; los
perfiles referentes a las bases 1,2y 3 correspon-
den a zonas protegidas por la Peninsula y el per-
fil referente a la base 4 a zona de transicién. Por
otro lado, la presencia de la Bahia de Santander,
unida a la existencia de carreras de marea de 4
metros, hace que los perfiles 1,2 y 3 estén some-
tidos a corrientes de marea con velocidades ma-
xima medias de 1 m/sg, que disminuyen a 0.6
m/sg en el'perfil 4, para ser despreciables en los
perfiles 5,6y7.

1. RESULTADOS-

a) Analisis temporal de los perfiles

Winant, Inman y Nordstrom (1975) mostra-
ron que, cuando el método FOE se aplica a la
caracterizacién de los perfiles de playa, las auto-
funciones tienen una interpretacion tisica. Asi, la
primera autofuncién (correspondiente al autova-
lor mayor) representa un perfil medio, la se-
gunda presenta un minimo en la posicién de la
barra y un maximo en la posicién de la berma y
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Figura 2. Funcién perfil medio.

la tercera presenta un méaximo en la posicién de

la terraza mareal. Por este motivo, las denomi-

naron funcién perfil medio, funcién barra-berma
y funcién terraza mareal, respectivamente.

La aplicacién del método a las diferentes cam-
pafias realizadas en el perfil 6, ilustran lo ante-
riormente citado; en la fig. 2 se presenta la pri-
mera autofuncién correspondiente al perfil de la
base 6 (funcion del perfil medio). Dicha autofun-
cién representa, aproximadamente, el 99.4 por
100 del valor cuadratico medio de todos los datos
de ese perfil. La autofuncién muestra un perfil
curvilineo de playa, formado por dos tramos, uno
exterior con pendiente mas suave y Otro cercano
a la costa en la zona intermareal con pendiente
mas fuerte; la separacién entre ambas zonas se
produce sensiblemente a la cota + 0.0 por medio
de un punto de inflexion.

La comparacién de dicho perfil medio con per-
files individuales permite interpretar el signifi-
cado de autofunciones de mayor orden. En efecto,
en la fig. 3 se ha dibujado conjuntamente la fun-
ci6n perfil medio (trazo continuo) con perfiles
de verano e invierno, (trazo discontinuo). Como
puede observarse, el perfil de invierno presenta
un exceso de material en la zona de la barra y un
defecto en la zona de la berma; en el perfil de
verano, esta situacién se invierte. En el resto del
perfil, las desviaciones respecto al perfil medio
son practicamente nulas. Este hecho se refleja
claramente en la forma de la segunda autofun-
cién (funcién barra-berma) y su variacion tem-
poral (fig. 4). El miximo y el minimo de la
segunda autofuncién sefialan los lugares de mayor

.‘cambio o desviacién respecto de la media; los

coeficientes temporales indican las variaciones

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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ras autofunciones para los diferentes perfiles
estudiados. De la observacién de la tabla se des-
prende que el perfil medio representa mas del 99
por 100 de la varianza, a excepcién del perfil 7
correspondiente a la zona mds expuesta.y de
mayor variabilidad.
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verano-invierno.

TABLA 1

Perfil |- a1l A2 A3 A4
1 | 9967 | 022 0.07 0.04
2 99.47 | 0.30 0.18 0.05
3 99.53 | 0.35 0.10 0.02
4 9930 | 037 027 | 015
S 99.85 | 0.07 0.05 0.03
6 99.72 | 0.18 0.07 0.03
7 99.78 .| 0.58 0.45 0.19

estacionales de dicha autofuncién. El valor posi-
tivo durante el invierno sefiala la aparicién de
una barra, mientras que el valor negativo en
verano sefiala la desaparicién de la misma.

En la tabla 1 se presenta, en tanto por 100, los
autovalores correspondientes a las cuatro prime-
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Figura 4. Variacién espacial y temporal de la funcién -

barra-berma.
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~ b) Analisis temporal de la variacién longitu-

dinal de la pendiente de la playa

El método FOE puede ser aplicado, como ya se
ha comentado, al anélisis de la variacién de la
forma en planta de una playa. Para ello, basta
seleccionar una caracteristica longitudinal de la
misma, como pueden ser una seccién determi-
nada, la pendiente de la playa, etc.

A modo de ejemplo, se presenta a continua-
cién el anélisis de la variacién longitudinal de la
pendiente media en zona de carrera de marea de
la playa del Puntal de Somo (fig. 1). Para ello, se
ha generado la matriz X (y, t), donde y =
numero de perfiles, t = tiempo, X (y, t) = dis-
tancia horizontal entre las cotas de playa +5.0 y
1+0.0.- Evidentemente, a mayor X corresponde
una menor pendiente de playa y viceversa. ’

Andlogamente a lo establecido en el apartado
anterior, la primera autofuncién ha de represen-
tar una pendiente media a lo largo de la playa y
las sucesivas autofunciones desviaciones espacio-
temporales de dicha media.

En efecto, en la fig. 5 se presenta la primera
autofuncién espacial (funcién’ pendiente media).
Dicha funcién representa el 98.93 % del valor
cuadritico medio de los datos. En la figura se
observa claramente la variacién longitudinal de
la pendiente de la zona intermareal (+5, +0).
Asi, en las zonas expuestas (Bases 5, 6 y7),la
pendiente media es del orden de 1/40. Este valor.
aumenta (X decrece) a medida que nos aproxi-
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Figura 5. Funcién pendiente media.

mamos a perfiles mas protegidos contra la accién
del oleaje (Bases 4,3,2y 1).

Un aspecto interesante es la variacién espacio-
temporal de dicha pendiente, variacién que queda
determinada por la segunda autofuncion, figs. 0a,

Gb.
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Figura 6. Variacién espacial y temporal de la pendiente.
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En la fig. 6a se ha presentado la variacidn
espacial de la pendiente media. Como hecho a
destacar est4 el diferente signo de la autofuncion
en los perfiles 1, 2, 3,4y 5, 6, 7, de modo que
cuando aumenta la pendiente en 5, 6, 7 dismi-
nuye en 1, 2, 3, 4. Respecto a su variacidn tem-
poral, fig. 6b, se observa una oscilacién estacional
de los valores de las pendientes a las diferentes
condiciones a las que estd sometida la playa a lo
largo de un afio.

DISCUSION

Los resultados obtenidos al aplicar el método
FOE a los datos de los diferentes perfiles mues-
tran que éstos pueden ser representados por
medio un pequefio nimero de modos de oscila-
cién espacio-temporal representando la mayor
parte de la varianza de los datos. Si adoptamos
dos modos de oscilacién, el porcentaje de varianza
capturada asciende al 99.6 por 100, valor que
aumenta al 99.9 por 100 si tomamos tres modos.

Los perfiles de playa quedan, de este modo,
caracterizados por un perfil medio sensiblemente
constante a lo largo del tiempo y un perfil barra-
berma con oscilaciones temporales estacionales.
Si se desea un grado de precisién mayor, pode-
mos incluir un modo de oscilacidn tipo terraza
mareal con oscilaciones temporales de periodo
mas corto.

Las variaciones longitudinales del porcentaje
de varianza de los diferentes perfiles presentado
en la tabla 1 nos indican la mayor o menor corre-
lacién de los mismos con los modos de oscilacion
propuestos, asi como la importancia relativa de
las diferentes autofunciones a lo largo del sis-
tema de playa. En este sentido, la aplicacion del
método FOE a la variacién longitudinal de la
pendiente media intermareal muestra una rigidi-
zacién de la misma a medida que nos situamos
en perfiles correspondientes a zonas mas prote-
gidas. la interdependencia tamafio de granopen-
diente la playa de los diferentes perfiles esta
siendo objeto de estudio actualmente por medio
de una campafia topografico-batimétrica unida a
una toma de muestras de arena.

Las diferencias entre las dinimicas preponde-
rantes en los perfiles 5, 6,7 (oleaje) y los perfi-
les 1, 2, 3 (corriente de marea) se ponen de
manifiesto en las variaciones espacio-temporales
del segundo modo longitudinal (figs. Ga, Ob); asi,

cuando el oleaje aumenta en invierno, los perfi-
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les 5, 6, 7 se erosionan, rigidizdndose los taludes
de la zona intermareal; parte de este material
- alcanza por transporte longitudinal los perfiles 1,
2, 3, depositindose en la zona intermareal que,
de este modo, suaviza su pendiente. En épocas de
calma, la-barra de los petfiles de playa asciende
hasta formar la berma de verano, suavizandose la
pendiente intermareal. Los perfiles 1, 2, 3, por
contra, son erosionados por accién de la corriente
de matea que limpia el material excedente depo-
sitado en situaciones de temporal.

CONCLUSIONES

El método de funciones ortogonales empiricas
(F.O.E.) es adecuado para el estudio de'las varia-
ciones espacio-temporales de las playas, tanto en
lo que se refiere a modificaciones en perfil como
en planta, pudiéndose utilizar como una herra-
- mienta de disefio de playas.

La utilizacién del método en perfiles de playa
identifica el perfil medio y las variaciones esta-
cionales a las que estd sometido con formacién
de barras y berma. El'método sirve para deter-
minar las magnitudes de dichas formaciones, asi
- como su ocurrencia temporal'y la variacién de
dichas formaciones longitudinalmente en una

playa.

Por medio del método, se puedé analizar las -

modificaciones longitudinales de una playa, como
la pendiente intermareal. De este modo, se iden-
tifica zonas con caracteristicas homogéneas, tanto
espaciales como temporales, caracteristicas, por
otro lado, susceptibles de ser cuantificadas por el
citado método.
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APENDICE 1: Fundamentos teéricos del mé-

todo FOE

Una de las aplicaciones de la teorfa probabilis-
tica es la estimacién de una variable aleatoria en
funcién de una serie de datos disponibles. La
solucién 6ptima de dicho problema es, en gene-
ral, de dificil obtencién pero, si limitamos las
operaciones admisibles con los datos a operacio-
nes lineales y el «6ptimo» se interpreta en un
sentido de menor error cuadratico, el problema
se simplifica enormemente, quedando reducido a
una estimacion de minimos cuadrados. Este pro- -
blema fue resuelto por Wiener y Kolmogorof
(1940), basindose en el principio de ortogonali-
dad y su demostracién puede encontrarse en
Papoulis (1965).

El problema se plantea de la siguiente manera:

Sea h (x, t) la matriz formada por el conjunto
de elevaciones de un perfil a lo largo del tiempo
(h (i, j) = profundidad en el punto i en el punto
j). Podemos imaginarnos un perfil tomado en t
= t, como una muestra de un proceso aleatorio,
el cual deseamos aproximar por medio de una
combinacién lineal de un conjunto finito «l» de
funciones e, (x) que vamos a suponer Ortogo- -

" nales :

h(xt) = ¢ e, (0 + ¢ 0, (1) o+ €, (x)

donde h es una estima de h. Apliéahdo el princi-
pio de ortogonalidad tenemos que - '

G =E(h (5 t) e () D) /E (e (x) je (x) | =
= E (h (x,t)) e (x) {) / CEj 1=1,..,1

donde E () denota esperanza matemitica y CEj
representa la covarianza de las funciones e (x){

Generalizando para todas las diferentes mues-
tras ty, t,, ... - '

| 'c(t)i=E(h(x,t)e('x)‘i/CE‘i i=1,.,1 (1)

Andlogamentes, podemos imaginarnos las va-
riaciones temporales de un punto del perfil h (x,,
t) como una muestra del proceso aleatorio h (x,
t) y tratar de aproximarlo por medio’ de una -

- combinacién lineal de un conjunto finito de fun-

ciones c (t),, ortogonales _
h(x,t) =€ c(t), Fec(t), +..+e e
Siguiendo el mismo razonamiento, obtenemos:
e (x)i = E (h (x, t)-c (t); / CCj 1=1,..,1(2)
donde CC{ = E (c (1) j ¢ (1) ;) '
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Sustitii&egdo (1) en (2) tenemos
CCi CEje (x) i = (1/IK) HHT e (x)
donde
I = n? de puntos por perfil
K = n? de campafias
H=h(x,1)
Si denominamos
A = CCj CE;
A = (1/IK) HHT
resulta
Ae(x)i= Aje®i i=L.,1 (3

que es un problema de autovalores (1) de
una matriz real simétrica A, siendo e (x) los
autovectores o autofunciones espaciales correspon-
dientes. :

El desarrollo anterior se puede hacer para la
obtenci6n de ¢ (t)j, resultando:

Bc(®i= ric®i i=L.1 (4)
donde _
B = (1/IK) HTH

De este modo, los datos h (x,'t) se han des-
arrollado en términos de funciones ortogonales
(autofunciones) en espacio y tiempo

1
h(x,0) = Z c(tie X
i=1

. Si generamos funciones

K
CMi=c®i/ (T cni)?
n—=1 :

I
e’ x)i=e i/ ( 21 eni’)!/?

de modo que los desarrollos sean ortogonales
unitarios (ortonormales) tenemos

|
hx)= Z

=1

(riIK)Y2 7 (Die” (i
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