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Algunas ideas sobre disefio y representacién de
curvas en el espacio x

Jaime Puig-Pey y José Rodriguez
Doctores Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos.
Profesores de 1a ETS de Ingenieros de Caminos de Santander.

En este trabajo se introducen algunos conceptos y métodos basicos para representacion grafica y disefio
geométrico por computador. En lo relativo a la representacion gréfica, se realiza el estudio analitico del
proceso para hacer proyecciones axonoméiricas ortogonales dando bien la direccién normal al plano de
proyecci6n o bien los 4ngulos entre los ejes coordenados proyectados, de modo que la proyeccién quede
univocamente definida. Asimismo se analiza el proceso de representacién de algunos modelos de curvas
de gran interés en disefio, mediante el aprovechamiento de sus propiedades proyectivas, lo que se
traduce en mejorar la calidad del software para su representacion. Se presenta en detalle 1a construccién
de curvas en tres dimensiones empleando ciibicas de Bézier y splines cibicos. Este trabajo puede ser de
interés para quienes utilicen curvas en el espacio o en el plano como elementos de disefio empleando
como-datos de referencia poligonos de control o puntos de paso, y deseen considerar en el disefio un

cierto grado de continuidad-suavidad en los elementos disefiados.

1. INTRODUCCION

El disefio de curvas en el espacio es una actividad presente
en miiltiples aspectos de la labor del ingeniero: carreteras,
ferrocarriles, caminos para méviles guiados, directrices y
bordes de superficies de cubrimiento, etc. »
El desarrollo de los grificos por computador, al

permitir la visualizacién con realismo de un disefio nada

mds concebirlo, sin necesidad de construirlo fisicamente,
hace que el disefiador pueda incrementar la calidad y el
ritmo de su producci6n, asi como su propia satisfaccién en
el trabajo al liberarle de engorros intermedios.

Por otro ladlo, la propia capacidad del computador para
ejecutar procesos algoritmicos a gran velocidad, ha
permitido para representar las curvas el empleo de modelos
matematicos que, aunque mds sofisticados, son sencillos

en sus fundamentos, flexibles y admiten interpretaciones

geométricas claras.

En este trabajo se pretende ofrecer una aproximacitn a
estas temdticas, por un lado a un aspecto concreto de
medios de representacién y por otro al de elementos a
utilizar en el disefio.

En primer lugar se estudia analiticamente el proceso
para realizar la proyeccién axonométrica ortogonal de
puntos en el espacio, bien dando la direccién normal al
plano de proyeccién, lo cual es mas directo desde el punto
de vista del célculo analitico, o bien dando los angulos
entre los ejes coordenados proyectados. Este dltimo es el
modo tipico de dibujo en Geometria Descriptiva cldsica,
pero exige un estudio serio de casos posibles cuando se
plantea analiticamente.

A continuaci6n se comenta el proceso de representacion

de curvas en el espacio en forma paramétrica, y se analizan

ciertas simplificaciones en los algoritmos de
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representacién grafica cuando-los puntos-de las curvas se
pueden escribir como combinacién lineal de ciertos
vectores, debido a la estructura matricial del operador de
proyeccién utilizado. - R

Luego se presentan-dos modelos de curvas polinémicas .
a trozos muy populares: las ciibicas de Bézier y los splines

- ciibicos. Ambos responden al modelo analitico antes-

citado. No obstante presentan diferencias notables, como
son el caricter no interpolatorio del modelo de Bézier, que
se ajusta al llamado poligono de control; mientras que en’
el segundo si se interpolan todos los puntos dato. Por otro
lado las curvas compuestas de Bézier son de naturaleza
local, es decir, cambios locales no cambian toda la curva; a
diferencia de lo que les pasa a los splines ciibicos, en los
que se produce un cambio global en todo el desarrollo de la
curva. Se hace una revisi6n detallada de su proceso
constructivo, a fin de hacer el trabajo autocontenido 'y
facilitar al lector inquieto la construccién de su propio
programa en ¢l computador. ' ’

2. PROYECCION AXONOMETRICA ORTO-
GONAL |

Sea el punto r de coordenadas (x,y,z) en el espacio XYZ
tridimensional. Se desea obtener las coordenadas (x*,y*) de
la proyecci6n r* del punto r sobre un plano sobre ¢l que se
quiere hacer un dibujo 2D de la escena a que pertenece r.
Este proceso se puede realizar muy ficilmente (véase
Faux&Pratt 7, Foley&VanDam 8, Rogers&Adams 2)
para diversos tipos de proyecciones paralelas y puntuales.

" En el caso de proyeccién axonométrica ortogonal, que
es una proyeccién paralela sobre una plano arbitrario dado
.como plano de dibujo, se puede hacer mediante una
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transformacién matricial

. T
x X Y X
Y [=P-{yi=| g Ty (1)
Z" z 27 zZ
un

en que el plano de dibujo estd dado por su vector normal

unitario u; u, y u, son los vectores unitarios que

- representan los ejes coordenados OX* y OY* en el plano

de dibujo. Tanto u como u 1 ¥ u, son vectores columna

* de tres coordenadas dadas en el sistema del espacio XYZ y

deben verificar u = u Au, ( A significa producto

 vectorial). Obsérvese que al ser la proyeccién paralela, la

forma de la’ proyeccién sobre dos planos de dibujo
pparalelos es la misma, y por ello s6lo importa la direccién
normal. <

El punto proyéc;ado r® viene definido por sus
coordenadas x* e y*, ya referidas al plano del dibujo, esto
es, a los ejes u , Y u,. El escalar z* anterior tiene el
especial significado de representar la distancia (con signo)

desde el punto r en el espacio a Su proyeccién r* en el
plano del dibujo, de modo que es positivo o negativo
segiin r—r" tenga el mismo sentido o lo tenga opuesto
alde u. .

A efectos de dibujo, sélo se necesitan las coordenadas

x* e y*, por lo que bastan las dos primeras filas de la .

igualdad matricial anterior, y 1a relaci6n entre el punto r en
el éspacio y el punto r* en el plano del dibujo se
sintetiza con la ecuacién vectorial: r*=P" - r , siendo
P” una matriz (2x3) cuya primera fila es el vector fila
u 1T ylasegundael u 2T antes definidos. o

Desde un punto de vista prictico cara a programar la
tranformacién anterior, lo més frecuente es dar como dato
el vector w, normal al plano de proyeccién. Pero también
puede tener interés definir el plano de proyeccién para
dibujo dando los 4ngulos entre los ejes en la proyeccién
axonométrica, para aquellos usuarios que tengan menos
hébito de manejar vectores en el espacio. Ahora
comentaremos las dos situaciones. :

2.1. Definicién mediante vector de proyeccién

Dado el vector u, de modo que apunta hacia el -

observador, se plantea ¢c6mo construir los versores u LY

u, de los ejes coordenados en el dibujo, con algiin

criterio razonable, y recordando que para u Yy u, hacen

falta sias 3 coordenadas en el espacio XYZ. Téngase en
cuenta que para utilizar la expresién matricial dada para la
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Fig. 1
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proyeccién, hay -que normalizar los vectores; aunque para
los razonamientos que siguen no €s necesario.

El criterio consiste en ver siempre vertical ascendente
en el dibujo el eje OZ, y asimismo que la direccién de u 2

sea siempre vertical ascendente en el dibujo. S6lo hay un
caso singular, cuando el plano de proyeccién coincida con
¢l OXY, pues entonces la proyeccién de OZ es un punto.

Lo anterior obliga a que el vector v, se elija con la

direccién de una recta interseccién de dos planos del
espacio XYZ: un plano vertical r (paralelo a 0Z), que
contenga a la direcci6n del vector u y el propio plano de
proyeccién £ definido por u (Fig 1.a).

El anilisis de los planos de perfil que contienen a OZ y
a la direcci6n u, y la observacién de las plantas anteriores
lleva a que u, se tome atendiendo a las siguientes

2
expresiones:
Si u,>0: u, =-Ug; u2y=—uy (Fig. 1b)
Si'u,<0:u, =uy; u,, = Uy (Fig. 1c)
2 2
u, +u, .
Puesto qug tany=———T——, y u,, > 0,
2 2
uy +uy
entouces u 22 Erer—
. z luzl

Casos limites:

Si u,=0: u2x=u2y=0; u, =1

Si “x=“y=0’“2x=“21= 0; u2y=uz.

Por otro lado, se toma u, =u,Au Asi estd
totalmente definida la proyeccién axonométrica ortogonal.

Como caso particular, la obtencién de proyecciones
sobre los planos coordenados se reduce a elegir como
vectores u de proyecci6n: (1,0,0) para YOZ; (0,1,0) para
XOZ, y (0,0,1) para XOY (ver Fig. 2).

2.2. Definicién mediante dngulos entre ejes

En los sistemas de axonometria ortogonal usualmente
se adopta como plano del dibujo un plano arbitrario que, si
no pasa por el origen, cortard a los ejes Ox, Oy, Oz del
triedro de referencia en sendos puntos M, N y P, vértices
del denominado tridngulo de las trazas (Fig. 3a).

Como la proyeccién sobre el plano del dibwjo es .

ortogonal, cada una de las trazas es normal a la proyeccién
del eje perpendicular. Asi, la traza MN del plano Oxy es
ortogonal a la proyeccién Oz” del eje Oz, la traza MP es
perpendicular a la proyeccién Oy’ etc., con lo cual las
proyecciones de los ejes son las alturas del tridngulo de las
trazas y, en consecuencia, los dngulos entre los ejes

"proyectados son suplementarios de los angulos del citado
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d) Proyeccién XOY

Fig. 2 -
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tridngulo, es decir,

a .
A LA
B=2"0"x"=180°- N (2)

Fig. 3

Si u (A, B, C) es un vector normal al plano de
proyeccién y, por tanto, paralelo al QOO °, los vectores
directores de las trazas serdn:

MN: (A,B,C)A(0,0,1)=(B,-A,0)

PM: (A,B,C)A(0,1,0)=(-C,0,A) ¢ 3

NP: (A,B,C)A(1,0,0)=(0,C,-B)
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- con lo cual, denotando o el producto escalar, resulta

2
2 2 A ( PMoPN)
cos a=cos P=| ——mm———
' [PM]|.|PN]|
22
A ‘B
2 2 2 2
(A +C ) (B +C)
2
A (NMoNP»)

cos> B= cos >N = e
' INM[-INP| ,
2 2
_ A -C | ‘
2 2 2 2
(A +B ) (B +C.)
‘. A 202
cos27‘='cos2M,= 5 Bz -C 3
(A +B )-(A +C") |
( 2 C2 2 2 2
| 8 a=s——7 2-(A +B +C )
A B
2 132 2 2 2
= ] tg.,‘ﬁ=ﬁ-(A +B +C ) de donde
A -C :
2 A2 2 2 2
tg Y= 2-(A+B+C)
. B 'C
2 2
g a C
€’y A’
2 2 (4)
e B _ B :
2 2
g Y A

De esta forma, conocidos dos de los angulos formados
por los ejes proyectados, B y Y por ejemplo, puesto que
a+B+7y=360°= tg” a=1g"(B+7), para ob-
tener un vector u ortogonal al plano de proyeccién bastard
fijar una componente, por ¢j. A = 1, quedando las restantes

s |28 9% (B+v)
tg®y 1%y

Habria que analizar ahora las distintas combinaciones
de signos de dichas componentes A, B y C segiin los
valores posibles de By v, los cuales dependeran de que el
vector ortogonal al plano de proyecci6n sea paralelo al que
partiendo del origen se dirige a un-punto arbitrario de cada

—uno de los ocho octantes en qué los-planos coordenados _

" dividen el espacio (Fig. 4).
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x>0
y>0 () CD' z>0
O [ © [
© ] ® |0
y<0 O

Fig. 4

Considerando que la proyeccion del eje Oz sobre el
plano del dibujo es siempre vertical ascendente, las distin-
tas posiciones de los ejes proyectados desde los diversos
octantes se reflejan en la Fig. 5, permitiendo establecer el
conjunto de posibilidades reflejado en la Tabla 1.

El andlisis conjunto de la Fig. 5 y-la Tabla 1

conducen, de una parte a que la suma de los valores

absolutos de 8 y v ha de estar comprendida entre 90 y 270 Fig. 5
- 180°<Y <-g0°|—90°<Y<0°] 0°<Y<90°[90°<7Y < 180°|
. , A<0 A>0 I C  E
|- 180°< B < - 90° B<0 @ IMPOSIBLE | B<0 IMPOSIBLE
N B ' C<0 : C>0
: S : A<O : o A>0 -
~90°< B< 00 mposBLE | B<o (@ | mposieLe | B<o -(®)
, T C>0 ' C<0
A<0 ' A>0
o< B< g0° B>0(2) | MPOSBLE | B>o0 IMPOSIBLE
. ’ S A<0 A>0
90°< B< 180° IMPOSIBLE | B>0 (6) | MPOSIBLE | B>0
: o ) C<0. C>0
Tabla 1
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grados sexagesimales, y de otra a que si esos dngulos

- tienen el mismo signo, supuestos positivos en sentido

antihorario, han de ser ambos agudos o ambos obtusos,
mientras que si son de distinto signo debera ser uno agudo
y el otro obtuso.

Hasta aqui se ha estudiado el caso mas general.
Restan por ver aquellas opciones extremas en que €l plano

del dibujo.es paralelo a uno de los planos coordenados o

paralelo a uno de los ejes coordenados. En el primer caso,
el eJe ortogonal al plano del dibujo se proyecta sobre el
origen y los otros dos quedan perpendiculares, con lo que
uno de los 4dngulos dato entre ejes proyectados se
considerara nulo y el otro de valor absoluto 90°. En la
segunda opcién, los ejes del plano coordenado
perpendicular al del dibujo se proyectan opuestos y en
prolongacion, y el tercero ortogonal a ellos, por lo que dos
de los dngulos de la terna (o, B, ¥) tendrdn un valor
absoluto de 90° y el restante de 180°. Como consecuencia
de ello, 1a direccidn de proyeccién o vector perpendicular al
plano del dibujo no queda univocamente definido, aunque
si serd nula la componente del eje al que es ortogonal,
pudiéndose tomar las otras dos.con un valor convenido,
por ejemplo, ser iguales.

3. CURVAS EN EL ESPACIO
3.1. Definicion paramétrica y representacién grdfica

La representacion paramétrica r = r(u) es usada muy

frecuentemente para definir curvas mediante computador.’

r(u) es un vector de tres componentes en el espacio, de
modo que cada una de ellas, r (u), ry (v), r,(u) esuna

funcién escalar de u. Ademas, la curva suele tener una
estructura compuesta de trozos simples (segmentos,
tramos, spans), cada uno.con una representacién analitica
particular que, aunque responde a la estructura global de
toda la curva en su conjunto, tiene sus parametros
propios.

-Los modelos de curvas presentadas en este trabajo,
y otros también usados en la prictica, responden en cada
uno de sus segmentos a la siguiente estructura:

rw=v, f (“‘)+v2'fz(“)+}‘

6
v3-f3(u)+v4»f-4(u)+... . ©

dada por una combinacién lineal de cierta informacién
vectorial contenida en los vectores v, constantes, siendo

las funcxones f de naturaleza escalar Enla literatura,

‘estas funciones cscalares son llamadas a veces funciones’

mezcladoras (blending funcuons) por su papel combinando
o mezclando los vectores v . .

El proceso general para realizar la generacion y
representaciéon de una curva compuesta, que no tenga

28 i

necesariamente la estructura anterior, podria ser:
Proceso a)

Desde primer segmento a tltimo Hacer
Desde primer punto en segmento a ultimo Hacer
Inicio
Generar el punto r en el espacxo 3D

Generar el punto proyectado t* en el dibujo
PY L
_2(r"=P -r)
Representar punto proyectado sobre el dibujo
Fin

Por otro lado, la linealidad de la formula (6) permite
agilizar la representacién, para la que bastan las
coordenadas de las proyecciones de los puntos del espacio
sobré el plano de. dibujo. Teniendo en cuenta que la

relaci6n entre un punto r (3D) y su proyeccnén r* 2Den
el dibujo) es: r* = P’
puntos de cada segmento:

- 1, se puede escribir, para los

r(u)=P'- r{u)=
=(P'-vl)-f](u)+(l>' v2)~f2(u)+ )
+(P‘- v3)-f3 (u)+(P‘ v4)-f4 @) +...

La estructura algebraico-geométrica de las curvas no
varia en la proyeccion, en el sentido de poder expresarse la
curva proyectada como combinacién lineal de los vectores
proyecciones de los v, con las mismas funciones de

mezcla.

.
De este modo, operando previamente con P los
vectores v, el algoritmo para la representacién grafica

s

2D se puede expresar:

Proceso b):

Desde primer segmento a iiltimo Hacer
Inicio
*
Proyectar mediante la matriz P los vectores v ;

Desde ler punto en segmento a dltimo Hacer
Inicio , ]
Generar punto proyectado en el dibujo 2D
Representar punto proyeetado
. Fin:
Fin.. - .
Un sencillo conteo de operaciones nos permitird
comparar estos dos procesos. Para realizar la proyeccion de
b ;
un punto, r* = P - r, son necesarios 6 prqductos y 4

sumas. :
Se supondra que se tiene una curva compuesta con ns

" segmentos. En cada segmento se supone que hay np

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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vectores V.. La curva se evalia en nps puntos por

segmento. ,
Evaluemos el nimero de operaciones para el proceso

a). :
Por cada punto proyectado: i) Evaluacion de cada r :

3*np productos, 3*(np-1) sumas y np evaluaciones de f_;

i) Proyeccién para obtener r*: 6 productos y 4 sumas;
Total por punto: 3*np+6 productos, 3*np+1 sumas, np

evaluacionesde f, . En total: ns*nps veces mas.

Por ejemplo para un caso de ns = 10, np=4 y nps = 10
resultan 1800 productos, 1300 sumas y 400 evaluaciones
de f..

1

Efectuemos ahora el conteo para el proceso b):

En cada segmento, para proyectar np vectores base v .

por segmento: 6*np productos y 4*np sumas. Para evaluar
cada punto proyectado: 2*np productos, 2*(np-1) sumas y
np evaluaciones de f. . En cada segmento.nps veces mas.
Resumiendo, en total: ns*(6*np+np‘s*2?'f_x'1p) productos,
ns*(4*np+nps*(2*np-2)) sumas y ns*nps*np evaluaciones
de f.. ' ’

1

~ Por ejemplo para un caso de ns = 10, np=4 y nps = 10
resultan 1040 productos, 760 sumas y 400 evaluaciones de

f..
1
. La mayor eficiencia computacional del proceso b) es
clara para el caso particular expuesto. Esta situacién se da

" en la practica, por ejemplo con funciones ciibicas a trozos

como se presentan en este trabajo. Asimismo el mimero de
10 puntos a calcular por segmento para dibujarlo, estd
dentro de lo minimo necesario. Por otro lado, incrementar
el niimero de segmentos ns, acentia la ventaja del proceso

b).

La ventaja del proceso b) esti, en resumen, en la no
necesidad de calcular los puntos de la curva en el espacio
para hacer la representacién en ¢l dibujo. No obstante, en
1a fase final de disefio, en que hay que dar expresamente los
puntos de la curva en 3D pues seran necesarios para su
construccién o para otros tipos de andlisis, hay que
proceder inevitablemente a su calculo.

3.2. Ciibicas de Bezier compuestas

Estas curvas responden, en cada uno de sus tramos o
segmentos, a la estructura siguiente:

' 2
r(u)'=v0~(1—i1)3+v1-3u-(l—u) + ®

'+v2-3u2-(1—u)+v3-u,3, we [0, 1]

FEBRERO 1990
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Son un caso particular del més general:

: d
r(u)= Z'vi-
i=0

f, 4= (d) ui-(l—u)d_i
1, 1 ‘

£ @, uel0,1] |
' )

donde f, , son los denominados polinomios de

Bernstein. Verifican que para cualquier u, su suma para un
d fijado y variando i de 0 a d, vale la unidad, pues
responden a los términos del desarrollo de Newton de la
potencia d-ésima del binomio ((1-u)+(u)). Estos modelos
fueron empleados por Pierre E. Bezier 5 y Paul de
Casteljau 6 independientemente en las industrias Renault y
Citroén. : .

Para un tramo de curva con la ecuaci6n (8) se verifica:

0=?"("1—V0)~

co-vy. (8)
R P

I‘(l)=V3, (%) =3‘(V3'—V2)'
) 1

u=

El poligono determinado por los 4 puntos v . Vv,
2T llamados vértices de control, se denomina

poligono de control, por su incidencia en la forma del -
segmento de curva a que se refiere. Por un lado, marca los -
puntos y tangencias de arranque y finales. Ademas,
cualquier punto del segmento se puede poner como
combinacién lineal convexa de los vértices de control, por

- la propiedad antes citada de los polinomios de Bemnstein.

Por ello, todo el segmento estd contenido en el tetraedro de
vértices los v, para el caso 3D, o bien en el recinto

encerrado por el cuadrilatero definido por los cuatro v ., en

el caso bidimensional. Esta es la propiedad llamada de
envoltura convexa (convex hull) para el segmento de curva
de Bézier. :

Desde el punto de vista de uso de estas curvas en
disefio, interesa definir curvas compuestas de varios
segmentos, lo que se puede hacer definiendo poligonos de.
control consecutivamente dispuestos conforme a la
geometria que se quiere disefiar. Se puede obtener
continuidad de tangente en la curva disefiada con ciibicas de
Bézier si se elige el primer lado de cada poligono de
control en prolongacién del iltimo lado del poligono de
control anterior (Fig. 6).

Se pueden conseguir mayores érdenes de continuidad
entre segmentos, elevando el grado de .los polinomios
basicos, imponiendo restricciones adicionales a los vértices
de control 97 . Aqui nos restringimos a la continuidad de
la recta tangente entre segmentos.
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y

.,
1 i

Fig. 6

La construccién de curvas compuestas ctibicas de Bézier
se realiza dando vértices de control que- configuran los
sucesivos segmentos. Se dan- los 4 vértices del primer
segmento. Para cada segmento restante se dan tres vértices,
que afiadidos al iltimo vértice del segmento anterior
definen el segmento considerado y de este modo se
garantiza la continuidad simple entre segmentos. Para
garantizar la continuidad de tangente entre segmentos hay
que dar los vértices, como ya se ha dicho, de modo que ¢l
ultimo lado de cada poligono y primero del siguiente estén
en prolongacién. ‘

Se puede facilitar la tarea de clegir el poligono de
control, y més en el caso de disefio de curvas en el espacio
3D, mediante el siguiente proceso (ver Fig. 7).

Fig. 7 .

Se elige el vértice de arranque A del primer segmento.
Luego otros dos vértices B y C. Y se da otro punto D que
ya va ser el segundo vértice del segundo segmento. El
iltimo vértice del primer segmento, que.es a la vez el
primero del segundo, se elige en un punto intermedio del
segmento rectilineo CD. El disefio se prosigue dando el

.30

tercer vértice, punto. E del segundo segmento, y otro
vértice. mas F que ser4 el segundo del siguiente segmento,
cuyo primer vértice estar4 en el segmento rectilineo EF. Y
asi se prosigue hasta acabar el disefio. En el dltimo
segmento se da expresamente el cuarto vértice que es el
punto final de la curva compuesta. Los puntos datos son
entonces los A, B, C, D, E, F, G, H. Los vértices del
poligono son, junto a los puntos anteriores, el punto
intermedio del segmento rectilineo CD y el del EF. Estos
dos puntos son puntos de paso de la curva, adem4s del
vértice inicial A y el final H. No son de paso los demds
vértices. Para una mayor claridad, en la Fig. 7 se
representa, ademds de la curva en el espacio y su poligono
de control, la proyeccién de éste sobre el plano XOY.
Obsérvese el caracier local del disefio, es decir, que si se.
cambia un vértice de control dato no se modifica toda la
curva, sino solamente el segmento que contiene al vértice
modificado y el segmento contiguo al afectado que mds
cerca esté del vértice cambiado. ‘
Notese también que el nimero de puntos que se deben
dar como datos ha de ser par, y hay que dar seis como
minimo, en cuyo caso se tienen dos segmentos. El
nimero de segmentos resulta, con este esquema, igual a:
(n® de puntos dato/2) -1. En esie modelo de definicién de
cibicas de Bézier compuestas, queda como un grado de
libertad la ubicacién del punto de empalme entre los

. segmentos de curva, que debe darse sobre el segmento

rectilineo que contiene los dos lados del poligono de
control alineados entre segmentos y que precisamente -
comparten dicho punto como vértice. En la Fig. 7 se ha
elegido sobre el punto medio de dicho segmento rectilineo.

Para hacer la representacion grafica, hay que calcular en
cada segmento:

r(u)= (P‘- vo)-(l —u)jéL ]

+ Py -3u-(1—u)2+< ,
( IJ > an
+(P‘- vz)-3u.2-(1—u) +

+(P*-~v3»)-u3, ue[0,1] J .

es decir, conviene realizar sobre los puntos dato el proceso
b) de proyeccion explicado en 3.1 como paso previo a la
representacion de la curva, :

Para realizar la evaluacién de puntos en un segmento
simple de curva de Bézier con n+1 vértices de control v ;

resulta muy' itil el algoritmo de P. de Casteljau 3.6 . El
algoritmo se expresa como sigue: - -

viw = v a-w s v )
{i=1,...n; i=0,..,n-j} (12)
vio_(u)_=vi; v, =r)
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Para el caso de un segmento ciibico de Bézier obsérvese
el siguiente esquema triangular:

1,2 L3
Yo Yo 0 0=
1,2
Y Y 1
Vz v
Vs

3.3. Splines cithicos

El proceso de disefio con las curvas de Bézier utiliza el
poligono de control como referencia para sefialar el aspecto
general de la curva disefiada, marcando algunos puntos de
paso y direcciones tangentes. No se trata de una técnica de
interpolacion clisica, esto es, la curva disefiada no pasa por

todos los puntos dados como vértices de control. Cuando
_se desea disefiar una curva de formas suaves que pase por

todos los puntos que son datos, una alternativa interesante
y relativamente sencilla es emplear otra familia de
funciones polinémicas ciibicas a trozos. Se trata de los
splines ciibicos. ‘

En lo que sigue se presenta la generacion de dichas
curvas en 3D mediante una representacién paraméirica en

que cada componente del vector de posicién de sus puntos

es una funcién polinémica ciibica del parametro u de la
curva. Este proceso, abundantemente repetido en la
literatura 2+ 10, se presenta aqui con cierto detalle p
hacer este trabajo mds autocontenido. :

Para el segmento k-&simo, cualquier cibica en
paramétricas s¢ plantea:

4 . u
- =1
rk(u)_jglb‘kj'u =(b by by3byy) u?

v

. 03
ue [0’ Uy s 1]
(3x1) : (3x4) (4xi”
)

La curva resulta de la concatenacion de n-1 segmentos,
cada uno ‘con la ecuacién anterior -variando k=1,...,n-1
(Fig. 8). Para el segmento rk(u) se considerard en

principio u variando entre O y u T Los vectores b Ki

son vectores paramétricos de tres componentes, a
determinar mediante condiciones adicionales. La anterior
representacion se suele denominar representacion algebriica
de la curva.
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"Fig. 8

Es sencillo pasar a la representacién llamada
geométrica, implicando a elementos con una interpretacion
geométrica clara, como son los puntos inicial y final del
segmento k, ¥,y r ., yunos vectores tangentes en

ellos, r,y rl; , |- Basta desarrollar las cuatro igualdades

vectoriales:
dr (w) )
r(O=r_, in =T,
u=0 |
drk(u) : 3
() T do J o T Tkw
: U

que agrupadas conducen a la expresion matricial:

1 1 0 0

S 0w, 11
b . b b b . 2 =
( k1 k2 k3 k4) 0 L 0 2“k+1_
3 2
0w,y 0 3w,

= T T Ty pp) - o decin
B M =G (9
(3x4) (4x4) (3x4) i

De este modo, la representacion georﬁéuica queda:
r(w)=G _-M_ U=

- . . -1 2'3 T
= (" Tear Tk T M (Luut )
(15)

Lo anterior tiene validez para cualquier curva
polinémica ciibica a trozos, en la que se especifiquen
puntos de paso y direcciones tangentes en ellos.

Los splines ciibicos resultan como un caso particular
de este planteamiento. En ellos, las direcciones tangentes
en los puntos de contacto entre segmentos se. deducen
‘imponiendo las condiciones adicionales de que entre los
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a) Curva en el espacio

<) Proyeccion XOZ

segmentos_ el vector derivada segunda r '(u) es
continuo. De este modo, no hay que dar vectores tangentes
entre segmentos como datos externos, sino que se deducen
autométicamente. dados los puntos de paso - rJ

" Un ejemplo de spline paramétrico cibico espacial se
muestra en la Fig. 9, en la que la curva interpola los
- vértices de control de la ciibica de Bézier representada en la
Fig. 2.

Para una situacién como la de la Fig. 8, en que se dan
los puntos de paso T » Ty, Tp,y se consideran n-1

segmentos r (u) k=1,...,n-1, se tienen n incégnitas

vectoriales: los vectores r tangentcs en los puntos rJ

Se lmpondran n-2 condlclones vectoriales, reflejadas por la
continuidad de r’ “(u) en Fys Tas v T 1, Y SE

tendrd ain ﬂelellldad para elegir dos cond1c1ones
vectoriales més.

El vector derivada segunda r “'( u) en el segmento k-
ésimo-de la curva, rk(u) tiene la expres16n '

32

~ b) Proyeccién YOZ

3

d) Proyeccién XOY

rk(u)=(}k-Mk U =
=>(rk Tea1 T rk+1)'Mk

con k=1,.,n1. ‘
La igualdad del vector derivada segunda a ambos lados
de cada punto de unién entre segmentos, se cxpresa

1-(.o 0 2 6u’)T
(16)

(um) L0, i=1,..,n-2 a7

Desan'ollada esta condicion se tiene:

AT —T“ B T
Ui T +2-(“' 1+,‘?‘}'+_2)'7i+1 +
o LT 3".+1 T T
+u. T, = - T, -r, +
i+1 i+2 u i+2 i+1 [
. i+2
Uiva T T i
+ - -l r. -r, para i=1,...,n-2
u i+1 1

i+l : )
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que se puede agrupar matricialmente asi:

3un—l(r’l‘ ] T)+ 3“n( T T
u n n—1 u _l'rn—-l—rn—Z)

| a8)

Nétese que en cada ecuacion aparece una-combinacién
de vectores tangentes que equivale a una combinacién
debidamente pesada de las vectores cuerdas de los
segmentos implicados. Se tiene entonces un sistema con

. n-2 ecuaciones vectoriales y n incégnitas vectoriales, las

rl i=1,..n. Este sistema se puede completar con dos

ecuaciones vectoriales mds para equilibrar nimero de -

ecuaciones e incégnitas. Dos condiciones sencillas, que

son las tomadas en este trabajo, son: ¥ =T, -T Y

Frp=TFa— T _,.¢€8 decir, tangentes inicial y final en la

direccién de primera y dltima cuerda respectivamente. Se

pueden imponer otro tipo de condiciones, entre ellas las de -

los splines ciclicos, para construir curvas cerradas haciendo
coincidir primer y iltimo punto; las llamadas naturales,
que hacen cero el vector derivada segunda en los puntos
extremos; y otras 2:3:4,

El sistema anterior se reduce a tres sistemas lineales

con tres incégnitas escalares: las tres componentes de los

vectores tangéntes en los puntos base. Obsérvese que la.
matriz de coeficientes de esos tres sistemas es 1a misma, y -
que ademds tiene una estructura tridiagonal con dominancia -
de 1a diagonal principal. Cada uno- de los tres sistemas -

antes citados se resuelve rdpidamente en O(n) operaciones.

Una observacién a hacer sobre los splines ciibicos es
su naturaleza "global", que significa que basta que se
cambie un punto base para que se vea afectada toda la

" curva, pues cambia el sistema de ecuaciones que da los

vectores ri'. Desde el punto de vista de disefio, son
preferibles los modelos de curvas "locales”, como las

ciibicas de Bézier, en que las modificaciones sélo
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(us 2(u2+u3) u, o . .. ‘ r
0 u, 2(u3+u4) u, T
~ W ~ N r2 '
~ ~ ~ ~ E
0 u,  2(u _1+un) U ﬂr;‘T
n
( 3u2(rT_rT)+ 3u3(rT_rT) ’}
u3 3 2 02 2 1
) SURNO IO
_ u‘4A 4 3 u, 3 2

L ta ]|t ] )
o ..

repercuten en los segmentos mas proximos a la zona en
que se realizaron. g :

Obtenidos los vectores derivada primera ri' ,’se puede

evaluar el spline a lo largo de cualquier segmento k
mediante (15), resultando la expresion:

rk(u)=fk+ r;- _u+ 4 l

3 ' 1 — 2
+ r -r)- 2r +T uc+ |-
[uz ( k+1 k) uk”( k k+1)} |

k+1

, 2 1 : . 3
+[ 3 (rk—r¥+l)+:r_(rk+<rk+l)}u J

Yy K+1 .
(19)

Diferentes elecciones de los rangos de variacién

[O, ukH] del pardmetro en los segmentos lleva a

construir diferentes curvas. Ello tiene influencia en la '
variacién de la curvatura a lo largo de la curva I 7. Los
ejemplos aqui presentados toman el modelo més sencillo
consistente en que, para todos los segmentos,
ue [0, 1]. De este modo, y afiadiendo las condiciones

de "contomo" para rl' yr,, re=su]ta- el siguiente sistema:

[4 10 .. 0} 3 1~ "
1 4 1 .. T ’ T T
T3 3('4 -h )

: 2r T+r T-3 T
r- T \ n n-1 . rn~2
\"n-1 /

(n-2)x3

(n-2)x(n-2) (n-2x3 |

, 20)
La evaluacién del spliné se realiza con la férmula (19)
sustituyendo u, _, por 1.

Para hacer la representacién en el dibujo, ha§ que
aplicarA el _(_)pcrador matricial correspondiente. El punto

genérico r (1) se puede obtener, llamando r;( u) al

punto representado en el dibujo:

r;(u)= P - rk( u) =
: : ' . . T (21)
=(l’*-Gk)-Mk (1w u? us) ‘

Teniendo en cuenta que P es la matriz (2x3) de
proyeccién simplificada para el caso axonométrico

33




ALGUNAS IDEAS SOBRE DISENO Y REPRESENTACION DE CURVAS EN EL ESPACIO

ortogonal, se observa que, por la estructura de la
formulacién del modelo de spline, puede realizarse
ventajosamente de modo previo el proceso de proyeccién
de la informacién geométrica contenida en cada segmento

en los vectores tridimensionales ya conocidos LR

T Teare obteniéndose los correspondientes

g . L I * *
vectores bidimensionales T Tyes Tl T
sobre el plano de dibujo y que van a permitir construir
- tantos puntos como se desee del spline imagen sobre el
dibujo. Para la evaluacién de punto genérico del segmento
k en ¢l dibujo, se puede emplear la expresién (19) sin mas

que sustituir los vectores r y r’ porlos r* y r*
respectivamente. .
Para la evaluacién de cada una de las dos componentes
* . .
de r, , es conveniente emplear el algoritmo de Horner de

evaluacion de polinomios. El nimero de puntos interme-

dios tomados en cada segmento para la representacion en

los dibujos presentados es de 10. . C
Resumiendo, el proceso operativo se puede efectuar asi:

Principio
Leer puntos r
Calcular r,, k=1,..,n

(* Hasta aqui los cilculos no dependen de la proyccc‘ién

para dibujo *)
Calcular la informacién geométrica proyectada r; y

-

r; , k=1,...n'

Calcular las matrices P*. G . Mk-1

(* Pintar la curva desde el primer segmento al iltimo *)
Desde k=1 a k=n-1 ‘ ‘
Pintar r ; (u) punto a punto

Fin ‘ ‘

4

4. CONCLUSIONES

A través de algunas iluétraciones sencillas se ha pretenaido

poner de manifiesto que las técnicas de disefio geométrico

y representacion grfica asistidos por computador son una
realidad manejable con facilidad y cuyo uso hay que seguir
potenciando en todos los 4mbitos del disefio ingenieril,
técnico, artistico, etc. La comprensién de técnicas

geométricas clisicas, junto a planteamientos algebriicos.
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matriciales facilitan la formulacién clara y eficiente de este
tipo de problemas. Entre otras cualidades, pone de
manifiesto mds claramente las situaciones en que podria
realizarse procesamiento paralelo. Se ha presentado aqui el
tratamiento de la proyecién axonomiétrica ortogonal, bien
dando como elemento de definicién un vector ortogonal al
plano de proyeccion o bien dando los dngulos entre ejes,
esto Gltimo mds tradicional én el uso manual de ese
sistema de representaci6n. El incorporar estas opciones a
un programa de computador exige el estudio analitico
exhaustivo de las posibles situaciones aqui realizado. Por
otro lado, se ha puesto de relieve la conveniencia de
considerar la estructura algebraica de las ecuaciones de las
curvas, pues ello conduce a simplificar la compleéjidad de
los algoritmos de representacién.

Los modelos de curvas de Bézier, splines, etc.
surgidos en los afios sesenta, se han ido perfeccionando y
comprendiendo mejor, por lo que debe extenderse su uso,
tanto en disefio bidimensional como en tres dimensiones, -
Asimismo estas ideas son aprovechables para el disefio de -
superficies. ‘

' Para la confecci6n de las figuras en este trabajo se
ha empleado un Macintosh SE con una resolucién de
512x342 pixels, lo que tiene incidencia en la calidad de los
dibujos obtenidos.
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