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- La lncertldumbre en Ios datos la existencia de una estructura es-
- pacial, la necesidad de ‘disponer de una. medida del error cometido =
. -en la estimacion del fenémeno en los puntos en los que no se dispo- .
" -nia de datos con la intencién de minimizarlo, fueron algunas de las ..
" razones que dieron lugar. al nacimiento de la Geoestadistica para su,
~‘uso en la mineria. Pero, y aunque hasta el momento no ha captado
la_atencion’ del Ingeniero*de. Caminos, la Geoestadistica-se ha mos-
.. trado como un potente instrumento para ser usado_en el campo de-
" las ciencias del agua. Algunas de las aplicaciones han sido: dibujo
- automdtico de curvas de. nivel, evaluacion de recursos medios, ca-
librado de modelos disefio y optlmlzaCIon de redes de medida, y

s:mulaCIon

z

- INTRODUCCION

“Los datos utlllzados en CIenC|as como Ia hl—' '
. drologia o la hidrogeologia (pluvlometrla, trans- -

misividad, coeficiente de almacenamiento, co-

tas piezométricas..) son utilizados, en la mayoria

de los casos, en modelos deterministas. Algun
método de intérpolacion que implicitamente ad-
mitird una variacion regular del fenémeno en-
tre dos puntos conocidos tiene que usarse pa-
ra obtener valores en los puntos desconocidos.
Pero los datos ni varian: regularmente ni son su-

ficientes en nimero para darnos una vision glo- .

bal de su variabilidad ni siquiera son conocidos
con certeza: o existen errores de medida o se
han obtenido de manera indirecta (como ocu-
rre con la transmisividad obtenida a partir de la
capacidad especifica). Para tener en cuenta,
tanto la incertidumbre como la variabilidad de
los datos, es necesario recurrir'a una aproxima-

cién probabilista, mas exactamente a una apro- -

ximacion estocastica cuyo objetivo serd mode-

" lar teniendo-en cuenta dicha incertidumbre. -
Esta incertidumbre en los datos, el conoci-

miento de una estructura espacial en los mis-

mos. y la necesidad de poder estimar la canti- -

dad de oro extraible en las minas de Africa del

(*) Se admiten comentarios sobre el presenté articulo, que podran -

remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta el 31 de enero de 1987.
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~Sur.a partir de‘los datos preporcionados por los
.~ sondeos, con la méxima fiabilidad posible dio
“lugar al nacimiento de una nueva rama de la Es-
' tadistica que primeramente - fue.formulada en

base a resultados experimentaleés y que termi-
né formalizdndose en Ia teorla de la vanable
regionalizada.

La teoria de Ia variable reglonallzada desa-

rrollada por Matheron (1967 y 1971) y el méto-

do de estimacion por él propuesto'y que dio en
llamar krigeage se han mostrado como herra-

-mientas propicias para el tipo de aproximacion

perseguido. Esta teoria que. inicialmente se uti-

* lizé en la evaluacion de recursos mineros y que

dio lugar al nacimiento de la Geoestadistica

-pronto encontré aplicacién en otros campos co-
' mo la hldrologla -y la hidrogeologia.

" En el resto del _artgculoharemos una revision

" de los conceptos basicos de la Geoestadistica -

y presentaremos algunas de las aplicaciones que
en el campo de las ciencias del agua. han sido

- llevadas a cabo desde 1974.

VARIABLE REGIONALIZADA Y

VARIABLE ALEATORIA -

Las variables -utilizadas en los modelos ma-
- tematicos ‘'usados-tanto en hidrologia como en
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. Flgura 1 —Aspecto estructural y: aleatorlo de una varlable re-’.

' 'hidrogeoiogfa‘varian de un punto a otro, ya sea

- Zona.rica v
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glonallzada

. en el espacio o en el tiempo. Al mismo tiempo

:'otra parte, mantlenen una mena correlacnon es— :

incluyen un cierto grado-de incertidumbre de-

bido a errores de medida o a la mera extrapo- . ,

lacién de un valor donde no existe dato.Y, por

_pac1a| o -temporal.

Desde el punto de vista' matematlco tal tipo

de variables son conocidas -como variables re-

. gionalizadas, siguiendo la terminologia de Mat-

heron (1971), y pueden representarse por una

“funcién z(x) que proporciona un valor de la ca-

racteristica z en cada punto x, donde x es un -

vectorcon 1,263 componentes. En esta fun-
cién pueden apreciarse dos componentes: a pe-

quefia escala presenta un comportarmiento erra- .

tico mientras que a una escala mayor se observa
claramente una estructura espacial como pue-
de verse en la Figura 1. La teoria de la variable
regionalizada tiene en cuenta este doble aspecto
aleatorio y estructurado, al utilizar una aproxi-
macién probabilista para poder representar el
comportamiento erratico a nivel local junto con
el caracter estructural a nivel global. .

‘Una variable aleatona es una variable. que to-

ma sus valores seguin una cierta-distribucion de -

probablludad (seguiremos el.convenio de repre-
sentar con letras mayusculas la variable aleatoria

y -con minusculas cada posible valor de la mis-
- ma). Desde este punto de vista, una variable re--

) _glonallzada puede entenderse como una reali-
- zacion de un conjunto de varlables_aleatonas

que a partir de aqui llamaremos funcién alea-
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. mos.de considerar. {zlx,); 2(x);.
n variables-aleatorias distintas, a conS|derarIas

- tona y que representaremos por Z(x) Quedan :
...recogidos los dos aspectos antes citados; pues;
~en cada punto.x;, Z(x)) es una variable aleato-

ria con lo que se recoge esa variabilidad ‘a pe-

quefia escala, pero la funcion aleatoria es tal -
‘_-,que Z(X) y. Z(x +-h) no son independientes si-

“ho que guardan una correlacion espacial que re-
fleje la estructura de la vanable regionaliza-

 da z(x). z’ ‘ :

Esta mterpretamon probablllsta de la-variable

. 'reglonahzada no tendria sentido si no pudiéra-
*.mos inferir las distribuciones de las distintas va-
_riable aleatorias a partir de los datos disponibles.

" Ahora bien, para.inferirla- distribuciéon de una -

variablé aleatoria necesitamos conocer un na-

mero suficientemente extenso de posibles rea- -

lizaciones y, de las variables regionalizadas, sélo

disponemos de una realizacion (por ejemplo, los-

valores de transmisividad medidos en un deter-
minado acuifero) de la que ‘es imposible dedu-
cir las distribuciones de cada una de las varia-

_ bles aleatorias que asignamos a cada punto del -
espacio. Se necesita, por tanto, establecer la hi-

potesis de estacionaridad, que no debe verse

. ‘como una limitacion del alcance de la geoesta-
“distica puesto que no es otra cosa sino 'una hi-

poétesis mas de las que constantemente se ha-

‘cen.en Estadistica y que, por ejemplo, también

se hace en el estudio de series temporales.

ESTACIONARIDAD

~ Si el fenébmeno en estudio se considera ho-
. mogéneo en el espacio de manera que la fun-

cion aleatoria puede repetirse a si misma de un

‘punto a otro, entonces puede establecerse la hi-

pbtesis de estacionaridad segan la cual, dos va-
lores experimentales z(x,).y z{x, + h) aunque
son dos realizaciones distintas de dos variables
aleatorias distintas, puede considerarse que po-
seen la misma distribucién de. probabllldad De
este modo, los momentos de la Gnica funcion

" de distribucién a tener en.cuenta, la misma para
todos los puntos del espacio, podrian ser infe- -
ridos del conjunto experimental ‘de datos:

{z(x1), z(x,, ..., z(x )}. en otras palabras; pasa-

. z{x ){ como

como n reahzamones de la misma dlstnbucnon
‘Esta hipotesis, que formalmente equivale a
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UNA INTRODUCCION A LA GEOESTADISTICA Y SUS POSIBLES APLICACIONES

decir que la funcién de distribucién de proba-
bilidad conjunta de n variables aleatorias es in-

~ dependiente de la posicién absoluta de las mis-
mas y sOlo depende de su posicion relativa, es

demasiado estricta y suele relajarse para los. pro-
positos perseguidos en geoestadlstlca La esta-

_cionariadad se limita, al primer-momento de la
~variable y, al segundo momento de las diferen-

cias, esto es, el valor medio de las variables
aleatorias es independiente de la posicion y la

. .varianza de las diferencias entre dos variables
_ aleatorias separadas por un vector h sélo depen-_

de de dicho. vector

{Z(x)} v;,x' . (1){

' Var{Z(x + h) Z(x)] = E{[Z(x + h)

hﬁzum}—%m)v&'mx’

i

" una vanable reglonallzada que cumple estos re- .
> quisitos se dice deb|lmente estacnonana de se-

gundo .orden.
-La condicion (2) es el soporte deI mstrumento

- mas-importante de que dispone la Geoestadisti-
ca: el semivariograma. El semivariograma, que .
denotaremos 7, se define como la mitad de la -

varianza de los incrementos y es una funci6n

'excluswa del vector h. Conviene hacer notar,

con el -fin de evitar malinterpretaciones, que al-
gunos autores se refieren a la misma cantidad

- 7 con el nombre de variograma, aqui por vario- -
-grama se entendera 21(h) y su valor es:

21(h) = E{[Z(x + h) Z(x)] }

'

@)

~

e 'ylx) es otra variable regionalizada que repre-

20x)

'/)

Figura 2. —Entorno en él que una vanable no- estacionaria
puede conmderarse Iocalmente estacuonana

"en el caso en que la variable,regionalizada'pre-

sente una deriva apreciable incluso a pequefia
escala, es posuble abordar el problema recurrien-
do a la descomposicién z{x)} = m{x) + y{x) co-

: mo ‘se verd mas. adelante,’ donde m(x) es'una

variable regionalizada que representa la deriva

senta las ‘fluctuaciones respecto a esa deriva y

' que podemos asumir tiene valor medio nulo.

SEMIVARIOGRAMA

El semivariograma teérico quedo definido en

. {3) como un medio de la varianza de los incre-

‘mentos y que bajo la hipétesis de estacionari-

En;la_préctica‘ la hipétesis de débilvestacion'a-f o

ridad de segundo orden todavia se 'reiaja mas
“exigiendo, Gnicamente, que se verifique solo pa-
ra un determinado rango del vector h, que co--
'rresponde a la escala.de trabajo. Asi; 'la varia-
ble regionalizada’ sera Iocalmente débilmente

estacionaria de segundo orden. Consideremos,
por ejemplo el conjunto de alturas piezométri-

cas en un acuifero. A nivel regional es claro que .

existe una deriva en la direccion del gradiente
pero que generalmente es lo suficientemente

. pequefia como para que en un estudio local po-
' damos considerar que las alturas piezométricas

son estamonanas (Figura 2). De todos modos

'O“CPTUB_',RE 1'986 R

dad de segundo orden puede ser inferido facil-
mente del conjunto ‘de datos experimentales.

~ Estimaremos .

E((Zx+h —z(0 )
con ) |

donde N = ndmero ‘de parejas separadas por el

vector h que se pueden encontrar en el conjun-

to de datos. Puesto que, generalmente, los pun-

. tos estan irregularmente distribuidos en el es-

pacio, éstos tienen que ser reagrupados en

clases para poder calcular la varianza de las di- -
ferencias. Asi, en lugar de fijar-una direccién y.
un médulo del vector h, se fija un angulo (que

generalmente no serd mfenor a 1/8 de circulo)

y un rango para el médulo; de tal manera que -

todas las parejas que quedan dentro de ese an-
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UNA INTRODUCCION A LA GEOESTADISTICA Y SUS POSIBLES APLICACIONES

gulo y cuya separacion esté dentro del rarigo
fijado se consideran en el célculo del valor del
semivariograma para la clase asi definida.-

El semivariograma debe valer cero en el ori-

_gen por definicion, e.ir incrementando en valor *

a medida que el vector h’ aumenta en moédulo
.y.la correlacién espacial se p:erde Es una fun-.
‘cibn simétrica, esto es, toma el mismo valor en
h.que en — h. El semivariograma contiene en
'$i mismo gran cantldad de |nforma0|on y posee’

unas caracteristicas que pasamos a analizar.ya ’
. que’ pueden ayudar en la |dent|f|cac10n del fe-

: nomeno en estudlo

Amsotropla

Pues Q que eI semwanograma ‘es funcuén de"?

un vector, podemos calcular para diferentes di-

recciones diferentes semlvarlogramas funcién del S

modulo La comparacion entre ellos puede re-

-velar la-existencia de anlsotropia en. -el fenome- ’

“no en estudio. - (Flgura 3)

°’L‘"‘ ‘ : -

Ihl(m)

Flgura 3 Reflejo de la anisotropia en el semlvanograma En
: este caso Ia varlable regionalizada es-la cant|dad de Cobre en
: cierto deposrto . .

Comportamlento en el orlgen

Pueden presentarse cuatro diferentes com-
~ portamientos cuando. el médulo del vector.h . .

‘tiende a cero: ‘parabélico; linear,. dlscontlnuo Yy
‘efecto pepita puro. En la figura 4, tomada de

-Journel y Huijbregts {1978) puede-verse-la evo- -
lucion de 4:piezémetros en Korgoho (Costa de .
- Marfil) a lo largo de 6 meses. y-los respectivos

_semivariogramas que se. obtienen., (En este
- ejemplo el fendomeno es. umdlmensmnal y ‘estu-
dna variabilidad temporal)

Parabollco El comportamlento parabollco es—
g to es, T(h)oz/ h/2 representa un fenomeno ex-

© 786
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Figura 4 Dlstlntos comportamlentos de| ‘semivariograma en-

eI origen. Piezometros 3 y 4, efecto pepita; piezometro 33, ii-
neal; piezometro 18 parabollco

tremadamente continuo donde la primera de las

" derivadas existe en el origen. Es el caso del pie-

zémetro numero 18 donde la cota piezométri-
ca estd muy profunda y el efecto de las recar-

gas discontinias por lluvias no se- aprecian. -
~ (Notese que un fenémeno cuya variable regio- .
. nalizada estuviera definida por una funcién 1i-
neal tendria exactamente un semlvanograma
*- parabdlico).

Lineal. El comportamlento lineal r(h)a/h/

- corresponde a un fenémeno menos regular que.
‘el anterior, el semivariograma es continuo pe-
-ro no diferenciable. Es.el caso del piezbmetro

.33 donde la cota piezométrica esté lo suficien-
temente. profunda para que el efecto- de las llu-

_ vias quede casi completamente "‘amortiguado |

: aunque ‘presenta algunas dlscontmundades de- ,

" bido ‘a grandes descargas :

DISCOﬂthIdad en el orlgen Conocndo como
este comportamnento mdnca
que la variabilidad entre-dos, puntos aunque ‘es-

.tén muy proximos puede ser bastante grande,

tanto mas grande cuanto mayor.sea la discon-
tmundad de r(h) en eI origen. Ia denomlnacaon

REVISTA DE'OBRAS PUBLICAS
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proviene de los prlmeros tlempos en que la
Geoestadistica se utilizaba en la prediccion de
la cantidad de oro que se podia esperar en las

-explotaciones mineras de Suréfrica y del hecho
de que esta cantidad de oro podia tener gran- .

des vatiaciones entre dos muestras tcmadas una

."junta a la otra si una de ellas tenia una pepita
'y la otra no. Esto. es representativo de un fe-

némeno.irregular y el-efecto pepita es una me-
dida del caracter aleatorio de la variable regio-

nalizada que no puede explicarse por la distan-
cia que separa las muestras. Este caracter alea-
- torio puede ser debido a errores de medida o .
a ‘microvariabilidad que, aunque: continua, no -
puede detectarse’ a la escala de trabajo Es el
- caso-de los piezémetros 3y 4 en los que la.co- ..

ta piezométrica esta proxima a la superficie y

“la respuesta a las acciones exterlores (Iluwa en .

este caso) es CaSI mstanténea

. Efecto peplta puro Corresponde aun feno- v
meno puramente aleatorio: la variabilidad espe-

rada entre dos puntos es mdependnente de la

situacion de los mismos, es decir 7(h) = C, pa-'

ra-todo h>0. Este es un. efecto que pocas
veces puede presentarse en el campo experi-

“mental y que, en general, no es deseado. Ima-
. ginemos -que la variable regionalizada, transmi- -

sividad, presentara un efecto pepita puroc con
un determinado valor C que habria sido estima-

- do igual a la varianza muestral, en este caso el

hecho de que conociéramos los valores de la

transmisividad en un determinado nimero de .

puntos, no: nos -aportaria ninguna informacion

a la hora de- estimar los.valores en localizacio--
nes desconocidas, por muy proximas que fue-
.ran a las-conocidas. Solamente tendriamos una

idea del rango de variabilidad esperado medi-
do éste por la: varianza muestral. .

[

'COmpo'itamiénfo en'el infinito‘

En cuanto al comportamlento en eI infinito
hay dos posnbllldades que el limite del semiva- -

riograma cuando h tiende a infinito exista o que

. Nno exista. En el caso de que exista, diremos-que
-el modelo presenta meseta y representa un fe-
“némeno cuya capacidad de variacion entre dos

puntos aumenta con la distancia entre Ios mis-

mos hasta que aIcanza un maxnmo que corres—

OCTUBRE 1986
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pondera a la varianza del fenémeno. El valor de
h para el que el semivariograma se estabiliza se
conoce como rango o alcance. Si no existe me-
seta quiere decir que el fenébmeno tiene una ca-
pacidad infinita de variacion, y por tanto la va-

rianza aumenta ‘con el tamafio del area’

considerada. :
‘El hecho de utilizar el semivariograma en lu-

gar de la covarianza permite trabajar con estos -
- - fenémenos que presentan-una capacidad infi-
_nita de variacién espacial. Hay que sefialar que

semivariograma y -covarianza son términos uni-

- vocamente equivalentes, siempre que el fené-

meno tenga meseta, relacuonados por la expre—

~rih) ;‘C(Oi

’

‘—'.-C(‘h.) ~‘_[5]

jdonde C(h) es la. covarlanza entre puntos sepa-.

rados por el vector h, 'y, por tanto, C(0) repre-
senta la varianza del fenémeno en si.

SEMIVARIOGRAMAS TEORICOS

Para las aplicaciones que veremos es impor-
tante ajustar un semivariograma teérico a nues-

“tro semivariograma experimental con diferentes

propésitos, como poder automatizar los proce-
sos de calculo o, mas importante, poder carac-
terizar la estructura espacial de nuestrc fanéme-

‘no- con pocos parametros. Pensemos, por
 €jemplo, en la neceSIdad de estimar el campo
“de transmisividades de un acuifero a partir de
" unos pocos datos con la mayor confianza po-

sible. Un_método consiste en establecer una
funciéon objetivo con tantas incégnitas como

- puntos a estimar con la intencién de minimizar
. las desviaciones entre los valores simulados y
" -los observados durante cierto periodo de tiem-
po (lo que se conoce como problema inverso), .
- Otro método maés simple consistiria, no en es-

timar puntualmente los valores de la transmisi-
vidad en cada. punto sino estimar los pardme-
tros del 'semivariograma que caracterizaria el

modelo. Los semivariogramas teéricos mas uti--

lizados sélo cuentan con 'dos parametros. La
combinacion lineal de éstos puede, llevarnos a
modelos mas sofisticados que en ningun caso
suelen sobrepasar los-cinco parametros y que
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son capaces de representar caS| cualquner tlpo

de fenémeno.

Cualquner funcion no puede utilizarse para re-
presentar un semivariograma, se requiere que
" la funcion sea. condicionalmente definida ‘posi-
tiva para sat|sfacer que la varianza de cualquier

" . combinacion lineal de las variables aleatorias re- .
- presentadas sea no negativa. Puesto que la va- '
. rianza de una combinacién lineal de variables -

aleatorias que cumplan la condicién de local dé--

'bil estacionaridad de segundo orden puede ex-
presarse como: - . .

Var[ E o Z(x)] =
E Z aaC(x

7 sise hace uso de Ia relaC|on (5) y se anade la’

cond|C|on de que’ .

o Ea.—o o m

';gse llega a que » : v
Var[ EaZ(x)]—
E Eaa,r(x—x)>0 s

'es decir, —z debe ser una funC|on deflmda po-
sitiva bajo la cond|C|on de que = o; = 0.

x)_ , (6)

Las expresuones analiticas de los semivario-

: gramas que satlsfacen la condicién (8) y son de
uso mas coman puede verse en la tabla 1y su .

representacion grafica-en la figura 5. La exis-
tencia del efecto pepita mencionado-se intro-
duce sumando una constante al. semwanogra-

ma salvo en -el ongen donde por deflnlcu&n.

0) =

L

SR

Aoi
N

Q) perem————

anura 5.— Semivariogramas tedricos. a) Monomlco
b)_ Esférico, c) Exponencual d) Gaussiano.

: .TABLA1 '

EXPRESIONES MATEMATICAS DE LOS SEMlVARIOGRAMAS TEORICOS MAS UTILIZADOS

T'ibo: Y ‘Férm'ula. . ez"fé‘l"(‘)‘:g:n Rango  Meseta
- Efecto pepita.  y(h) = C (1.—8) : = 0 C
S S 0<A<1 o
Monémico .. yh) = w Ihl)‘ - = %) o co
R ' o ' ‘ 1<x<2 o :

- v'Esféric'ov‘ Sy = 278 2 a 3w/2a ca - e
et S h<a : :
Exponenmal © yth) = @ [1—exp (—|hl/a)l ' w/a " 3a w -
A__Gaussnano’ Cylh) = o [T —exp (—|hP2/a3)]. 0 a3 W
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’ .Flgura 6.—Ejemplo dé'ser'n'lvanograma muestral y ajuste de un

semlvanograma esférico. La variable regionalizada considera-
da es el logaritmo de la trasmisividad..

" El hecho de que la.varianza de los eStirhé,go-'

- res de los valores del semivariograma sea gran-

de hace que el ajuste de un semivariograma
tedrico a uno experimental requiera una gran

_dosis de sentimiento por parte del ingeniero,
sentimiento éste que provendra de un exhaus-.

tivo conocimiento de la informaciéon accesible
que permita intuir parte de la informacién en-
cerrada en el semivariograma como por ejem-

plo, si, para la escala de trabajo, el fenémeno -

tendra meseta o no, si se espera un comporta-
miento en el origen de tipo parabdlico o discon-
tinuo, ‘si se espera un fenémeno is6tropo o ani-

sGtropo o cudl sera el alcance en cada direccion’

de anisotropia. Un ejemplo de semwanograma
experimental y del «sentimiento» que se nece-

sita para ajustar un semlvarlograma teorlco pue-

de verse en Ia _Figura 6.

‘VARIANZA DE LA ESTIMACION

Una de las apllcaCIones de la Geoestadlstlca ‘

es estimar los valores de los pardmetros que de-
finen el fenbmeno a la;vez que proporcionar una
medida de la exactitud de dicha estimacion. Es-
te Gltimo punto no es contemplado por ningin
otro método de estimacién y el semivariogra-

" ma es la herramienta que puede ser utilizada pa-
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ra evaluar la validez de cualquier estimacién li-

neal a través de la-varianza de la estimacion.
" Consideremos la estimacion del valor medio .

de nuestra variable: regionalizada sobre un do-

* minio o soporte V que representaremos por
'z, (x) (x puede ser el centro de gravedad del

soporte y para ahgerar la notacién se omitira sal-

" vo que sea imprescindible). Para esta estlma-

cion utilizaremos los 'valores medios {z, (x), i

=1,...n}-en.n soportes v, Un ejemplo. podria
- ser Ia estimacioén de la precupﬂacuén media en.

una cuenca a partir de los valores medidos en
n estaciones donde el soporte V seria la totali-

dad de la cuenca y el soporte v, seria el drea

del pluvibmetro que, en este caso, es tan pe-
quefia respecto a V que podria considerarse co-

" mo puntual. El valor estimado, que denotare-

mos con un asterisco como superindice, sera
una cierta funcion de los datos dependiendo del

" método de estimacion escogido (media aritmé-

tica, media geométrica, poligonos de Thiessen
o cualquier otro) z,” {x;'= f({z,.(x),.i = 1,...,n}).
El error cometido en esta estimacion vendré da-
do por la diferencia z,—z,” vy se mantendra
desconocido. Ahora bien, puesto que z, ‘es
una funcion de z,” podemos ‘considerar que es
una realizacién de la variable aleatoria z, defl-

-

nida por la misma funcién anterior en’ termlnos '

de z,. Y, a partir de ésta, definir una nueva
funcion aleatoria R(x) = Z (x) —Z(x) de-la
que podremos inferir su distribucién de proba-

bilidad o al menos sus dos prlmeros momentos

Consnderemos el 'caso en que la funcnén f que

“proporciona el valor en el punto a estimar a par-

tir de los datos medldos cumple Ios S|gmentes
reqU|S|tos ' ‘

a) Es msesgada,‘es'to'es' N

E(zr=E(z) . @
| :b) " Es lineal, esto es )
Zb= Y azZlx) . [10)

i=1

calculando el valor esperado en (10) y recordan- .

do que los subindices v y .V sélo hacen referen-.
cia al'va‘lor-medio de la variable Z:en el corres-
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. pondlente soporte se Ilega a que para que Ia
. <~jcond|c10n de sesgo nulo (9) reqmere

AR

E o [11]

La condncuon de sesgo nulo se traduce en. que

Ia esperanza matematica de los residuos, R(x),

‘es nula y el -hecho de que escojamos funmones

lineales hace-que sea sencillo obtener una ex-

‘presién analitica de la varianza de dichos resi-
- . duos que llamaremos varianza de la estimacion
{02).. Tras aIgunos calculos se Ilega a:.

05=E{[Z ——Z*] }—

—E{(Z,~ Ef a{z,(kinz‘i .

2 E o T(V,,V)—T(V V) —
E Eaa‘r(v,,v) o [12]

donde r(v V) representa el valor medlo del se-

- mivariograma 7{h) cuando.un extremo del vec-

tor h se mueve sobre vy el-otro extremo se

vmueve sobre V.

Esta expresion, lndependlente del metodo de

) estimacion usado siempre que ésta sea lineal y

cumpla.la condicién (11), nos da una medida
de la confianza que podemos depositar en nues-

 tra estimacion. Asimismo, incluye cuatro esen- -
_ciales factores que condncnonan |a cahdad de.

cualquier estlmacmn

a) ‘Se taene en- cuenta la geometria deI _sopor-
te a estimar V, a través del segundo térmi-
no:-ya que el semlvarlograma es una fun-

.- cion creciente con h, el valor medio sobre

© un soporte V sera creciente con el tamafio
del soporte. . Intuitivamente cuanto mayor
"sea el soporte V, mas facil debe ser la esti-

macion. de su valor medio puesto.que las’
irregularidades habran quedado promedia-

das y tendera a estar préximo al valor me-
. dio de Z.

b) Se tiene en cuenta la posible redundancia
del conjunto de datos que se utilizan en la
- estimacién a través del Gltimo término,

Cuanto.més proximos se encuentren entre

790
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_ si los datos menos informacion pueden pro- .
porcionar lo cual corresponde a pequefios .
valores de-7{v;, v;), mientras'que si se en-
cuentran repartidos, la-variabilidad global
del fenomeno queda mejor representada =

- c) Igualmente se tiene en cueénta la posicion

relativa de los datos respecto al-soporte a
estimar, es claro que cuanto mas cerca es-
-, tén Ios datos del punto que queremos es- -
. timar mas confianza debemos depositar en
laestimacién. Esto queda reflejado en el
primer término que-puede interpretarse co-
mo la distancia estructural entre los datos

y el punto a estlmar, .

~d) Y finalmente también se-tiene en cuenta ca-

racteristicas estructurales tales como anis-.
tropia o grado de regularldad que hace que
de dos datos a la misma distancia del pun-
to a estimar, ‘el que se encuentre en la di-
reccién de menor variacion aportara mayor

: |nformaC|on
lﬂ » +va \" +va
‘;’v“

+v,y +Vva +vy +v,

"Figura 7. — Varianza de fa estimacion. En la estimacion del blo-
_ que V a.partir de los blogques v, la varianza de la estimacion

sera mucho menor en el caso de la derecha puesto que su cal-

culo incluye factores como tamafio ‘de bloque a estimar, posi-

cion relativa de los datos entre ellos mismos, posicion relativa
entre- los datos y el bloque a estimar y anisotropia.

En la Figura 7 tenemos dos posibles conjun-
tos de datos para estimar el valor medio en el
bloque V, suponiendo ‘que se escojan los mis-

~mos coeficientes en la combinacién lineal que-

da el valor del estimador en V, el conjunto de
la derecha proporcionara -una estimacion con
mas confianza por las siguientes. razones (1) ai
ser el-blogue V- de mayor tamafio la variabilidad
de su valor medio serd menor, (2) al estar los
datos esparcidos alrededor del bloque propor-
cionan mas informacion en cuanto a la variabi-

- lidad del fenomeno, (3) al estar los datos mas -

’
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préximos al bloque. V la informacién es de ma-
yor calidad y finalmente, (4) si admitimos que
la variabilidad en sentido horizontal es mucho
menor que en sentido vertical los datos situa-

dos en aquella direcciéon de nuevo proporc:onan _

mayor mformaCIon

VARIAN'2A, DE LA DISPERSION

-Otro concepto importante introducido por la
. Geoestadistica es el de la varianza de la disper-
© sién. ‘Supongamos un acuifero discretizado en
n celdas, donde en cada una de Ias celdas te-

nemos un nimero de medldas puntuales y-aca- .

- da celda le hemos asignado el valor medio de
los puntos que .se. encuetran en ella. Intuitiva-
‘mente es claro que los valores puntuales z(x)
van a presentar una. mayor dispersion respecto

. al valor medio del acuifero z,, que la que ten-.

dran Ios vanres medlos obtemdos en cada cel-

l e . ‘_ . . . .
da z/x). Precnsamente el valor esperadO de’ . nunca disponemos de valores puntuales, la trans-

esta dlspersmn dlrectamente relacuonada con.- '

el tamafio de los soportes, es lo que mide la Va- . presenta el valor medio de la zona de influen-

rianza de' la dlspersmn

Por defnmcnon vananza de la dlspersmn de Iasf ‘

unldades v en el soporte V es:

D2(v/V)—E ——[[Z Z(x)] dx} [13]', i

y que bajo Ia hlpoteS|s de débil escnonarldad de
segundo orden puede expresarse en funcién del
semlvanograma medio como:

DAV/V) = 7 (V,V) —

donde recordamos que 7{v,V) es el valor me- .

dio del semivariograma 7{h) cuando un’extre-

mo deI vector h recorre v y.el otro recorre V..

Esta expresién recoge lo que mtuntlvamente es-
perébamos cuanto mayor sea el area V, la dis-
persuon ‘de los valores que encontraremos en él
" serd mayor, y cuanto mayor sean’los soportes

v los valores medlos obtenidos sobre éstos se -

-,aproxmarén més al valor medlo sobre todo eI
rea.. : , -

Es lnmedlato demostrar i admmmos Ia h|-

'poteS|s de ergod|0|dad esto es, que el valor me-
_ d|o de. cada una de nuestras vanables aleato—

A
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FHv,v) '[1'.4].

‘rias puntuales puede obtenerse como el valor |
. medio de una sola realizaciéon de -nuestra fun-

cion aleatoria sobre un soporte infinito, que la
varianza de la dlsperS|on de los valores puntua-
les (v=0) sobre un soporte infinito (V = w) coin-.
cide con la varianza de las variables aleatorias

pu ntuales si existe:

D2(0/w) = Var {Z(x))

(si el I|m|te de la expresion (13) cuando V - 0o
existe) y utilizando (14), _puesto que por deflnl—
cion 70/0) = 7(0) = 0, deducnmos que

F(oo, ) = Var { Z{x) }

'REGULARIZACION

En todas las expresionés anteriores, el Semi-'
variograma se supone calibrado a partir de va--
lores puntuales de las .variables. En la realidad -
‘misividad obtenida de un ensayo de bombeo re-

cia.del ensayo, o la-porosidad obtenida de una

- .-muestta es:un valor medio de la del testigo, .in-""
" cluso' la altura de-lluvia-medida en un pluviéme--

tro’es el valor medio de la lluvia recogida sobre
el drea.que ocupa dicho pluvibmetro. A estos

- - valores medios seles denomina valores regula-

rizados de la variable Z sobre el soporte v: Por
lo general los soportes de nuestros datos son
tan pequefios respecto al area de estudlo que
pu.eden_con3|derarse puntuales pero no siempre
es asi.y conviene establecer la relacion existente
entre ‘el valor del semivariograma obtenido a
partir de datos puntuales y el obtenido a partir
de valores medios, regularizadores, sobre un so- -
porte v: (para mayor detalle vs. Journel v Huu-
bregts (1978)). '

?V(h) = 7lv,v,) — FHv,v)

donde 7, es el semivariograma calculado cuan-
do se utilizan los valores medios sobre un so-,
porte v, v, representa el soporte v trasladado
respecto a si mismo el vector h y 7 el valor me- .
dio del semivariograma puntual cuando cada ex- .
tremo del vector describe v.y v, respectiva-

mente Para valores de h mucho més grandes
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- que v, v, l\/h)"pUed‘e' aproximars_e por. 'r_(h)'.'quej ,

dando la expresron anterior:

-

Tv(h) = T(h) — v, v) para h v

KRIGEAGE- =

La posibilidad de poder calcular la varianza de '

la estimacion (12) en funcién de los parametros
utilizados en la combinacion lineal (10) nos per-

 mite optimi'za'r el valor de estos parémetros de
- tal manera que dicha varianza sea minima.. El .

estimador asi obtenido. ha sido llamado el me-

jor'estimador lineal msesgado (silos parametros

cumplen la condicién (11)), pero hay que mati-

~zarque es el mejor estlmador cuando penaliza-
~ mos los ‘cuadrados’ 'de las diferencias. Esto
supone. que. nuestra funcién de pérdidas: por‘
- desviaciones del valor real:-es simétrica, puesto
j 'que bajo este criterio; tan mala es una estima-
~.-€ién que quede por debajo, como una que que- -
- de por encima.- En general esto..no es asi, no:
- tiene lgual efecto una sobreestlmac;lon de'recur-
. §0s que una mfraevaluacron de los mismos y por..
" ello es. posrble que fuera: més interesante tratar
" de minimizar las’ diferencias’ pero con.una- fun’ .
" "CIon asimétrica segn estemos mas interesados
" en‘sobreestimar o al contrario. A este respecto
-'puede consultarse una: reciente publrcacron de

Journel (1984) en la:que propone otro criterio,

- distinto.de la varianza dela estimacion, para va-
-.Iorar la validez. del estrmador

La. minimizacién de la ecuacion (12) bajo Ia
condicién - (11) respecto a los pardmetros ¢
utilizando el método de los multiplicadores de
Lagrange lleva aI srgurente 3|stema de n + 1

o

}: a,r(v,, v) + u=

- =i

V) i=T |
- | nsl

E o =1

£

'y el valor mrnrmo ‘de Ia vananza de la estlma- ’
.. ¢ibn que. Ilamaremos vananza del krrgeage
02, vale : - .

=1

792

E Q; 'r(v,, V) + p— T(V V) [16]

donde wesel multlpllcadnr de Lagrange utlh-
zado en la optimizacion.’ : :

'El sistema de ecuacrones asi obtemdo tlene
solucién vy, es unica si el menos semivariogra-

‘ma puntual —r(h) es condicionalmente defin-
" nido positivo, esto es, cumple las condiciones

(7) y (8), y no hay dos datos que tengan-exac-
tamente el mismo soporte, aunque. si puede
ocurrir que los soportes presenten sol‘apamien-
to. Esta condicion implica ademés que la varlan-
za del krigeage.sea no negativa. :

~ El estimador proporcronado por (10) uti!i'za'nf
do las soluciones del sistema (15), ademéas de
ser insesgado, es exacto, esto es si el soporte

. V.coincide: con" alguno de los soportes de' los

datos el valor estrmado resulta exactamente el

- valor.conocido de drcho dato Y Ia varianza de|>
« krlgeage es- nula :

El sistema. (15)y la vananza (16) dependen s0O-

lo'de la geometrla relatlvas de los diferentes so-
- portes v, V.Y vV, srendo rndependrente de los
. .valores actuales de los datos. Este punto es de.
'-partlcular mterés en el disefio. de redes de con-

trol puesto que antes de instalar’un nuevo punto -

~ de medida podemos; determlnar cual sera la dis- -

',mrnucron de la varianza de la estrmacnon pu-.

.dlendo escoger entonces, aquel punto que pro-

. porcione la mayor disminucién. Por contra, el
". hecho .de no consrderar los valores de los da-

tos puede suponer.que se le dé un peso
inapropiado a los datos singulares que corres-
ponden a valores extremos’ de la funcion de dis-
tribucién y que por tato-no son tan representa-

" tivos del comportamiento general del fenémeno.

KRIGEAGE UNIVERSAL

‘No srempre és posrble considerar que el fe-

‘némeno que tratamos estudiar ésta representa-

do por una funcién local débilmente estacionaria

sino que hay que considerar el hecho de que

exista una deriva, es decrr que el valor medro'.
de -la funcién aleatoria sea a 'su vez una
variable reglonallzada dependiente de las: coor-

“denadas x, como es el caso'de las alturas pie- |

zomeétricas en un acun‘ero considerado a nivel

.iregrona| 0. en una zona escarpada Si.

E{Z(x)} =mi(x)
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se recurre a descomponér la funcién aleato‘rié
en dos términos, la deriva m(x) propiamente di-
cha y un residuo Y(x) que tendra medla nuIa

Z(x) = m(x) + Y(x) con. E{Y(x)} =0

Sila denva es conomda el problema se reduce

a efectuar el krigeage sobre los residuos y pos-

teriormente afiadirle el valor de m{x). Pero ge-

neralmente la deriva es desconocida, en este ca-

. SO supondremos conomda la forma de' la mis-

'ma y nos limitaremos a estudiar el caso en que
esta deriva sea pollnomlca es decir

{Z(x)} =mix) =

=1

donde f(x) son monomios conocidos expresa-
dos en términos de las coordenadas del vector
X, y los coeﬂc'entes a, son desconocidos.

En este caso, el semlvanograma no puede ser

: ‘estlmado mediante la-ecuacion (4) puesto que
_ la varianze de las dlferencuas ya.no es la espe-
rahza del cuadrado de las diferencias como se

obtuvo en (2) al no cumpllrse (1), sino que es’
la-esperanza del cuadrado de las drferenmas de

los resnduos
ZT(h) = Var{Z(x + h) — Z(x)]

E[ [Z(x +h) Z(x)]z} — [m(x + h) —

mix)) =
=’E{J[_Z.(_x.,'¢|— h) - Z,('x):.—‘(rﬁ(g +h) —
L meE) =
- E{[Y(x:+:‘ﬁ)‘— v&n'zd -
= Var{Y(x + h) “Yix)}
'Entdhce,; la éxpresi()n' (4) deI‘SemiQariogréma
experimental puede utilizarse con los residuos

Y(x), pero puesto que la deriva es desconoci-

da.los residuos lo son también y el semivario-
- grama. experlmental no puede ser calculado.
Una aproximacion consiste en extraer el semi-

variograma a partir de datos proximos que pue-

|
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2 ar, (x Coun

W

 Distancis (Kns) ‘

: ‘thura 8.- Célculo del semlvanograma expenmental en un fe-

némeno con deriva. El aspecto parabélico del semlvanograma

en la direccidn noror te-suroeste denota deriva Jineal en esa di-

reccion por lo qu 2 el semivariograma noroeste-sureste puede
" considerarse representativo de los residuos.

dan cbnsiderarse localmente estacionarios o si
la deriva tiene una direccion preferencial (como
seria el caso de una deriva limitada‘a una (ni-

ca direccion) utilizar parejas de datos escogidas

en la direccién perpendicular a la misma para
las cuales la media es constante o, utilizar da-
tos fuera de nuestra zona de interés pero -que

- sabemos con certeza que poseen la misma es-

tructura y presentan estacionaridad. Un ejem-

. plo puede verse en la figura 8 tomada de
" Delhomme (1978), donde el semivariograma ex- -

perlmental obtenido-en el acuifero de Crau en
Francia para la direccién noreste-suroeste pre-

.senta ura.forma parabdlica que revela la exis-

tencia de deriva COrréspohdiendo a'la direccion

'del gradiente, por ello, el semivariograma en la

direccion perpendlcular noroeste-sureste fue uti-

‘lizado como semivariograma de los residuos al

no existir deriva en esa direccion. Por ltimo,
anadir que no es recomendable aproximar la de-

3 7%
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~-Figura-9. —Comparacnon éntre los, resnduos tras remover la-de- -
tiva calculada por minimos cuadrados y tras removerla calcu-

Jandola por krlgeage considerando como. variograma experimen- - aa . : v :..; ‘ e e
yla varianza del kr,lgeAage‘ 'vale,_

tal el obtenido coh las parejas en la dwecmén perpendicular a

‘la"deriva. Ejemplo tomado de Aboiifirassi y'Marifio (1983 apli-

‘¢ado al acuifero'de El Souss en Marruecos:.a) Superficie pie-

-zométrica dibujada manualmente. b) Resnduos tras. restar la de-

.rlva obtenlda por m|n|mos cuadrados c) Resuduos tras restar
o “a Ia deriva’ kngeada e

riva por el resultado. prowsto por un ajuste por h
minimos cuadrados porque los residuos asi ob-
tenidos quedan correlacionados con los valores
experimentales-y, por tanto, también presentan

.deriva, como ha sido comprobado experimen-
talmente por Aboufirassi y Marifio (1983) en el

acuifero de El-Souss en Marruecos y como pue-
de verse en la figura 9 donde se muestran los
mapas de residuos correspondlentes a remover
la deriva m(x) obteniéndola por minimos cua-
drados 'u obteniéndola por, krigeage como se .
explicara més adelante haciendo uso del semi-:
vanograma experimental que se obtiene usan-
do parejas de datos en la direccion perpendlcu-

lar a la-deriva..

Supuesto que conocemos nuestro semivario-
grama experlmental al que habremos ajustado
un semivariograma teorico y supuesto gue co-
nocemos la forma de la deriva, es decir cuéles'
son las funciones f que aparecen en fa expre-
sion (17), de nuevo se -plantea el problema de
estimar la comblnacuon lineal de los datos que .

- minimice Ia varlanza y que sea msesgada

La cond|C|on de no- sesgo que para el kngea—

ge ordmano era (11), ahora se transforma en. el

sugunente conjunto de condiciones que desarro- - .
llaremos para el caso en.que los soportes v, y-'
V sean los puntos x. y x, con el fin de reducur

la complejldad de las notaCIones

A
n

Y oy ix).= f.(x)

i=1"

I=1,....k .
kY ’ .
y asi, la minimizacién de la varianza de la esti-

macién sujeta a las k anteriores condiciones lle-
va al siguienté sistema de ecuaciones:

—x) + E u_,f,(x) = T(X —x)

i=1 =1

i=1,..,n|018]

]

a,f.(x) fia) I=1,...,k

j=1

= E a,'r(x —X) + E an(X)

woi=1 . e =1
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Cabe anadlr que el kngeage ordinario propor-

‘ciona resultados igualmente satisfactorios cuan-

" do se pretende evaluar recursos globales sobre.
‘una zona o cuando los datos estan homogénea- .
mente distribuidos. en torno al punto qué se

- desea interpolar, aun cuando el fenémeno pre-
- sente deriva. Estudios experimentales a este res-

pecto han sido Ilevados a cabo por Buxton~

- (1982). :

La deriva puede ser estimada sngmendo el
mismo método: si suponemos que la deriva en
un punto puede ser. expresada como combina-
cién lineal de los datos expenmentales

Eaz(x)

- m(x)

puede obtenersb Ia expresmn de Ia varianza de
‘la estimacion y las condiciones que deben cum-

plirse para que el estlmador m’ sea msesgado
Después, la minimizacién de dicha varianza lleva
al siguiente sistema de ecuaciones:

EaT(x

i=1

x)+ Zu,f(x)—o

="

n -

Y ook =fx =10k

j=1 : . -

y la varianza en e.Ste caso vale,

E wf (x)

l =1
\
EI Iector interesado en la obtencnon de las an-
teriores ecuaciones y en el desarrollo del caso
general en ‘que los soportes v; y V no son pun-

‘tuales puede consultar Journal Y Huubregts
' (1978) -

~

VA'LIADACION DEL SEMIVARIOGRAMA

Déspuéé de haber ajus’tado un semivariogra-

ma tedrico a nuestro semivariograma experi- -

mental'y de haber decidido cuél es la expresion
polinbmica que representa la deriva hay que
comprobar que ambas suposiciones son validas..
Uno de.los métodos utilizados es el de valida-

t

cion cruzada que consiste en -estimar el valor
predicho por krigeage en cada uno de los pun-
tos conocidos utilizando el resto de los mismos
en la estimacion. El analisis de los residuos en-
tre el valor predicho por krigeage vy el valor co-

"nocido, en busca de desviaciones -sistematicas

y.comprobando la consistencia de estas desvia-

~ ciones. con.la varianza asociada a cada.una de

las estimaciones, nos llevara a decidir si el mo-

delo es vélido o és necesario- reajustar alguno :

de los parametros

\

SIMULACION CONDICIONAL

_El krigeage no es una herramienta que tenga .
como objetivo simular la realidad sino que es un.

estimador local que pretende obtener aquel va-

“lor que minimiza la varianza de la estimacion y
' que resulta ser el valor esperado de la variable .
~en el punto a estimar dados los datos de que

se dispone. Por ello cuando, a partir de un con-
junto de datos, se obtienen por krigeage los va-
lores que minimizan la varianza de la estimacion
sobre un mallado que cubre el area de estudio,
el resultado es un mapa que presenta pocas irre-
gularidades, suave, y que, de hecho, puede di-
ferir de la realidad en una cantidad directamen-
te relacionada con la varianza de la estimacion.

Cuando el interés no es visualizar el valor me-
dio esperado sino la variablilidad general del fe-

‘némeno ‘hemos de recurrir a las S|muIaC|ones

1974).

‘Al comienzo admitimos que el conocimiento
actual de nuestro fenémeno correspondia a una
de las posibles. realizaciones de una funcién
aleatoria definida. en cada punto del espacio de
trabajo. El objetivo de la simulacién condicional
es encontrar posibles realizaciones de la misma
funcién aleatoria condicionadas a que en los
puntos en los que disponemos de datos la si-
mulacién coincida con la realidad. Cada una de
estas simulaciones mantendra la. misma estruc-
tura que los datos y coincidira con ellos en los
puntos en que se disponga de los mismos. Por
esto, cada una de las simulaciones condiciona-

condicionadas (Journel,

les es una posible versién de la realidad desco-

nocida. El valor medio de todas las posibles si-
mulaciones tendré el valor proporcionado por el
krigeage y su varianza a la varianza del krigeage.
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Antes de exphcar los fundamentos teorlcos, ‘

_ de la simulacion condncnonal constataremos que
la ‘importante d|ferenC|a entre una simulacion
Jcondlmonal y una lncondlmonal es ‘que ambas

: ‘reproducen un fenémeno con la misma estruc-
. tura espamal pero. la primera, ademas -coinci-~
.de-‘con- Ios datos expenmentales ‘en los puntos
. enque. se obtuvieron. La snmulacuon condicio-
~nal puede reproducir | no solo la estructura es-
" pacial representada por el semlvanograma teod-

‘rico sino que puede’ reproducir cualquuer otro

parametro, por él hecho de commd;r con Ios da-‘ '

tos expenmentales ¥ _
El principio baS|co de Ia S|mu|aC|on cond|C|o-

..]nal es que el error cometido al estimar un valor
- por su valor kigreado es ortogonal al proplo va-

lor krigeado y puede obtenerse a partir de cual-

_ quier realizacion de la funcién aleatoria, en- par—
ticular.de cualqmer simulacién |ncond|C|ona| que
" presente la estructura definida por dlcha funcion -

aleatoria. Formalmente esto puede expresarse

en los sngwentes termlnos

Descompongamos el valor real en la suma del

- valor estimado por krlgeage y el error cometldo

2(x) = z (x)'+’(z(x) -7 (x’)) )

sea zg una reallzamon snmulada lncondlcmnal-
mente sobre el area de estudio y sea z*;, el
valor obtenido por krigeage a partir de los va-

lores simulados condicionalmente en los mismos

puntos en que se dispone de datos. Podremos

- efectuar la mlsma descomposnmon

j

(x) =z sk(x) + (z (x) =2 s,((x))

puesto que los errores tienen la misma- distribu-
cién (proviene de la misma conflguramon de los

-datos), y: del-hecho de que el error Z— 7', es
‘ortogonal a Z',, el error real . desoconoc1do

puede ser: reemplazado por el 3|mulado Z,— z Sk
(Journel [1974]) \“_:

uedando ';1

Zx) =z (x) + (z (x) -z (X))

EI procedlmlento _por tanto sera obtener Ios
valores. krigeados a partir -de’los datos reales,
realizar una“simulacién’ incondicional usando
uno de ‘los: métodos propuestos por Journel
(1974) o por Clifton y Neuman (1982), obtener

“los: valores krigeados en la simulacién incondi-

79 B
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K c;onal a partlr de Ias poswlones de Ios datos ex- -
_perimentales; obtener la désviacion entre- estos
“valores krlgeados y los valores incondicionalmen-
te snmulados y esta deswamon -afadirsela a los .
vvalores krigeados’ obtenldos a partlr ‘de los da-

.'tos expenmentales

VALGUNAS APLICACIONES DE LA
GEOESTADISTICA A LAS CIENCIAS

DEL- AGUA

Aunque la Geoestadlstlca nacuo para ser di- -

" rectamente aplicada en mineria, pronto encon-

tro aplicaciones en otros campos en los que la

_ naturaleza de los fenémenos en estudio aunque

determinista es tan compleja quela aproxima-
ci6n estocastica es apropiada,;.como meteoro-
logia, hidrologia, mgenlena forestal, batimetria
o] hldrogeologla Aqui examinaremos algunas de
las situaciones en que se ha aplicado la geoes-
tadistica en-hidrologia y en hidrogeologia.-

!

‘'La primera aplncamon y mas directa del kri-
geage es el dibujo de curvas de nivel aunque
no es éste el propodsito para el cual fue conce-
bido.' A partir de una red de observacion se pue-
den obtener por krigeage los valores de la
variable en estudio sobre un mallado tan denso

- como se desee asi como la varianza de la esti-
-macién. Un ejemplo de lo que se puede obte-

ner de este. modo puede verse en la figura 10,
tomada de Abouifirassi (1982) donde se mues-
tran la piezometria obtenida por Krigeage y la
varianza de la:estimacion en: el acuifero del con- .

.dado de Yolo en. Callfornla El mapa' de varian-
za de. la estimacién no es mas que una medida
de. Ia confianza que puede deposntarse en los va-

lores interpolados y puesto que €l krigeage es-
exacto, en los puntos donde se encuentran los
plezometros la varianza de la ‘estimacion vale
cero. Podemos ver. que la maxima incertidum- |
bre se encuentra ‘en la zona oeste donde
existen pocos piezometros mientras que la acu- !
mulacion de piezbmetros. en la zona. central re- -

‘duce la“varianza de la estimacion considerable- .
‘mente. 'Otra-caracteristica: que debe ser nota-

- da’es el aspecto-irrealmente- exento de irregu-
laridades del ‘mapakrigeado’ consecuencia de

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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Figura 10. —Ejemplo 'de' krigeage en el trazado de curvas de nivel tomado de Aboufirassi {1982) aplicado al acuifero del condado

. de Yolo en California. a} Mapa de alturas piezométricas krigeado. b) Mapa de ‘varianzasvde la estimacion.

. que, como vya se dijo; el krigeage no fue con-

-~ cebido con el propdsito de reproducir el fend--

;
'

i)

" OCTUBRE 1986 . -

meno a nivel general sino para obtener estima-
ciones locales, por ello todo mapa-obtenido por

krigeage debe'ir acompafiado del correspon-

diente mapa L‘de varianza de la estimacién que
nos da una medida del rango de variaciéon por-

v

pesos-en %

—_—
4KM

Figura 11.—Ejemplo de krigeage en la evaluacién de recui’éos -
totales.. Comparacion de los pesos ‘provistos por.krigeage (b} -

y-los provistos por poligonos de Thiessen (a) tomada de Del-
homme (1978) en la cuenca. de ouadi Kadjemour, El Chad.

\

sible que pueden presentar.los valores reales sin
perder la consistencia. con los datos experi-.
mentales. : -

Evaluacién de recursos medios

En lugar“ de interpolarlos valores de la varia-

_ble sobre una malla que cubra el area de estu-

dio puede interesarnos obtener el valor medio
sobre toda ella, como en el estudio de Delfiner

. (1975) en el que obtenia el valor medio de la plu-

viometria sobre la cuenca_del ouadi Kadjemour,

B Chad, 245 Km? a partir. de los valores de 33

pluviémetros irregularmente distribuidos. En la
figura 11 pueden verse los valores de los coefi- .
cientes.de la combinacion lineal obtenidos usan-

do el método de los poligonos de Thiessen y kri-

geage resultando valores bastante similares. por

. lo que én este caso la ventaja del krigeage no .
. es evidente. : o ‘

‘Calibrado de m.o'd'elos '

.. Si asumimos que las desviaciones entre los
valores obtenidos por krigeage y los valores rea-
les estan distribuidas normalmente, entonces el -

‘intervalo .con el 95 por 100 de confianza sera

[z, — 20,, z,” + 204. Asi, a-la hora de calibrar un
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L—
N

Flgura 12 Ejemplo de uso de kngeage en la callbramon de un

‘modelo. de flujo tomada de Delhome "(1978) en. el acuifero de - -
Kairuan:{Tanez). a) Errores.en la calibracién. b)Errores estan-- -

L danzados (en Ias alturas. plezometncas)

modelo podemos obtener e| mapa de- aIturas'"
plezometncas por krlgeage a partir de los pun-.

‘tos de 'medida con su correspondiente mapa:de
deswamones tlplcas y asimismo, obtener el ma-
pa de alturas piezométricas a partir del modelo
..a cahbrar. El resultado del modelo no deberia,
< con-.un 95 por 100.de confianza, presentar des-

viaciones*de los valeres krigeados en mas de -

. .dos veces la deswamon tipica del krigeage, lo
que equwale a intentar conseguir una simula-
cion maés perfecta junto a los-puntos de medi-
day aceptable donde la mformacnon es poca.

" La figura 12, tomada de Delhomme (1978) y co-- .

‘rrespondiente al acmfero de Kalrouan Tanez,
muestra las zonas :donde. los errores, de calibra-

cién son mayores de tres metros Yy aquellos pun- -
‘tos donde estos’errores. superan en mas dedos -

veces.y- medla la desviacion tipica provista por
el krigeage. Es en-estos puntos donde hay que
" tratar de ajustar el modelo, aun-cuando existen
;_puntos en el Este con errores. absolutos supe-
- criores-pero donde el desconommnento de la rea-

lidad hace que el modelo pueda conSIderarse sa- -

- tisfactorio..

o Dlseno y optlmlzacmn de redes de medlda '

'r',

Dada una red de medlda podemos estar in--

teresados en reforzarla afiadiendo nuevos pun-
tos. El criterio a utilizar dependera de los obje-

' _ tivos. persegmdos y en-grandes lineas podemos -
" ‘aproximarnos al problema desde. dos perspec- -
. tlvas lntento, de m|n|m|zar Ia vananza del error ﬁ

":'798;

X ’ . . .
-cometido en una estimacion global,

como
podria se el caso de la evaluacién de la precipi-
tacion total en una cuenca o minimizar la va-
rianza del error en la estimacién local de los

-valores de’'la variable sobre- un mallado como

podria ser el caso de obtener los mejores valo-
res de la transmlsmdad .en cada una de las ceI-
das. del modelo de un acuifero.

" A continuacién se presentan los. resultados

“obtenidos_por Villeneuve et al {1979) en el es-

tudio ‘que:llevaron a cabo para el refuerzo de la
red de medida de caudales en la provincia de
Quebec, Canadé La variable reg|onallzada que

";usaron fue el caudal, especifico (caudal medido
dividido por el area de la cuenca de'la que pro-

cede) con 100 afios de periodo de retorno. El

‘ .problema puede abordarse de dos modos da-,

~da una red de med|da localizar el punto que

. produjera ia mayor reduccion en la varianza de’
. la estimacién del valor medio de la variable re-

glonallzada sobre toda la provincia o Iocallzar
aquellos puntos que produjeran las mayores-re-

riable regionalizada en. cada uno de los puntos
de la provmcna

Para conseguir el pnmer objetlvo se utlllza Io

.que se conoce como el método del punto ficti-

cio que consiste en recorrer el area de estudio

' Curvas isoganancia

-

T Flgura 13. —Ejemplo de uso de krigeage en la optimizacion de .

“tedes dé observacién tomado. de Villeneuve (1979) aplicado a -
B Ios caudales especnflcos {Q/A) de 100 afios de periodo de re-
- torno en:la red hidroldgica de la. provincia de' Quebec. Estan .

representadas las curvas de isoganancia.en la:varianza delaes’

" timacién’ del valor medio sobre toda la provincia cuando una

. afiadida estacion es desplazada sobre toda la provincia. -
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~ suponiendo que en cada punto se localizara la.

nueva estacion y obteniendo la reduccién de la
varianza respecto a la situacion anterior. Esto

'da lugar a unas curvas de isorreduccion de la .
-varianza como pueden verse en la flgura 13 don-
-de la reduccién estd expresada en tanto por
_ c'ie'nto'respecto a la varianza de la red actual.
Como ya se dijo, no necesitamos conocer el va- -

lor-actual de la varlable en los puntos de medi-

~ da para obtener la varianza, ya que ésta solo de-
~pende de la geometria relativa lo cual es una
ventaja siempre ‘que- los datos no presenten-

grandes irregularidades o valores extremos; en

otro caso deberia calcularse la varianza condi- .
cionada a los datos para lo que si necesitare-

mos conocer los datos en los puntos dé medi-

- da propuestos. La Iocallzacmn de la estacion-

que proporciona mayor reduccnon ‘en la varian-

za se encuentra en la zona norte mientras que

»cu..alqwer ‘estacién que se afiadiera en la en la -

' zona sur no aportaria informacion relevante en

la estimacion del valor medio de la variable re- -

- gionalizada. .Estos resultados-tienden a reducir los .

- peses de las éstaciones que mas contribuyen'a -
la estimacion intentando equilibrar las informa-..-

“ciones aportadas por-cada una. Un altimo co- "+

. ‘mentarlo que debe hacerse es que; si en lugar

- .de'uno, se desea mtroducw dos'nuevos puntos
de medida la mejor localizacién-no necesaria--
‘mente. debe tener un punto coincidente con el

maximo’ antes calculado. El problema de obte-

ner la situacion -de un determinado namero de:

: Krigeage

| punto ficticio no puede aplicare, puesto que ca-

estaciones con ‘el criterio de minimizar la varian-'
“za de la estimacién en un solo paso ha sido re-
suelto satisfactoriamente por Carrera et al (1984)
y Chou {1986) quien integrando geostadistica

con programacion no lineal ha desarrollado un

algoritmo para la 6ptima localizacion conjunta'
de N puntos de medida.

En el caso de estimacion Iocal el método del

da punto afiadido modifica las varianzas de la
estimacion de los puntos que se encuentran al-
rededor. La bdsqueda, ental caso, no puede
ser sistemdtica, Villeneuve et al. (1979) a la vista
del mapa krlgeado y de las desviaciones tipicas
asociadas al mismo (figura 14), deciden afiadir
10 estaciones en los puntos S1-S10 y obser-

- var el mapa de desvnacnones tipicas que se.ob-

- Desviacién tipica

tendrian en tal caso. La conclusién es que las

mayores reducciones se obtienen enlas zonas

" donde se afiaden las estaciones S1y S3 y que
la mejora introducida por S4, S6, S7, S8y S10
‘es practicamente despreciable.. Un dltimo cél-

culo hecho afiadiendo S2, S5.y S9 tras haber
hecho los~calculos con S1y S3 incorporados
a la red denot6 que tampoco representan una

‘gran mejora en el mapa de desviaciones tipicas.

~

Slmulamon

En la cuenca deI ouad| Kadjemour donde las

lluvias son escasas se llevaron a cabo simula-

Desviacion tipica

Figura 14. —Ejemplo del uso del krlgeage enla optimizacion de redes de optlmlzamon tomado de Vllleneuve (1979) apllcada al mis-

© OCTUBRE 1986

" 'mo caso que la'figura -anterior. a) Mapa de caudales especificos con periodo de retorno de 100 afios obtenido por el kngeage
) 'b) Mapa de deswacnones tlplcas asociado. con el anterior. ¢) Mapa de desvnacuones tipicas si se afiaden Ias estacnones S$1-S10.
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-9 Modelo lineal. -

Semwanop'amn
Lo mueuual

"o Estacién
pluviométrica

+. " -Desviacion tfpica
de la esnmau&n

-\ﬁrhnte' no:3- - V

_'_Flgura 15 Slmulamé)n de tres aguaceros tomado de Journel { 1974) apllcado a Ia cuenca del ouadl Kadjemeur EI Chad (Ias zonas f
. : ombreadas corresponden a Iluwa supenor a 40 mm)

ey ,.

'cuones condICIonadas con eI interés de conocer. :

posibles distribuciones’ de aguaceros similares
a uno de los recogidos en dicha cuenca con el

- fin de evaluar la que podria ser la verdadera

'dlstnbumon de la lluvia (Journel 1974). En. la

figura 15 pueden verse el variograma ajusta- g

"do a.los 33 valores de pluviometria medidos en
- una lluvia, el mapa krigeado y. el mapa de des-
viaciones tipicas, donde la zona sombreada re-

presenta lluvia superior a 40 mm, y el resulta-
.do de tres simulaciones condicionadas que co-

rresponderian a aguaceros con la misma corre-
lacién espacial que el experimental y que tienen
los mismos valores en los: pluviometros. Lo pri-

_mero que debe notarse es el .contraste entre el ;
-mapa krigeado y las simulaciones,. cualquiera de-
. las cuales* podna corresponder a la verdadéra

dlstrlbumon del aguacero,. 0 en otras palabras,

“la varianza de la dispersion de- los valores kri-

T geados es mucho mas pequeiia que la varian-

za de, la dispersion.-de los valores. simulados.
" También debe notarse: la gran dispersion que .

.puede existir entre los valores de las distintas

" simulaciones, en aquel|as zonas donde la varian-
' za del kngeage es grande como es eI caso del' ‘

" ;'!800'

extremo este’ de Ia cuenca Los estudlos de re-
cursos fueron’ llevados a cabo sobre las pIuvno— ‘

‘metrias snmuladas en vez de sobre el mapa.ob-

tenido por krigeage.
~Otro estudio llevado a.cabo: por Delhomme

'(1979) utiliza las simulaciones condicionales para
. evaluar el efecto que, la variabilidad espacial y

la incertidumbre en los. parér‘netros que gobier-

" nan. el flujo en un acuifero, tienen en las
‘simulaciones. El estudio se desarroll6 sobre -el

acuifero Bathonian en la Baja Normandia en

" Francia, y consistié en obtener por krigeage los
* valores de los logaritmos base 10 de la trans-

misividad (Neuman [1980] expone las razones

“por las que es prefenble trabajar con los loga-

" ritmos de la transmisividad en lugar de con la

B {transmlswldad misma y que pueden resumirse

“en una mejor estructuracién espacial), tras es-

‘to obtener el mapa de desvnamones tipicas co-

‘rrespondiente que puede verse en la figura 16,

' - a partir del mapa krigeado ‘realizar 50 simulacio-

‘nes .condicionales del campo de transmisivida-

‘ des Y, flnalmente ‘obtener las alturas plezome-
_tricas correspondientes a .cada’ una de las -
,'Slmulacmnes cond|C|onaIes por medio deﬂun_
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Figura -16. — Simulacién condicional y modelos de flujo tomada de Delhomme (1979). aplicada al acuifero de Bathonian, Francia.
a) Mapa de desviaciones tipicas asociadas a la estimacién por krigeage de los logaritmos base 10 de la transmisividad. b) Mapa
de alturas piezométricas reales. c)-Mapa de alturas piezométricas obtenidas a partir de los valores de la trasmisividad kngeados ’

d) vy e} Mapas de alturas plezométrlcas obtenidas a partir de dos de las simulaciones de las transmusnwdades )
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modelo de qulo En Ia flgura 16 pueden tamblén _
_verse Ias alturas plezométncas reales, las calcu-c _
Iadas a partir de los valores interpolados por kri- .
geage de los logaritmos de las transmisividades .
'y las calculadas partir de dos de las simulacio- . -
nés de los logaritmos de las transmisividades. -
Las- conclu5|ones obtenldas por Delhomme y':

que quedan de manlflesto en esta flgura son,

.que los valores krigeados de log, T son incapa--
ces de reproducnr los fuertes gradientes obser- -
‘vados en la zona sur del acuifero, que algunas‘-_ :

_de las smulamones reproducen con bastante
aproxmacuon la situacién real probando la con-
_ sistencia de los datos experimentales con la su-

perficie piezométrica existente, mientras que,

‘por el contrario, otras simulaciones presentan -

elevaciones o depresmnes maceptables lo que’

-es consecuencia de la falta de datos suficien-

tes y fmalmente que la parte norte es siempre
bien simulada debido a la imposicién de potén- ‘

cial constante a lo largo del limite norte del acui-

fero, lo que indica que en las zonas-donde exis-

ten restricciones a_la cota piezométrica, es mas
_ importante pallbrar -estas restricciones que el
campo de transmisividades en si.
‘Simulacién y el problema inverso

La suge‘fenéia' hecha por Delhome (1979) al

final del articulo citado anteriormente de que

podrian obtenerse mejores resultados si las si-

mulaciones estuweran condicionadas no $élo a

los valores experimentales de log, T sino tam-
‘bién a los datos de piezometria a través ‘del pro-
blema inverso fue desarrollada por Neuman
(1982) y ‘aplicada por Clifton y Neuman (1982)

en el acuifero del valle de Avra en el sur de Ari:
zona donde consiguieron reducir la-varianza de -
‘las alturas piezométricas. obtenidas. a partir de.
" simulacién incondicional del campo’de transmi-

swndades enun factor-de 46 mientras que la ma-
- xima varianza fue disminuida en un factor de 68.

Las reducciones obtenidas (snempre respecto a

-simulacién lncond|C|ona|) por. el krigeage y por
el método inverso independientemente fueron
en factores de 3.2 y 14.3 respectlvamente ‘La
combinaciéon de krigeage y el problema inver-

so aparece como una- herramienta’ importante’
en la confeccion de: ‘modelos de flujo puesto que’
propormona estlmaC|ones del campo de trans--..

802

mlswldades muy prémmas a Ia reahdad tenlenn o

do la ventaja de que-no resulta tan afectado por
“la escasez de valores. experimentales de T co- ,
. mo. Ie ocurre: aI kngeage Coe

: _comcwsnones

\

" La Geoestadlstlca ha entrado en el mundo del

~ hidr6logo y principalmente en el del hidro ge6-

. logo como una herramienta més cuyo uso po-
tencial todavia no ha .encontrado limite. Algu- -
" nas de las: aphcacnones directas que se han
llevado a cabo, con interesantes resultados, han

- sido en el trazado de mapas de curvas de nivel

: acompanados por mapas de isodesviacién tipi-

ca que dan una medida de la fiabilidad de los
primeros; en la estimacién de recursos medios
o globales a partir de valores puntuales; en el
calibrado de.modelos; -en-el disefio y optlmlza-

. -cién de redes de control; y, finalmente, la si-

mulacién condicional ha ‘permitido obtener’ re-

presentaciones del. fenébmeno en estudio que’
puedan reflejar la variabilidad real manteniendo

la estructura espacial de los datos experimen-
tales con mdltiples prop6sitos como analizar la
influencia de la densidad de datos en ciertas zo-

" nas o: proveer una herramienta que chequee los =

resultados en los modelo de qu;o Las Ultimas

_ aplicaciones llevadas a cabo consiguen obtener

los campos de transmisividad. con suficiente
aproximacién como para reducir al minimo la in--

certidumbre en las alturas piezométricas simu- .

ladas. Queda-asi abierta una nueva divisién de
la hidrogeologia que contribuye y contribuira a
aumentar. la confianza de los resultados. obte-
nidos al conseguir aproxima'r mas la realidad a

‘los " todavia hoy vnstos con recelo modelos

matematlcos
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