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Formulas expllmtas para eI calculo S|sm|co de
entramados planos regulares”

Por AVELINO SAMARTIN
LUIS MORENO

- ' Dpto. Anélisis Estructuras
UNlVERSlDAD DE SANTANDER

Se obtienen las soluciones explicitas de las ecuaciones dindmicas
- del movimiento dé estructuras de edificacién con caracteriticas regu-
lares. Se estudian los dos casos extremos correspondientes a la viga .

. de corte y a la flexién total en los soportes. Asimismo, se analiza el

caso general intermedio representado por una relacién ‘arbitraria en-
tre las rigideces de los dinteles y los soportes. Se presentan algunos
ejemplos de aplicacion de las férmulas obtenidas.

‘1. INTRODUCCION .

En el calculo de un edificio bajo acciones sfs-

" micas es frecuente la utlllzamon de un método
basado en las fuerzas estéticas equivalentes: En |

esencia este método consiste en la considera-

cién de un coeficiente sismico; q"uevp'e,r'mita ob-

tener las acciones horizontales a partir de las
cargas gravitatorias actuantes. En el caso de
una estructura de edificacién, estas cargas ho-
rizontales se consideran puntuales y aplicadas

. a la altura de los forjados, en los que se supo-

nen se concentran todas las masas entre pisos.
Los esfuerzos —momentos flectores y cortan-

. tes— -de la estructura se deducen mediante un
célculo estético adecuado-y los resultados se su-

" ~man a los producndos por las cargas normales .-
" {peso propio, concargas y sobrecargas de uso

y extraordinarias) de acuerdo con las normas
correSpondlentes : .

La aproximacion que supone la utlllzamon del

*.método de las fuerzas estaticas equivalentes
‘puede ser muy. grosera €N’ NUMerosos casos,

puesto.que el seismo es una accién dindmica

compleja que impone a las estructuras condi-.

ciones muy severas de resistencia, normalmente

“dentro del rango no el4stico.En (1) se comen-
tan algunas de las. mphcacnones de esta apro- ’
"xnmacnon :
Las normas snsmlcas actuales suelen basar-, ’
se én procedlmlentos de calculo‘verdaderamen-' ‘

{*) " Se admiten comentarios sobre el présente articulo, que po-

- 'dran remitirse a Ia Hedaccvon de esta Rev:sta hasta el 30 de septlem

bre de .1986. _

te dindmicos de estructuras, si bien aplicando
técnicas simplificadas que no demandan impor-

. tantes recursos de computacion. En este con-
. texto, el método del espectro de respuesta que

representa una forma simplificada del analisis
modal, es el mas extendido.

En este método se determinan las primeras -

frecuencias y modos mas significativos, y me-
diante la utilizaciéon de un espectro de respues-
ta se obtienen las maximas respuestas de las
distintas magnitudes correspondientes a cada

~modo. La superposicion de los resultados de-

ducidos para los distintos modos se efectua me-
diante una regla arbitraria (raiz cuadrada de su-

ma de cuadrados, suma de valores absolutos, -

etc.) que conduce en general a valores al lado

de la seguridad.

Si bien el procedlmlento es vélldo dentro de
un andlisis lineal, és posible considerar.el com-
portamiento plastico dé la estructura mediante
la eleccion de apropiados factores de ductilidad
y la consiguiente reduccién de las ordenadas de
Ios'espectros de reSpuesta a co'nsiderar'

El método del espectro de respuesta se resu- :

me a continuacion:
Las ecuaciones de equlllbno dlnamlco de una

estructura con N grades de libertad (gdl), so-

metida a un seismo definido por el registro. de
su movimiento horizontal u, (t) son. (2)

mi ’+<_:u Ku’=—mr_U'(t)- EtIe
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m|ento Y rlgldez de Ia estructura de dlmensmn |
(N x N). :

u vector de movumlentos dmémucos en los gdl
de la estructura con dlmensmn (N x 1).

x vector ‘geométrico que describe la influen-

C|a a del movimiento horlzontal unitario enla ci-
mentacién sobre los movimientos en los gdi de

la estructura en régimen pseudoestatico.

_d0)
=g

Los N modos gg,, y frecuenmas w, (Y= 1
2,..., N) de la estructura se obtuenen del siste-
ma homogeneo

(k—wimg,=0 (n=12 ... N) 1.2]
La siguiente transformacion de coordenadas
desacopla el sistema de ecuaciones dlferenc1a-

les (1.1):

z

u= £ ¢,q.00

n=1

Gn + 29,0, + @30 = — i (1) [1.3]

con
m, = ¢.m¢, la masa reducida del modo n

*

el porcentaje de amortiguamiento
rnn Wp ' \ ’ '

_critico correspondiente al modo.n

L=¢imr
el f@étor de participacién del modo n.

La matfiz ¢ se supone que es. de amortigua-

miento ortogonal es decw se satlsfacen las
,|gualdades

¢Tcg_>m | si, m#n
dleg=ci

" El factor L,/m; se denomina masa efectiva

deI modo ‘n: S| se conoce el espectro de res- .

puesta de: la pseudovelocudad S, (w,n) del te-

rremoto actuante en- |a estructura, se puede
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escrlblr el valor maximo de la coordenada ge-
neralizada q, (t):

[1.4]

qn max

L
=+Sv ne n
s (wn, 1)

n

Las fuerzas eldsticas. maximas equivalentes
actuando en los gdl de la estructura, correspon-
dlentes al modo n son:

L,

max = T ( ) 1.5].
frfmax m; mén Sa (wn: nn) [ 5]
con
Sa (wm nn) = Wy Sv (wnl nn)

Con las fuerzas estaticas definidas en (1.5) se
procede para cada modo n al célculo estatico
de la estructura, obteniéndose resultados de:in-
terés (momentos flectores, flechas, etc.) que
para una seccién arbitraria fuada se desngnan
por Rnmax -

La combinacion de estos vanres maximos, de
cada modo n, que no se producen simultanea-
mente se lleva a cabo de un modo heuristico
mediante la férmula adecuada en la mayoria de
las situaciones:

N
2
F{max“ z anax

n=1

[1.6]

. En estructuras normalés de edificaciéon no se
‘precisa la evaluacion de todos los N modos,
~ bastando un namero muy: reducido. Un valor

usual es considerar Gnicamente los tres prime-
ros modos correspondlentes a las frecuencuas

~ mas bajas.

'El objetivo de este articulo consiste en-pre-
sentar unas expresnones explicitas de los modos,
frecuencias, masas efectivas y fuerzas elasticas
‘méaximas equivalentes para un espectro norma-
lizado, de estructuras entramados planos regu-

_lares. De este modo el célculo dinamico de es-

te 'tipo"e"structural ‘es inmediato. La formulacion
aqui presentada puede extenderse a otros ca-
sos de estructuras irregulares dentro de una

_ aproxnmacmn squCIente

Se estudian. dos casos extremos, uno corres-

pondlente a ngldez |nf|n|ta en dmteles y el otro '

R
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. FORMULAS EXPLICITAS PARI!,,\ EL .c_ALcUL_o SISMICO DE ENTRAMADOS PLANOS REGULARES

' ~con rlgldez a ﬂexuon ‘nula. Flnalmente se anali-
za una situacion intermedia, con rlgldeces fini-

tas en dlnteles y soportes

\.' .

2, MODELO VIGA DE CORTANTE f' o
 2 1 Caso dlscreto EdlflClO de N\plantas |

. Se supone que eI ednﬁcno de N plantas cada -
~una de ellas infinitamente rigida a flexion y uni--
~ das entre si por soportes con una rlgldez total

al corte |guaI ak.
La masa se concentra en cada planta, con un

“valor m; como se indica en la figura. ElI' nime-

ro total de grados de libertad es N, un despla-
zamiento vertical por piso o bien una fuerza efi-

~ caz con dIChO movimiento. (Figura 1)

;. N
—7 P N — Uy
-] meesamemm N- —> Uy _,
1 n _ |
1 ——
o] |
o — U,
1 —
h L

Figura ‘1.—'Modelo de'viga coriante.’ Edificio de N ‘planta‘s.

'Las ecuaciones de equilibrio dinamico para la
planta j (se supone existe un amortiguamiento

sismico -¢) bajo- la actuacion de un seismo.
a, (t) son: : .

mi; + cu;—ku_, +

+2ku, — k_u,-.+,‘=‘—'miig .21

- Las condiciones de borde ‘son:

u, =0

Uy +1 = Uy

" JUNIO 1986

. siendo

con’

- Si se denomina wj = Tn— Ias vnbracnones li-

~_bres no amortiguados se obtlenen de las ecua-
: C|ones . ,

la estructura se lleva a cabo de la forma usual,

‘es decnr se hace

u=ges con i=v=T  [23]
y -por c'on'sig'u'i_ente: ’ |
— @2+ W (— a1+ 20— ) =0 [2.4]

y resulta la siguiente ecuacion de recurrencia: .

i -2(1 _9-_)2)¢j + b _1 =»(‘) A A[2.5]'

: - w
con @ = 5
. - 2w§

La solucion ‘de la ecuacién [2.5] es:

¢ = C,cosaj.+ C,senaj - , [2.6]

‘o= cos~ {1 — &)

Las condiciones de contorno permiten dedu-

cir los N distintos autovalores. & = &, y los co-

rrespoyndiente's autovectores.
G0 = (b1 bo, = S} T = [0}
| n ‘_= .1,' 2, ;TLN;‘

- Se obtiene, de-esta forma: :

2n-—1
TN+

\/zse"(zwﬂ 2)

es decir
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FORMULAS EXPEICITAS PARA EL CALCULO SISMICO DE ENTRAMADOS PLANOS REGULARES

i

L 2n-1 my
-;_"r‘n sen’ FI 1 2)*

» E Ch g
“Wn =
N .

B Los autovectores o modos de V|braC|on co-

e rrespondlentes son

"

&, = { sen an, sen 2a,,, -

senjan, -:;--senNan )T o ‘[2..8_]

La masa- reducuda de cada modo es:

> .

m, = ¢:mlgé, =‘m<_¢>I<_b,, =m I sen?ja,
T . i=1
es decir
Comp=m2NEL g

n 4 -

- .Analogamente el coeficiente de participacion
sismico del modo n- es:
N -

L, —QTmIr—m? r=m X senja,
1—1 -

0 sea
|- m 2n—1 = i2 101
L, = 2 .cot( INT T 2 [2.10]
H‘L'a,masva e"fe,‘ctivak'del modo, n éé:
L2 ) m o | o
my T 2N+ 1 °°t(2|\|+1 2) [2.11]

. Se comprueba que la suma de las masas
~ efectivas es igual a la masa total, es decir:

N Lz m
he 2N+1
N
‘ 2n
. Z 2 N
.o, cot 2N+1 ) m

Finalmente se deducen- los siguientes resul-
tados de disefio para-cada modo n:
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| [27]

. . siendo

- Cortante total én la ’base;"' RS .
oy M8 120 x )S o
nMax 2N+1 2N+1 2 n,nn\'.

‘[.2.12]

»Lsen n—1 )
m 2N+ 1 2

) - C e
M = 2mw, N

'S, (wn,m,) la ordenada en fraccién de g (ace-
leracion de la gravedad) del espectro de res-
puesta de aceleracion de disefo.

Las fuérzas-equivalentes en la-planta j son:

4

S 2 oy N S
fjnmax_ 2N + 1 cot 2 m sen ja, Sa(("-’nr T’n)
es.decir
filnmax = Onmax %—__
2
23en(12N+11 1f) -’ '
= Q, max. g [2.13]
‘ : 2n—1
cot |

2N +1 7“

2.2 Caso 'Iimite, Viga continua de cortante

Si se supone que el niimero de piso es muy
- elevado, es posible, asimilar su comportamien- -

to dindmico a una viga. continua de: cortante co-
mo- se indica en la figura 2. ‘ Lo

En este caso, se puede escribir para una re-

. banada elemental: : IRUES &
K_a=p [2.14]

" Donde 6, giro'de flexion.
a, ‘angulo debido al cortante, siendo o = L

-G
con. 7 la tensién tangencial y G médulo de corte
. _ - E ~ .

G=20 4

'REVISTA DE OBRAS PUBLICAS © -



FORMULAS EXPLICITAS PARA EL CALCULO SISMICO DE ENTRAMADOS PLANOS REGULARES

.. b2 ) : .
é th"—“ a(x) B
t -+ | -
@ — o‘hda-
L v —_—
‘ —— l:_l"—"qu
R ] .
s .
dx
¥+ '
h. I

ugl(t)

Figura 2. —Modelo de viga cortante. Viga continua.’

Enla wga de cortante 0= 0, por lo gue resulta !

o= —gd—g— y por con&guuente

" [2.15]

- con A el area reducida de cortante.

La ecuacion de equilibrio de una rebanada-

elemental conduce a la expresic’)n: -

——+q= 0 [2.16]

d X

—es decur SI se consndera [2.15] se deduce |

(GA d”)+qu |

Sig=¢ %tg se obtiene la ecuacion dina-.

mica de las vibraciones libres no a'morﬁtig'(Jadasl
(o _es la masa por unidad 'de' -IongitUd).

62n

3 [apdU o el
ax_(GA_a‘x T2 _.o -~ [2.18)
- con 155 cendicienes de borde: |
5 u(‘x,t):O _para x=0 ~y todo t I
dulx, )
ax .eO i para x = L | y‘todpt_
N . [2.19]

JUNIO 1986 -

[2:17)

‘es decir .

Las vibraciones forzadas por una acci6n sis-
mica- u, (t) apllcada en la base se rigen por la
ecuamon :

d- duy - [Bu
dx (GA % ).—c at
u . Hug

~ Q% T e

[2.20]

“con las condiciones [2. 19] de borde anteriores-y :

las iniciales pertinentes (usualmente u= —‘3‘: =

" para todo x).

Para la resolucion del problema [2.18] se pro-
cede mediante el metodo de separacnon de va- -
riables:

u=X (x)T(t) [2.21]

resultando, al. sustituir [2 21] en [2.18] y super-
suponer que GAy ¢ son’ constantes independien-
tes de la abscisa x, la siguiente ecuacion:

1 dX 1 T

1
2 X dxe T de
; ,

——w 222

, eI autovalor
GA V¢

' La resolucion de la ecuaci()n [2.22] ‘con las
condiciones de contorno. [2.19] e iniciales nu-
las conduce a los resultados

X X sen(p.wx)

T= T sen (wt) [2.23]

s:endo w una de las solumones (autovalores) de

Ia ecuacnon caracterlstlca
COS;LwL —0 \

o = 2n—1 =«

7S

Las correspondientes autofunciones o modos
de vibracion son: - . A

[2.24]

.d)n = Xn.(x) = Senp,wnx =-

=sen { (2n — 1) 2 L ‘ [2.25]
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N .

Se comprueba que la contrapamda dlscreta.. :
de las expresiones [2.24] y [2.25] son las 12.7]
y [2.8] respectivamente, en las que se suponen.
los siguientes valores para las caractenstlcas de

la vnga continua:

GA=kh="2L 12'5' M+1)

o= . [2.26]

. h
con h Ia dustanma entre plantas consecutivas Yy

‘M +.1 el namero de soportes que.-unen estas -

" plantas. Se supone El la rigidez de cada uno de
~estos soportes sin masa..

En esta sﬂuacuon se .puede . escribir:

2N+1h

L=">

Yy por consngwente Ia expresnon [2 24] se con-

vierte en:

w, = (2n — 1) 4 kD2
B 2 'm

_1_
L.
_JXK2;—r
“NmoNgr 2 2
"que comcnde con [2.7] para N muy grande
Anélogamente la. autofuncmn es: '

—1
= (HTT)

cuyo valor para la planta j (x = jh) es:

. -‘f”'"ff-s?n ( ]—Z-N——— 1r) = sen (a,, j)
'~ “La resolucién del probiema de vi'braciongs fof¥

2N + 1

_ 2L _e_='m2N+1 1
‘-"2n'—1 K S2n—-1 7
con' = c. |

e 2o wy,

. zadas es analoga al caso discreto, resultando::

Haciendo ui(x,t) = x 'Vq,, (t) ¢, (x), se obtienen:
n=1 . - oo :
4

(—TITU (t)

An +V217wn'f_'1n.+ WG, =

C
2pw,

con g, =

L,

con lo que resulta Quay = Sy (w,.1,)

z u,xt) =

n=1

Si se denomina u(x,t) =

i
g

an (t) ¢n (x) _

n=1 ~

se puede escnblr '

S (wn, Ny

n n

- n (X)

.umx( ) =
Las fuerzas equivalentes son:

£ e (X) = (GA 9 un ) =

= Q¢n(x) L" S (wnw,,)

y por. consiguiente el cortante en la base es: .

n

by . - ’ . A L2 -
' Qnmax =f ‘fnmax (X) dX = l: -‘sa (wnr nn)
0 . m ‘

~es decir .

éQL

22(2n — 1) [2.28]

Q= smm

y la dlstnbucmn de Ias fuerzas queda defmlda
como S|gue

f!‘"?ai‘ (X) T (2N —1) gd’"‘(X) S,a (wn, 7n) h

REVISTA DE OBRAS. PUBLICAS



' FORMULAS EXPLICITAS PARA EL CALCULO SISMICO DE ENTRAMADOS PLANOS REGULARcS

~ es decir . - =
o _2n—1
nmax(x) 2

'} #en (2'1_2__1 {_x) Q,‘,l,'m‘x |

1_
L
[2.29]

3. MODELO VIGA DE FLEXION

3.1 Caso dnscreto Edmclos de N plantas
- Se supone que las masas estan concentradas

" enlos forjados cuya flexibilidad es muy peque- - \

fa en pomparacnon con la de los soportes. El

movimiento sismico impuesto en el contacto de -

la estructura con la cimentacion se desugna por
ug(t). .
M+1

Se denomma k=" 12E|

i= ‘I . h3
- de vanos por planta (figura 3).

Los gdl conS|derados en mowmlentos son en
cada nudo: - . '

d=[h-0o]=[¢ yen'fuerz'as;_)=' M/h;

"y la'masa rotatoria es ‘despreciable.

.La matriz de ngldez de un elemento es (figu- -

con M namero

.siendo
B B B 2
: % 1 % ’
‘Slz=.k}.1=_|s _é_ _'_:12_,
. % _1:‘

La ecuacion de equilibrio dmémlco dela plan-
tajes: =~

k21d, ] + {kyi + kzz)d + k12d,+, +

} o+ md = —mri,(t) 3.2]
siendo - . ' ,
o mg e '
m=[F o |=fo
[0 m, [0 m
X o
r=]o]; di= Foj]
|1 L Uy

ra 3c) | y con las siguientes condiciones de contorno:
' |£= I_Sn '_(12 4[3-1]@ (7[,;0 [ u =0
Kk kz . . 0N7+1 = by ; Uyer =0y +uy [3.3]
N N :
F /- f N . 7] u
T —) 21':' jrz
| M0 (o 20,4
1 1% 212
I A 3
h ‘ ' h {
. 2 2 4—) e
h ' ' : S
| ! 4——-)
h-
—YL Jl— b -J_. .J_ . ’ e,
T ugn |
,(a) Estructura real. ‘(b) Modelo. ‘ (c) Gdl del elemento.
Figura 3.—Modelo de viga de flexion. Edificio de N .plantas.
- JUNIO 1986 441
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?

Jla ecua0|on [3.5]:

~ con lo que resulta

FORMULAS EXPLICITAS PARA EL CALCULO SISMICO DE ENTRAMADOS PLANOS REGULARES

‘Las vnbracnones libres y amortlguados se ob-

tlenen 'de la ecuacién: 3
k21 dJ—l + (k11 + k22)d + k12dp+1

 —wmd=0 B4

Si se supone que 'c_ii.'= .[_E]ri‘, la ecuacion

L C

"[3 4] se transforma en el S|gu1ente S|stema ho-
mogeneo :

=1 {k21 + (k" + km)r + k12r2

— mr] [a ] -0

con solucmnes no triviales si se satisface Ia con-

: d|C|on de determlnantes nqu

Jlka + (ko + k22)r + K — wzmrll =0

es decir L

\ %(rz +4r+ 1) = %(rz-'—,u‘ =0
| -—;j(rz =1 S 2+ (2— az‘)\r— 1 [35]
en dondé scve‘.hg‘ denon’ﬁnad; &= . I?’/m

Se procede al cambio de variable S|gu1ente en

CZ=r4+——
B r .

2(2+ w2)2—4(2w2——1) =

~ La ecuacion [3. 6] presenta dos' raices reales
~ ya que su descriminante es siempre posmvo
- en efecto:

A= (24 a2 + 402 ;o?'— 1=

=&2(12 + @)>0

[3.6]-

- Con’ objeto de resolver‘ la ecuaCién [3 5]
se lntroduce eI S|gmente parémetro auxiliar

‘, 11/(0 < \lx < —-) deﬁmdo como ‘sigue:

w2+2

Caso1 S|w>—1— e
22 5'2—_1 ‘

5 cot¢‘=

conlo que. las raices son
2,=2V2%2~1-coty/2 . .
zz——2m—1 tg¢/2

"~Ca502 S'w<'\/1_ senxp—M

2’ 2%
y las raices - o

=22+ &) cos?(y/2) -
2, =2z(2 + @) sen2(y/2)., .. . -

Para cada uno de los -casos anteriores,
se deducen los valores de las cuatro raices
r, = (i = 1,2,3,4) de la ecuacion [3:5] de acuer-
do .con el siguiente procedimiento.

_ o
Caso1.— &> —Fp=
‘ o 2 o

Se puede comprobar que existe un limite su-
perior para &, es decir & < 2, por lo-que se cum-

ple que

~/ tg—<1

Las raices de la ecuacién [3.5] son:

n=ex ; [p=e

ry=esV=1 ;| pp=evadl

con

=272 — 1 cot%,

Cha1
'c_osaz .=‘:—~/' 207 — 1I-tg%

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS




| FOBMUL’AS EXPLICITAS PARA EL CALCULO SISMICO DE ENTRAMADOS PLANOS REGULARES

Por consiguiente Ios movnmlentos de piso j
(modos de vnbramon) son

uy=A,Chayj + A;Shesj+ -
SR+ Agcosa) + Agsena,]
G =AChaj+AChaj+"

T+ Ag Ccos o, + A4sen o,

con  Ki=A ;- A= A,)\,
| 53£A4)\2 7 A, = f‘Aa)\z ;
. _:3Sha; . ., _ 3sena,
')“_Cha;+2' A =

cosa, +2 -
La consideracion de las condiciones de con-
torno [3.3] conduce. al sistema caracteristico::

 ‘&N%mM#0

Cy) —

A1>\1(SN+1 S )+A2)‘1(CN+1
_A3>‘2(SN+1 SN) +- ‘ T
+ A44‘)\2 (,CN+1 - CN) = 0 . [38]

A1<CN+1—CN

—‘)\1'SN) +
+ AZ(SN+1 SN —)\1C ) +
A3(c!\, 1 — c;, ‘+ ')\zs_N) +(
AL 01~ Sy — MGl = 0

- JUNIO. 1986

13.7]

con  Cy=ChNay; Sy=ShNe;

cy =cosNay; sy=senNa,;

Denomlnando A1 == A3 A
- Az )\1 = — A4 Xz B X] )\2
se .obtiene |

A()\,A +x2 )+B)\1)\2(B,—~Bz)—0 [391 o
. A(B—B;—NSy—Asg +

» B[XzA;—)\1A;—X1XZ(CN—CN){ =0

S snendo

A= SNH——SN— (c1—1)sN + ch,

' B; = CN,L,—CN = (c,—1)CN + SNS,
CAz= s,,41—sN_= (¢ — 1) sy + cysy
B; = Cn .+ 1 — oy = (61— T cy —sANs1

La ecuacion resultante de imponer una solu- .
cion distinta de la trivial en el sistema [3.9] per- .
mite calcular los valores de w (frecuencias). Esta
ecuacion es:

)\,A + )\2 2){)\2A,—)\,A2

—MNM(Cy— CNH f‘)\i)§2(B; — B

‘ (B;—B;—X1SN—)\25N) =

\

3.10]
Caso 2.4— 5 > 1

ST A2
Se comprueba aS|m|smo que siempre se pro-

duce la de3|gualdad (2 + @? senz—lk <1, es de-
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" cit w=2> 0, por lo que-resultan las siguientes
- raices para la ecuacion [3.5]

[

n=ex ;| rn=e %

f3.= e{anv—1 , Fa = e“da‘/?
- -siendo - Cha, = (2 + &) cos 7
0 . = (D 4 T2} a zi.
_cosa, =-(2 + &?) sen o
y el proceso de célculo es idéntico al caso an-
" terior, obteniéndose idéntica ecuacion caracte-

ristica [3.10] ‘para determinar las frecuencias
fundamenta‘les

“Una vez deducidas las frecuencias de vibra-
0|on segun las expresiones [3.7] es posible cal-
cular los modos ¢, correspondlentes obte-
mendose los resultados:

b= () (=12,
" con

um'=" M (Ch.a,j— cosa,j) .
# NOyShanj—Nsenaj)
B, = M\ Shaj + A senai) +

+ N )\1 )\2 (Ch (o7} j\_" COS'azj)

Por otra parte la masa redumda de cada mo-
do ‘es:

. N
m,=m X uf [3.11]

- El coeficiente de partnmpamon SlsmICO del mo-
do n es:

(3.12]

Las fuerzas equwalentes en Ia planta j para
el armonlco n son:.

fin'rr{a'x = .‘ m. m:- U, g Sa (wnl nn) v

n

3.2 Caso. li’m_ite.‘fViga' conltinua a.flexion

Se considera El =

n=1

de vangs por planta. Se supone que los sopor—
tes extremos tienén una inercia mltad delade.
los interiores.

La masa unitaria es ¢ = —r:— y laluz L=

:2N+1
2

la ecuacion del movimiento de la-viga continua
a flexién es:

& oy 82U Pu 3y,
s Bt et =~y [3.14)

Si la seccién es constante se escribe:

du 92y d%uy

El ox @ FI BCEFT R

Las coordenadas X se especuﬁca para las al-

turas de los pISOS i
‘x=jh{(j=1,2,..N)

En’'el caso de vibraciones libres no amortigua-
das resulta:

9%
ax? El d x2

d2u 0%u
t e

=0

Mediante separacion de variables u(x,t) =
= X (x) T(t) se deducen las dos ecuaciones:

eT
v 2T
de ¢
o d2X ,
dx? {E_ dx2. "o ) T ewX

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

e

(3.131,

Z El con M. eI namero

h. Con estos parametros continuos,
! 4

[3.15].
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Sl se suponen inercia y masa dlstnbwdas uni- .

formemente se obtlene

" T=Tysen{wt + o)

¢ = A,ChAx + A, Shix +

X(x) =
~+ Azcoshx + A;sén )\_x-
. . 2
con >\_4= hd

El

En el caso de.condiciones de contorno de vo-
ladizo, es decir:

_0u _ o

u—ax—O ‘parax—O
2, \3 : ' <
3u=6u:0 para x = L

axz  ax3 .

se deducen los sucesivos modos y frecuencuas
de wbramon A

;X('x) = ¢,(x)= A, (Ch )xnx — COS A\, X) —
— (Sh\, x— sen\, x)
ChA,L + cosh,L

.-°-°”.  o A?' Shi, L —sen), L

El autovalor X, debe satlsfacer Ia ecuacnon
-~ Chx, L cosh, L= —1

que. permite obtener la pulsacién \, correspon-
diente. Los primeros valores son:

SN =NL=1.8751; Ty = AL = 4,6941;
N =NL=78548;

.'_.-.2 _i
Y Wh ")‘n V QL4

JUNIO. 1986

Las restantes caracteristicas dmamlcas del
modo n son: :

m;=f $2(x) g dx = @—(2A ? = gLAZ_
. |

| e ) VZQ'L
.L""fod’""f’@d"‘ ML

4QgL
A?

. Oh'max = s (wnr nn)

foo=

jn max

)

ns

4. MODELO GENERAL DE VIGA A
- FLEXO-CORTANTE

4.1 Caso discreto. Edificio de N plantas

Se considera ahora una situacion intermedia

“entre los dos extremos anteriores, es decir, un

entramado plano con rigideces finitas y no nu-

las en soportes y dinteles como se indica en la
figura 4 para dos entreplantas consecutivas.

' R R'(1+ )
Se denomlna A= '—R";— Yy vk = 2'—“h2—M

La ecuacion dlnamlca del movnmlento es, pa-

ra la planta n:

|521gn‘_;'+ (lg,1 +_'Szz_)gp 4
+ Ki2do s +mgn = —mri, (tj’
con |
d.=[8 ]1=[hn
‘Un ' | U,
m=[m, 0]=[0 0
| 00 m, | 0 m

445
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T (e + (ki + kMR + k,er}[‘C] =0

U,

"cxbn '\Io que resulta: -
- k21 dn~_1"+' (k'ﬂ‘*’kﬂ _— mwz)d + k12 dn'+ 1 = 0 .

. Ecuacuon de recurrencia, que se’ resuelve ha- :
cnendo : :

. qn= Clm.

- y'se'deduce

C

es decir, -el siguiente determinante debe anularse

-+ si existen soluciones distinas de la trivial” .

Cd

‘ " 1_(21 + v(..k1"1 + !.(22 — m w?) r + |§12 2 " =0

| | 2 ;M,
 wuls e AN o “aoo e
R R, ¥ R, § R, ¥ 1 R '
o R, ' RV IRV R, ¥’ Ry, §
oo | 2 | z
—JL— S iy e X e ' n'L?
' ' Figura 4. ;P)anté genérica. Modelo general de viga a ﬂéxdcpnante.
ki, = k3 = k—z—(-#)— —‘;— 0 bien, - o -
v o+ 281+ ar —1+r =0
1 : : ' .
Sy -1 11, -, ,
I 2 | ] TP 1+ 2(1 ‘-w‘)r r
' . 1+ ] o
ki + ki =K 1t >\( ; el - 01, siendo
S Ty e Co.
| 0o . 2 2k’ 1+
L . 1401+ 4)
Vibraciones |Ibl’8$ i, (t) = 0 y se supone que = 1+ 4
dn' =" an‘ ' "éiwt' ‘ )
=" _ En general si0<y< 1 se satlsfacen las de-

sigualdades

O<Ol<4l

ﬁ>a ; 5

S| se efectua el camblo de variable en la ecua-

- €ion [4 1]

z=r1r+—
r

ésta se transforma en la siQUiente
la— )2 +2(8—all o 2))z+
+2—4B8(1—3)=0 [4.21

_ El discriminante A de la ecuacion [4.2] es
siempre positivo, ya que su valor es:

(oz+B—1)2

+2(B—a6-a2)w2+a2 —4

~ REVISTA DE .O_BRAS : PUBLICAS
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y- B— af—a?>0 para todo o y B._

T

 Denominando w? = 1 — &? la ecuacion [4.2]
. Se convierte en: : : :

=202+ 2(awdi— Bz +

+2(28w3—1)=0

[

.Existen por consiguiente dos raices.z; y z,

reales de la ecuacion [4.3] que.pueden expre-
sarse como sigue: :

Caso 1.— w§<.2—BA

1283 v -
v, z, = +2 24, cot 2 ‘

T2 v
z,= .2 ?’1._20{‘ t92 |

. . . ’ 2
- siendo cot ¢ = - B—awi
: ‘ N1 —=2a)(1—28wj
B U< E
_. .(0.< x,b‘< 2 ) |
Por cada valor z se obtienen dos soluciones

de la ecuacion [4.1], es decir, las cuatro raices
. buscadas, son: :

S onmen i pme
S = eazﬁ, 4-';.1'4..:_ \e—az\/_—% -
con . f . o -
| C“a1= \JA 1—1__22%@3 cot% "
coskq;2 _=>.v_.l" 1— 23 w? v l

T1-24 973

JUNIO 1986

. [4.3]

" Los movimientos del piso j son: -

_+ Ajcosa,j + Aasén ayj

+ Ajcosa,j + Assena,j

y el pr'ocesd sigue exactamente igual que para

" el caso de flexion de los soportes Unicamente,

es decir, con \ = 0, analizado en el apartado 3
anterior, considerando ahora los parametros:

Sh o4

M= aChay + 8 ;

sen (0 7]
acosay; + 3

, =
. Casb,z.'—"wg<'i '
- Laso. 2 28
Las raices son:
L B—awd Y
:4—-——— 2_7
N1 2a %2
v 2 \ '
) 22=46__a—wl 2i», ) ..}

1—2 %M

Y1 —2a) 28w~ 1),

siendo sen ) =
S B —awl

. Las soluciones de la‘ecuacién [4.1] son

'r1 = gx ;o= e—a

. r3:'ea2\‘—1 1 r4:e—u2J—'1

-con

B —awd

2 7 .

. Choy=2 2

447
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cosay, =2
y se continUa- igual que en el caso anterior.

4 2 Caso I|m|te Vlga continua a
flexo cortante

. Se consudera la existencia de una deforma-
. ciébn de cortante «, y por consiguiente se pue-
“de escribir la’ generalizacién de la hlpOteSIS de
Navier.

o du
_0 Codx .

Las ecuaciones .constitutivas son:

Q=GAa
_ g g0
M =B

Las ecuaciones de equilibrio son:

dx. -

__da
_ dx

La. ecuacion en rigidez es:

£ _ o,

&M o dPa
9= "ge.~ Bl ge = Flige =l ge
"o bien o

. El -
9= 5 dxe T GA dx
Si
62
9= =033 {u + uy)
resulta:
. . ‘ . 2 d2u
cpu_ Bl du_,,Pu_ e

ax* GA ~ax?otr - ot2

~ 448

!
Las vnbracuones Ilbres se deducen a partlr de
la ecuamon

Fu_ _El 3y Pu _,

Bl ox ~GA Yavar T2 e
Si se supone |
“u =X (x) et
Se tiene
EIXY +—igw2 X" — pwX =0
GA
es decir
XV 4 202X — X =0
con

" La ecuacion caracteristica es.
4+ 2Nrr—N;=0

en donde

r=:t\[—)\%d:

Y

r= a:)\,=\/—1:1:_\/1+)\3

Sea
=V 1+ V1T
=nNVT+VTEN
se deduce | |

X(x) = ¢{x}) = A;Chryx +

+ A,Shrx + A; cosryx + Agsenr,x .

' REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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Imponlendo Ias codlmones de contorno de '

voladlzo es decir: o .

u=0"; A _g
< E »T .’-‘ X'. ’ ‘, .
;~dz.u.—";-‘ L N
Sde 79 e =0 parax=

se obtlene eI S|gmente SIstema caractenstlco;

A1 + A= 0
AZ r’. '{} Aty = 0 :
Ari Ch;1 L + /3;2 r%éhr, L—
— A, r%cio's» rpl— A4f'§se‘n L= 0
A, .r'? Shr,L + A,r}

+ Agrisent,L — AjrisenrL =0

haciendo . N
A1 = — A3 = M
A,éﬁ = —A;r,=Nn1,
' resulta

'l\:/l‘(r?‘Chr', L+ r%’pos r2 L)‘ +

+ ler1‘r2 (rq YShrl1 L;+ r 'sen‘r.2 L)=0
' M (r3 S'h'r'1 L -—' r3senr, L)‘ +

+ Nr1 r;(r2Chr, L + rjcosr, L)‘ =0

Los valores de w, (frecuencias) se obtienen

imponiendo la condicion de existencia de una

JUNIO 1986 '

: solumon dlstlnta de la tnvnal esto es:

-

(r Chr1 L+ rzcosrz L) — (r1 Shr1 L + rzsenrzL)

(r1 Shr1 L— rzsen r,_ L)

Obtenldas Ias frecuencnas los modos de v1bra-
‘cion correspondlentes d),, resultan :

d),,,(x)-' M (Chr,,,x —COS [ X) —

— (r,, Shry, x —ry,senry, x) -
Siendo

Ty Fon {1, Shry L + rnsenr, L)
r?. Chr,, L + r3,cosr,, L

M, =

El resto de las caracteristicas dinamicas se ob-
tienen de manera similar a la indicada en 3.2.

- 5. EJEMPLO DE APLICACION

A continuacion se presenta un ejemplo de
aplicacién de los resultados anteriores referen-

tes a una estructura plana regular de edificacion, .

de cinco pisos, figura 5.

Figura 5.—Ejemblo de aplicacién. 8

Se supone que la masa esta concentrada en
los dinteles, con un valor total m por piso. La
rigidez al desplazamiento transversal de un pi-
so.es k. La actuacion del terremoto se repre-
senta. por un espectro de aceleraciones
S, (w,n) cuyas ordenadas son fracciones de g,
es decir S,(w,n) es un namero-adimensional.
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e TABLA ]

U © Viga de Corte “Vigade Flexin | viga Flexo-Cortante (\ = 1)
CArménico - f 1,2 3 4 5 |1 '2@3.@4,-_5r',1"-2‘7.3'"4&5
Frecuencias , o286 " 08308 13007 1.6825 T1.9190 [0.0338° 0.2160 06122 . 11828 17606 | 0.2131 .0.6402. 1.074 15156~ 1.8646 |
‘Modos de. Vibracién -~ ,* L6 T h ’ L . L ' ol S
Componentes. - | - ’ Lo ) E R R P '
S B 0.1699 . 04557 0.5969 0.5485 . 0.3260 | 0.0459 . 0.2291 . 0.4878 ' 0.6478 * 05350 | 0.1351 .~ 0.3746 0.5524 ' 06036 0.4145
27 . . '« |0.320' 05969 01639 —0.4557 —0:5485 | 0.1670 . 0.5587' .0.5439 —0.1340. . 0.5877 |.0.3038 . 0.5991 0.3167..—0.3295 — 0.5830
;3% T oo | 045570 703260 0i5485.—0.1699° 0.5969 [0.3387  0.5797 '—0.2626 —0:4639  0.5172 | 0.4485 .0.3962 " 0.4567 - 03197 — 0:5731 .
T4, | 05485 -0.1699 '~ 0.3260  0.5969 —0.4557 | 0.5393 . 0,1667 —0.5298 . 0.5542 —0.3048 | 06539 < 0.0877 04321 ' 05%31. 0389 [ ' |
U5 0 | 0:5969 ~0:5485 1 0.4657. — 0.3260 0.1699 | 0.7513- —0.5211  0.3467 .~ 0.2001 —0.0837 | 0.6176 —0.5781  0.4443' —0.2704 ..0.1215 .
Fuerzas Equivalentes. . L : . ' BEEERY B _,‘, N .[ : e,
- Pisos R i Do e R . .
U I 03563 0.3009 02077~ 0.1063 00289 0.0846. 0.2321 0.2893' 02617 0.1310 [0.2782 0.2600 02334 0.1672  0.0602
2. : 06837 0.3%47 . 0.0591 —0.0883. —0.0486 | 0.3076 05660 0.3226 —0.5041 =-0.1436 | 0.6265 0.4159 0.1338 —0.0913 — 0.0847
3. . 17109857 0.2152 -0.1909 —0.0329° 0.0528 | 0.6240 0.8672 —0.1516 —0.1874 0.1264 [ 0.9235 0.2750: —0.1938 —0.0885 0.0832
4 © ]1.1503 —0.1122 —0.1134  0.1157 —0.0403 { 0.9934 01689 —03142 0.2239 —0.0745 [1.1405 —0.0678' —0.1826  0.1643 —0.0553
5 1.2517 ~0.3621  0.1585' —0.0632 00150 | 1.3841 —0.5278  0.2056. —0.0808 0.0205 | 12717 —0.4013 01877 ~0.0749  0.0176
Con estos datos se consideran tres hipotesis Fuerzas equivalentes para S, (w,, 7,) = 1
en relacion con la rigidez de los: dinteles:
1. Rigidez infinita. (Modelo viga de cortan- : fo = {fins fons o, fan, 50} TG
. te).
2. Rigidez nula. (Modelo viga-de flexion). Estos resultados se resumen en la tabla 1 co-

rrespondiente a una salida de calculo por com-
putador. Se observan las importantes diferen-
cias que se producen entre las dos hipétesis

3. Igual a la rigidez a flexion de los sopor-
-+ . tes. (Modelo viga flexo-cortante).

Los resultados de interés para un célculo sis- extremas 1y 2. Sin embargo para rigideces
mico.son (para n = 1,2,3,4,5): : moderadas del dintel sé obtienen resultados re-
E T C , lativamente cercanos al modelo viga de cortante
rrecuencias: w, = w, ?’ o ' (hipotesis 1). Asi para el primer armonico, ge- -

: neralmente el. mas significativo, las cargas equi-
MOdOS ? = [¢1m Bons Bans ¢4m ¢5n} T valentes al efecto sismico se representan en la
figura 6.

ES convenlente COﬂOCGI’ estos modos OI’tOHOI’-

mahzados es decir, que satisfagan la condicién: - + - Los cortantes totales en Ia base, fuerza ma- -

xima actuante, representan para cada uno de

| o - rggbn =1 o o Ias hlpoteSIS anteriores los sngmentes valores y
t§.|0°/9; 0.3563 _ - ‘ R PAPPOR 610846 A. (8.60%) 02805
’ '(1.5455"/...){ 0.6837" I' . ' - ' ..(9.'|7°’.o) 03076 | . v (14.83-/.; 0:6303

" 2173% -6.9557_' R : '(_|8.6|;/‘.) 06240 ; (2|‘.'89l%)'C).9303—
:(26.;6%)',']!503 ' - (;28.43%.) 09934 | = e (26.98%)1.1469
(28.46%) 1.2517 ‘ v(ﬁu.z.'r°/;).'|.384l - | carow 2624
: | o 1 . ‘, e | xmg 1 , i x Mg 4
| ‘\ (a)A:,‘;_INiga de -c'or’t'a'ﬁtﬁe.; ;(b) Viga (ie fle;gién.. (c) viga de. flexécortante.

Figura. 6. —Fuerzas equivalentes a un seismo. Primer-mode.

" REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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TABLA2 - -

-1. . DOWRICK, D. J.:

-FRECUENCIAS

r Namero - |. Viga de Cortante Viga de flexién
- de e : '
Caso. Caso | .. | Caso Caso "
Armonico . | Real |Continuo Relacién Real |Continuo Relacion
1 . {0.2846 | 0.2856 | 0.9966 | 0.0338 | 0.0336 | 1.0079
2 0.8308-.0.8568 | 0.9697 |.0.2160 | 0.2103 | 1.0274
3. 1.3097 | 1.4280 | 0.9172 { 0.6122 | 0.5888 [ 1.0397
N .1 1.6825 | 1.9992 | 0:8416 | 1.1828 | 1.1538 1.0252
' \ - '5 - 11.9190 | 2.5704 | 0.7466 | 1.7606 | 1.9073 | 0.9231

‘

su proporcnon de Ia carga total

" 4.3977 mg (87,95 %), 3:3537 mg (67 07 %)
'y 4.2504 (85,01 %).

Normalizando las acciones representadas en’
la figura 6, se deducen los valores porcentua-

'les alli indicados, y de nuevo se ratlflca el he-
cho de que el procedlmlento de la carga es-
tatica equivalente (proporcuon 20 por 100 de la
fuerza total en cada piso) no es adecuado.

. A efectos comparativos, se presentan-en. la
-tabla 2 los valores -de las frecuencias obtenidas

- en-el limite, como viga continua de ﬂexnon y

cortante para este caso

" '6 CONCLUSIONES o

“Las. formulas exphcntas deducndas permlten

. evaluar exactamente y con un minimo de cal-
“culo el comportamiento ante seismos de porti-
cos planos regulares. Las extensiones a otras

situaciones distintas a.la ideal considerada pue-

de llevarse a cabo-introduciendo-valores medios ..
vadecuados Los resultados .obtenidos pueden'. -
ser utilizados en fases previas de proyecto, par- - -

ticularmente.en emplazamientos en los que son
~esperadas ‘acciones sismicas importantes.

" JUNIO 1986
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