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Sobre la estabilidad, segan Liapunov,
de un sélido hiperelastico sometido a fuerzas

hidrostaticas ™

Por RAFAEL RODRIGUEZ REBOLLO
Doctor Ingeniero de Caminos, C. y P.

Para una posicion de equilibrio de un sdlido hiperelastico, com-
presible e isétropo, de forma arbitraria, sometido a fuerzas constan-
tes en magnitud y direccién (fuerzas muertas) e hidrostaticas, se ob-
tiene un criterio general de estabilidad lineal segun Liapunov en fun-
cion de las tensiones principales. Se establecen también condiciones
suficientes de estabilidad en funcion de una sola tension principal y
de la desigualdad de Korn. Finalmente, para una aproximacion usual
en ingenieria, se obtienen otras condiciones suficientes de estabilidad.

1. INTRODUCCION

La estabilidad de sélidos elasticos isotropos
en equilibrio sometidos a fuerzas muertas e hi-
drostéticas ha sido examinada por diversos
autores [1, 2, 3, 4). Sus trabajos no se refieren
a la estabilidad segun Liapunov, sino al criterio
de la energia. El calculo de la estabilidad se re-
duce al problema algebraico de determinar
cuando una forma cuadratica es definida posi-
tiva, utilizando la desigualdad de Korn y la con-
dicibn de momento nulo con el fin de exluir cier-
tos movimientos como soélido rigido.

Recientemente, R. J. Knops y E. W. Wilkes
[5] han desarrollado una teoria general de es-
tabilidad elastica segin Liapunov. Sobre esta
base, hemos obtenido [6] condiciones suficien-
tes de estabilidad segun Liapunov para cargas
muertas, utilizando la energia de deformacion
como funcional de Liapunov e introduciendo la
expresion de Holden para las componentes del
" tensor elastico, asi como la desigualdad de
Korn.

Las cargas hidrostaticas son conservativas pa-
ra ciertas condiciones [5] y el andlisis de esta-
bilidad lineal puede realizarse utilizando como

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que po-
dran remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta el 31 de enero
de 1986.
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funcional de Liapunov, la energia de deforma-
cion aumentada aditivamente por una funcién
potencial.

En este trabajo, consideramos la estabilidad
lineal segun Liapunov de un estado de equili-
brio de un sélido hiperelastico, compresible e
isotropo, de forma arbitraria, sometido a fuer-
zas muertas y una fuerza hidrostatica constan-
te y uniforme en todos los puntos de parte del
contorno del sélido. En el resto del contorno,
se consideran incrementos nulos de los despla-
zamientos con el fin de que las fuerzas hidros-
taticas sean conservativas y para excluir movi-
mientos como solido rigido. Utilizamos la expre-
sion de Holden para las componentes del ten-
sor elastico y obtenemos un criterio general de
estabilidad en funcién de las tensiones princi-
pales. Para los tres casos considerados para los
signos de las tensiones, obtenemos cotas para
los términos que aparecen en nuestra funcio-
nal de Liapunov y los criterios de estabilidad
pueden expresarse en funcion de una sola ten-
sion principal. Cuando el tensor de esfuerzos es
uniforme en todo el solido, utilizamos la desi-
gualdad de Korn. Como es usual en diversos
problemas de ingenieria, posteriormente despre-
ciamos los términos de la expresiéon de Holden
que son lineales en las componentes del tensor
de esfuerzos y obtenemos otras condiciones su-
ficientes de estabilidad.
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2. FORMULACION GENERAL

Consideramos un sélido hiperelastico compre-
sible isotropo de forma arbitraria, inicialmente
en un estado libre de esfuerzos, configuracion
de referencia homogénea C,, con un volumen
material V, limitado por una superficie material
S.. Las configuraciones original, o no pertur-
bada, y perturbada seran designadas C Y CP,
respectivamente.

Nos referimos a un sistema unico fijo de coor-
denadas cartesianas rectangulares, con X, las
coordenadas materiales de la particula X en C,
Yy X; sus coordenadas en el instante t, en C:

Xl = Xi (X‘Il XZI x3l t) ’ |: 11213

O < deter ) = deter (x; 4) <

X;
0Xa

Las ecuaciones variacionales de movimiento,
con respecto a la configuraciéon C, en la apro-
ximacion lineal, son:

(dy U}y = pt; vx [o, o) 1]

con las condiciones de contorno:

u=0 Sxlo,o)

(11

nidy U, =t  S;x(o,)

incluyendo no solamente fuerzas de superficie
hidrostaticas constantes y uniformes en S,, si-
no también fuerzas de volumen superpuestas
que son constantes en magnitud y direcciéon
(fuerzas muertas).

La primera de las condiciones (1) nos ase-
gura la no existencia de movimientos rigidos.

En (1) y (1)", u es la densidad de masa en

C,u=x"—x;n, las componentes del vector
unitario normal a S,, S =S,US,; t, el incre-
mento de las fuerzas de superficie; i = aa
X,
Y
dijk! = Cjjg t+ Ujl(sik = dklij
Cik = Cijk = Cwij = Cjiw = (21
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2
= 4u X; N Xim X1, Xj A 3Con 0Con

donde o; es el tensor de esfuerzos, Cay = X,
X,n es el tensor de deformacion de Green y ¢
es la energia libre.

Cuando la configuracién original C representa
una pequena deformacion a partir de C_, los
componentes C;, del tensor elastico adoptan
la expresion:

”kl X 6 6“ + 2)“' 5ik 6j| + A1 6 6” 6k| +

+ A0 6, 6y + H—m(c‘);j O + 0y 00) +
+2(Uik6jl 5.k) + 5 2 €iis Ejk¢ Ot 3]
m
donde

-3 .

A1 B 3>\+2y,
'[2|-2m—>\— 4>\(>\+m)+n)\]

2u

.

Ar = 3N+ 2u

[2(m—w)— 4+ 3:]

siendo \ y u las constantes de Lamé asocia-
das con la pequeia deformacion inicial; |, my
n, las constantes elasticas de segundo orden de
Murnaghan; ey, el simbolo de permutacion y
o=o0,+0,+ 0, la traza del tensor de
esfuerzos.

Sea p la magnitud constante por unidad de
area de las fuerzas hidrostaticas. Conocemos
que:

pd
fsz tu,dS = T fvm(ui,iu,]

- ui,] uj,i) dV:

g% fw(e“ e, —e;e; + ww) dv
dado que [4]
Ui Uy = €€
u,u; = (e + wy) (e + wy) = e85 — wywy

L1
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donde e; y w; son las componentes de los ten-
sores deformacion y rotacidon infinitesimales,
respectivamente.

3. ESTABILIDAD SEGUN LIAPUNOV
PARA LAS TENSIONES PRINCIPALES

Para una posicion de equilibrio, se obtienen
condiciones suficientes de estabilidad segun Lia-
punov, de la desigualdad:

F(t) = ﬁ(n [dijkluk,|_p (eje — eie + wij“’ii)]
dV=cp,c>o0 (5]
siendo F (t) = o, respecto a las medidas
pyp =Flo)+ S oo 0,0, dV

Nuestro propdsito es la obtencién de criterios
de estabilidad a partir de la desigualdad (b), en
funcion de las tensiones principales.

3.1 Expresion de F (t)

Si consideramos en cada punto del solido
unos ejes coincidentes con las direcciones prin-
cipales del tensor de esfuerzos o; , con
0 =,0 = 0, las tensiones principales, obtene-
mos, teniendo en cuenta (2):

Ft) = fvm ldW = fv(t) [cijkleij e — (eie; —
- eijeij + (l),](l),l) + O,Gﬁ + 028%2 + 038:2;3 +
+ (0, + o) el + 2(0;, — o) ewy, +

+ (0 + o))y + (0, + 03) €3 + 2(0y —

— 03) 8130031 + (01 + 03) (l)%:; + (02 -+ 03) 9%3 +

+ 2(03 — 0;) €303 + (0 + 03)w§3]dv =
N .['m[ci"" ejeq — (6,6 — €€ + wjw;) +

+ 1, ] dv (6]

La expresion (3) sustituida en (6) nos da la
siguiente igualdad para el integrando de F (t):
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I =\e;e; + 2ue;e; + Aoe;e; + Ayoe e +
+ 2—>‘—+—Ln—oi g;e; +40,e,¢; +
+ ie“s €is0s€; €, — ple;e; —e;e; +
+ wjwy) + . [7]

4. CRITERIOS DE ESTABILIDAD
SEGUN LIAPUNOV

Consideramos la medida

p.= f e;e;dV
vit)

La desigualdad (5) se escribe:

,f;m [d‘"" U, U — pleie; — €€ + wjw;) —
—ceije“]dv >0,C>0

Una condicion suficiente de estabilidad segun
Liapunov, con respecto a las medidas p,

o, = Flo) + f( wG,0,dV

y e es que el integrando, una forma cuadrética
en e;, w; sea una forma semi definida positiva
en cada punto del sélido.

En el caso general, de (6) tenemos:

| = cjue;en — peje; + (0, + ple? +
(o, + pled, + (o3 + pled; +
+ (01 + 0, —2pled, + 2(0, — o)) ey w4, +
+ (0, + 0, —2p)w% + (0, + 03 + 2ple?, +
+ 2(0y — 03) €330 + (07 + 05 — 2p) w,
+ (0 + 03+ 2pleds + 2(0; — o)) ep3wp3 +
+ (0, + 05— 2p) w3, [8]

y las condiciones suficientes son:

Cik €€ + C1€;€; = Cy ;€
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" para una constante positiva C, y una constan-

te C, tal que

. g3 — C
_(03~C1)<p<L2—1

02+03_2p>0,

i#j,i,j=12,3 (no suma en i,j)

Si convenimos que:

ﬁt) Ciue€jeadv =cC j\:m e;e;dV (9]

donde C es una cierta constante positiva, las
condiciones suficientes de estabilidad se obtie-
nen facilmente. En el analisis que sigue, consi-
deramos la expresion (7) para | y obtenemos de-
sigualdades como (9). La practica usual es des-
preciar los términos de (3) que son lineales en
o;, 1o que es una aproximacion que requiere
un estudio en cada caso. Mas tarde, la utiliza-
mos para obtener criterios mas simples.

4.1 Criterio general

a) Escribimos de nuevo la expresion (7) para
obtener:

| = M,e? + Mye3, + Mye3; + 2Nz e e +
+ 2N, e, €5 + 2N e, ey + 2P;ef, + 2P,ef; +

+ 2P-| 8%3 +203 e-|2 w12 + 202 e13 W3 +
+ 201 €94 o3 + 2R3 w%z + 2R2 (JJ%:; + 2R1 OJ%:;
[10]

donde

M=X+2u+ (A +A)o+

A+ m

+ 2( +2) 0i+0iri:11213
U
Ni:>\+A1o+m—(aj+ok)+
-
LU
2”' g—Pp
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Pi=2u+ Ao+ 2o+ a,) — i#j#k
j#k
L R /L ijk =123

R, =—3-lo, + 0, — 2p)

Qi = (0 - Ok)ek,-wk,

k=1,j=2,i =3

rotacion ciclica; no suma para j,k J

Criterio
Una posicion de equilibrio de un solido hipe-

relastico, para las condiciones del presente tra-

bajo, es estable segun Liapunov, respecto a las
medidas

Py — f()ul.lil:lidV'f‘ F(O)

p =f e e, dV
vt}

si existe un ¢ > 0 tal que se verifican las siguien-
tes desigualdades en cada punto del sélido:

M,—c>o0,(M —c)(M;—c)—

N{>o0,P,—c>o0

Mi —C N3 N2
N, M, —c N, > 0
N, N, M, —c

4(P,—c)R,—Q?>0,i=123

(no suma indices repetidos).

b) Con el fin de hacer mas explicita la pre-
sencia de la magnitud p, procedemos como
sigue.

Tenemos:

(ef, +esh +ef) +
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+IN+le—1)p+Aoolee +

AN+ m
i

+ (2

+5lo, + (1 —a)plez +

[(2_)‘;

+ ™ 1 B)ay + (1 — a)pleg, +

I +[(2)\+m

+ 5oy + (1 —alpled; +

A+ m u

2u

+ 2] (0, + o)) + o3le; e, +

A+ m u

2p

+2[ (01 +U3)+ 02]811833+

AN+ m u

2u

+2[ (02+ 03) + 01]822833

[ £ (44 + 2p + 2A,0 + 5(0, + 0,) —

u
———03leh + 2(0, —oy)ejwp +
2u

+ (01 + 02—2p)w%2+
+ [4p + 2p + 2A,0 + 5oy + 03) —

u
— 5 o0 le + 2(0) —03) e w5 +

2u
+ (01 + Uz_zp)w%:;‘*’
+ [4/.L+2p+2A20+5(02+ 03)_

u
— o11€3; + 2(03 — 0y) €33 +

2u

+ {0, + 03— 2p) w3, [11]
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donde hemos introducido una constante

o<a=1

Consideramos las desigualdades:

iy >0
l, = c(e?, + e}, + %)

ly=2cled, + 3 + e3,)

y se obtene un nuevo criterio para las mismas
condiciones y medidas que en 4.1.a.

Criterio

El estado de equilibrio se establece segun Lia-
punov si las desigualdades que siguen:

2u+ Ao
2 I

— (2u + Ag) < ap < O<a=<1

Ml —c¢c >0 (M —¢) (M} —c) — N2> 0

Ml —c¢ N N}
NI M} —c¢ NI >0
N) N] M] — ¢
[12]
[4p + 2p + Blo, + o)) + 2A,0 — ziak — 2cl
n
(o;+0,—2p) — (6; —0,)> >0

i#j]#k i+#Kk
i,j,k = 1,2,3 (no suma respecto indices
repetidos).

se verifican para un ¢ > o y en cada punto del
soblido.
En (12), tenemos:

A+ m

MJ:>\+A,o+ai(2 +5)

U
+ m

N§=>\+(a—1)p+A1a+)‘ (o, + ) +

+ g

u
2u
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4.2. Criterios como funcion de una sola
tensién principal

Ahora obtenemos cotas para los términos de

la expresion (7). Consideramos tres casos para
signos diferentes de las tensiones principales.

a) Sea

6=0, +t0,+03<0, 0,<0, 0,0
Podemos escribir
> (N—ple;e; + [2u + 05 (1 + 5) + p]
e;e; + (o3 — p)w;wy
donde hemos considerado que:
{0y + 0, + 2p)e?, + 2(o, — 0, ) €0y +
+{oy + 0, — 2p) w?, = (0, + p) (e;, — wp)? +

+ (02 + p) (e|2 + w|2)2 — 4pw$2 >

= 2-(03 + pllef, + wh) —4pwd,

n=9Ar=3A 422 +tM +4[“"‘] +
n "
+ 4+ [—”—]
I
A1=méX.(A1,O),

A= max. (A;, o)

Condiciones suficientes de estabilidad son:
2u+0;(1+9)+p—c=0 o3—p=o0
para un ¢ > o, en cada punto del sélido.

Considerando que o; es homogéneo en todo
el sélido, es posible introducir una constante K
de Korn (2.° Caso) y obtenemos las siguientes
condiciones suficientes:

2u+o;1+n+kl+p(1—K—c=o0

o< p=<A\

900

con ciertas restricciones sobre u; [7].

b) Cuando ¢ > 0, g; > 0, de forma anélo-
ga al apartado a), obtenemos

I'=(N—ple;e; + (2u + oyn' + ple;e; — P wj wy;

Condiciones suficientes de estabilidad son:

2u+o0"+p—c=o0, p<o
(admitimos esta posibilidad).
en tanto que A > o
o bien:
2u+aon+pll—kl—c=0 o<p=sA\

para un ¢ > o. En el segundo caso, considera-
mos que g; es uniforme en todo el cuerpo con
las conocidas restricciones sobre u;.

La cantidad

7' es 9AT+ 3A; + o A+tm

REUER

A= min. (A,, o),

A;= min (A,, o)
c) Por ultimo, consideramos que
0>0, 03<0, 07> |oz| , 0> |03

y obtenemos:

(01 + p) wij wij
Condiciones de estabilidad son:
2u+o(n"—1N+p—-c=0, o+p=<o

o bien
2u+o,p—1—kl+p{1—k)—c=o0

g +p>o0

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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donde

1"9AT+3A7+2(2+m)
n

-]

Debe observarse que las condiciones de es-
tabilidad han sido estalbecidas como funciones
de una sola tension principal. Estimaciones de
cargas criticas se obtienen facilmente.

4.3. Criterios para aproximacion
en ingenieria

Consideramos la siguiente aproximacién pa-
ra las componentes del tensor elastico:

Ciw = )\61'] Ou + 2u 6y 5j| [13]

Los resultados de 4.2 permanecen validos
_para

n=7n=79"=o0

Sustituyendo (13) en (6), obtenemos diversos
conjuntos de condiciones suficientes de estabi-
lidad segin Liapunov, respecto a las medidas
po Y p . Seleccionamos el criterio que sigue,
por ser de gran simplicidad.

Podemos escribir:

= (N —pleje; + peje; + pnled + el +ek) +
+{p+o)el +{p+o)el+(p+odeks+
+ {0y + 0, + 2p)e3, + (o, + o5 + 2ple?;, +

+ (02 + O3 + 2p) e§3 +

+2'll.e$2 + 2(02 - 01)9120)12 +
lo1 + 0, —2p) wh +2ue? +

+ 2(01 - 03) e31 w3y + (01 + 03 — 2p) (J)$3 +
+2'll. 6%3 + 2 (03 — 02) 823 wo3 + (02 + 03 — 2p) (J)%:;
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y obtenemos las siguientes condiciones sufi-
cientes:

—03=<p<A\
2ulo; + 0, — 2p) — (0, — g)* > 0
i#j, i,j=123
(no suma respecto i, j)

para cada punto del sélido.

Observemos que esta condiciones estan im-
plicadas por las desigualdades:

(0, — g,)?
——'—4—)—5—p503>o

-8y

(no suma respecto i, j)

4.4, Criterios para aproximacion en
ingenieria y la desigualdad de Korn

Es interesante utilizar la desigualdad de Korn
(Caso 2) con el fin de incorporar a los criterios
una cierta constante K que depende sélo de la
forma del sélido. Suponemos que el tensor de

esfuerzos es uniforme en todo el cuerpo vy las
conocidas restricciones sobre u,.

Podemos escribir que:
= (\—pleje + gse;€e; + (2u + p)
(€%, + e3, + e%) + (4u + 2ple?, +
+ 2(0, — o)) €ppwpp + oy + 0 — 2p) w?, +
+ {4u + 2p) e}y + 2(0) — 03) €5, w31 +
(o) + 05— 2p) w35 + (4u + 2p)ed; +
2 (03 — a,) €y w3 + (0, + 03 — 2p) wi; = M
Si consideramos las desigualdades:
I" = 0;e;€; + cre5€; + Cow;w; = C3€;€;

para una constante positiva C;, la posicion de
equilibrio es estable segdn Liapunov para las si-
guientes condiciones suficientes:
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C,—2p<=p=<N\
{(4p + 2p — 2c4){o; + 0, — 2p — 2¢,) —
—(oi—0l >0, i#]
og;+ ¢, +c,k>o0 [14]

(no suma para i, j)

para unas constantes C, y C, (negativa).
Este es el criterio general.
Tomemos C;=C>o0y C,= —uC, u > o.

_ Siu =1, C = p, las condiciones (14) se con-
vierten en:

p < min. ()\, k0—31 )

(Ui—oj)2<4l’~(0i + Oj) [15]
(no suma para i, j)

con tal que K > 1.

'Las desigualdades (15) estan implicadas por

{0, — Uj)z , O3
gt 1 <P < min (M2
(no suma para i, j)
Si 1 . .
i u= T« ©= 2n  es suficiente que:

g3 >0, o< p< min. ()\—2{*)

A4p (2 —pk).

(Ui - 0,‘)2 < k

(no suma para i, j)
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