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Sobre los paraboloides eliptico (elpar) e hiperbdlico
(hipar) y la velaria paraboloidal considerados

como laminas rebajadas
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Alteneren cuenta las ecuaciones de equilibrio de una estructura la-
minar como membrana, el problema queda simplificado al tratarse de
una lamina rebajada, pues en este caso es un problema lineal.

Porotro lado, es conveniente preguntarse hasta qué limites es posi-
ble llegar con el esquema rebajado asi como el error que se comete al
usarlo, error que, por otra parte, dependera de la forma considerada.

Es conveniente, pues, tener un criterio que permita discernir, para
una estructura dada, si es conveniente o no tratarla como lamina rebaja-
da asi como poder determinar el error que se comete.

A este respecto, Wlassow (5} indica para lamina esférica, elipsoidi-
ca y paraboloide hiperbdlico (hipar) de planta rectangular el valor maxi-
mo de 1/5 entre la cota mdxima y el lado menor del rectangulo base.
Otros autores (4) adoptan este limite para superficies cualesquiera. Pare-
ce ser que dicho valor representa una limitacion del error cometido al
considerar una lamina como rebajada.

Partiendo de las condiciones analiticas de admision del esquema re-
bajado [1]y [2] es posible determinar cudando conviene aplicarle al tener
pequenos errores que seran aceptables. Dichas condiciones se pueden
englobar en una sola y obtener un unico criterio analitico local [2].

Eneste articulo se hacen aplicaciones a la velaria paraboloidal [3]y a
los paraboloides eliptico (elpar) e hiperbdlico (hipar), realizando un estu-
dio comparativo entre estas laminas sobre planta rectangular.

Se determina, asimismo y en cada caso, la minima tolerancia admi-
sible para que el esquema rebajado se cumpla sobre todo el rectdangulo.

Estatica de la membrana XQY es:
_ \ / 14+q -
Sea = Nx _'L ; NXY = NXY ’
1+ p?
z=1z(x, ) (1] (2]
N, =N \/—-—_1 T o
la funcion de forma que define la geometria de la UV F @
ldmina respecto de una terna cartesiana orto-
gonal. en donde
Segun el tratamiento de Pucher(2) {fig. 1), para p= 0z . q= 0z
un elemento de ldmina la relacién entre los es- Ox ' dy
fuerzos reales sobre la misma y los proyectados . '
por unidad de longitud proyectada sobre el plano Analogamente se obtiene para las cargas:
(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, P.=P, \[1+ p:+q? ; !—Dy =P, V1 +p2+qg* ;
que podfan remitirse a la Redaccidén de esta Revista hasta -
el 31 de ‘mayo de 1985. P.=P. \[1+p2+q? (3]
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ESFUERZOS DE MEMBRANA
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I o Ny
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Figura 1.

Como vemos, los esfuerzos provectados estar.
referidos a lineas coordenadas ortogonaies sobre
el piano XOY, que se corresponde, en general. so-
bre ia superficie en lineas coordenadas no orto-
gonales, formando un anguio w tal que:

cos w = Pa (4]
V(1 +p7) - (1 + )

Para considerar una lamina como rebajada [2]
ha de cumplirse:

NN ; No=N, N.=N, [5.1]
P=pP ; P=xP ; P=P [52]
cosw—0 [5.3;

Vamos a considerar cada una de estas cond:-
ciones por separado, reiacionandolas con e!
margen de aproximacién que se considere
aceptabie.

Segun la referencia nimero 2, y para una de-
terminada tolerancia asignada, se obtienen las si-
guientes conclusiones para las hipo6tesis [5] an-
tes pianteadas:

Hipotesis [5. 1] Para cada tolerancia asignada
se obtiene un dominio de validez limitado por hi-
pérbolas en unos ejes cartesianos (p. q}.

Hipotesis [5.2]: Para cada tolerancia asignada
se obtiene un dominio de validez circuiar en ejes

ip, Q).
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Hipdtesis [6.3]: Para cada tolerancia asignada
se obtiene un dominio de validez limitado por
curvas simétricas respecto a los ejes (D, g} y res-
pecto a las bisectrices de ios cuadrantes.

En ei caso de tolerancia nula, los dominios cc-
rrespondientes a ias tres hipdtesis anteriores de-
generan en las bisectrices de los cuatro cuadrar-
tes, el origen de coordenadas y los ejes coot-
denados, respectivamente.

Criterio de comprobacior

Los criterios de validez comentacos anteric:-
mente nos permiten conocer si DOGeEMGE & G
aplicar las hipotesis de lamina reba‘ada. fiianoow
nesde antemano una determinaga toierancie Es-

to para cada una de las hipotests (5.1, (5.2 ¥
[5.3].

Se propone (referencia ndmero 2! un criteris
de mas rapida aplicacién y aigc mas res-
trictivo.

Consiste en fijar de antemano una cierta tole-
rancia permisible O igual para las tres hipotesis | 5:
anteriormente comentadas.

Es posible concluir, entonces. gue el dominio
circular es el mas restrictivo de todos; entonces,
si para una determinada tolerancia signada esta-
mos dentro del dominio circular, esto implicara
que las demas condiciones (menos restrictivas
gue ésta) se cumpliran también para esa misma
toierancia.

Podemos, pues, reducir el problema a estudiar
solamente el dominio circular.

p'+ g {R =05(2 + 0 [6]

Tolerancia minima

La inecuacion [6) debera cumplirse, para una
determinada tolerancia asignada, en todo punto
(x, y) del dominio de definicion de la lamina de
ecuacién z = z{x, y}.

Si obtenemos el maximo absoluto M de la
funcién
Fix. yi=p +ta [7;

<

en dicho dominio de definicidn, entonces ia
ecuacion
M=35(2 + O {8]
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nos daré la minima tolerancia (8.} que habra que
adoptar para que dicha lamina pueda considerar-
se como rebajada.

Aplicacién a los paraboloides eliptico (elpar)
e hiperbélico (hipar) y a la velaria paraboloidal

Consideremos las laminas indicadas referidas
aun sistema de coordenadas ortogonal con el ori-
gen en la cUspide de las mismas, siendo C la altu-
ra maxima para todas ellas.

Respecto de esta referencia, sus respectivas
ecuaciones seran:

Paraboloide eliptico:

1
= = (/alF + (y/)) 9]

representado en la figura 2.

Paraboloide hiperbdlico:
z _ x-y

C a-b

representado en la figura 3.

[10]

Velaria paraboloidal:
z
— =(</a)? + (y/bf = (xy/ab) (1]

representada en la figura 4.
Adoptando las coordenadas adimensionales:
E=x/a {=2z/C
siendo

-1y EN1

segun se indica en la figura 5.

n=y/b

=1 n¥1 ; 0xC>1 2]

Asi pues, las correspondientes ecuaciones
en estas nuevas coordenadas seran:

Elpar: = ;— (&4
Hipar: (=& . [13]
Velaria paraboloidal: { =& + 1 — (€. v}

La funcién E(,é, N} = p? + g para estas tres su-
perficies es:
Para el elpar y para el hipar:

FIE =+ [14]
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Figura 3.
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Figura 4.
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y para la velaria paraboloidal:
FEm=4- (&1 —mr+n(1—&p [15]

siendo, portanto, las [14]y la [15] simétricas res-
pecto de la referencia adoptada.

Estudiando dichas funciones sobre el cuadra-
do de lado unidad, concluimos que:

a) La ecuacion [14] posee un minimo en el
origen de coordenadas, anuldandose en
dicho punto. No presenta ningin maximo
sobre dicho cuadrado unidad. El mayor
valor lo toma en los vértices en donde:

F(1, )hY=F(1, =1)=F—1, 1)=
=F(=1, —1)=2 [16]

b) La ecuacion [15] posee un minimo en el
vértice del cuadrado unidad, anulandose
en dicho punto. Posee, ademas, un maxi-
mo en las intersecciones del cuadrado
con los ejes (€, n) de valor

F(1, 0)=F(0, 1)=4 [17]

Asi pues, es posible concluir que para las superfi-

cies elpar e hipar:

2+b2
M=Fméx_=cz'_aa-rb2_ [18]

y para la velaria paraboloidal:
F(a, 0)=4.(C/a)* ; F(O, by=4-(C/b)
y si b es el lado menor del rectangulo:
M = F.,. =4 . (C/b)? (19]
viendo, ademas, que para planta cuadrada las ex-
presiones [18] y [19] se transforman respectiva-

mente en (a = b): ,
Melpar = Mhipar = 2 N ((:/a)2 , Mvel = 4 . (C/a)2
(20]
Tolerancia minima segin C/a
A partirde la ecuacion 8], ytomando la raiz po-
sitiva, obtenemos: -
Sn=—1+\/1+M
(Omn +1p2—1=M
Podemos, pues, concluir que para las laminas
elpar e hipar:

Suin==—1+\/1+2.(C/a)y [(22]
y para la velaria paraboloidal:

dun=—1+\[1+4.(C/a)y [23]

Asi pues, el profesor Wlassow (5), al limitara 1/5

(21]
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la relacién C/a, vemos que al sustituir este valor
en[22]y[23], estéd presuponiendo una tolerancia
del 3,923 por 100 para los paraboloides eliptico e
hiperbélico y otra del 7,703 por 100 para la vela-
ria paraboloidal, segin nuestro criterio.

Por otro lado, la tolerancia minima depende de
la forma de la lamina. Es por elio por lo que no
puede adoptarse un limite (nico de la relacion
C/a para todas las formas laminares, siendo acon-
sejable estudiar cada caso particular segin este y
otros criterios en lo que a laminas rebajadas
se refiere.
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