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| fluencia de la variabilidad del volumen
¢ 2 la masa de agua en los modelos input-output

¢ npleados en limnologia

[ ara una posible aplicacion a los embalses®

Por JOSE LUIS SANCHEZ LOPEZ

Dr. Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos

El presente articulo consta de dos partes claramente diferentes.
En la primera se realiza una somera revista a los modelos de limnolo-
gia, sus hipdtesis iniciales y desarrollo matematico consecuente. En a
segunda se trata de analizar las consecuencias que, en dichos mode-
los, produce la consideracién de la variabilidad del volumen real de la
masa de agua en estudio, obteniéndose unos resultados totalmente
acordes con los actualmente aceptados que pueden justificar su apli-

cacion a los embalses.

1. INTRODUCCION

Creo que puede ser interesante tratar de ex-
tender, al menos en el mundo de los técnicos,
una primera aproximacién al comportamiento
de las grandes masas de agua continentales. Es
cieito que su ausencia en nuestro pafs puede
wistificar parcialmente el escaso interés desper-
tacdlo; sin embargo debe recordarse que, si bien
Espana carece de grandes lagos naturales, son
muchos e importantes los embalses construidos
en todas sus cuencas hidrogréficas. Los diferen-
les usos a que se destinan las aguas en ellos al-
macenadas pueden verse seriamente afectados
por los fendmenos cuya evaluacién es objeto de
los modelos que en este escrito se tratan.

No se va a recoger aqui ningun tipo de expli-
cacion sobre los procesos de eutrofizacién de
l:s aguas naturales. La aparicién, y sus causas,
ce los nutrientes, las transformaciones de los
rismos en las masas de agua o las posibles
consecuencias en cuanto a los empleos previs-
s de dichas aguas son temas que, aun consti-
tiyendo la causa primera y principal del estudio
(e los modelos que nos van a ocupar, ahora no
¢onsideraremos. Y ello por la doble razén de no
:argar inutilmente este trabajo y de poder cen-

(*) Se admiten comentarios sobre el presente ar-
tculo, que podran remitirse a la Redaccion de esta
f evista hasta el 31 de mayo de 1985.
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trarnos asi en el objeto perseguido. Los técnicos
dedicados al estudio y explotacién de los abas- -
tecimientos de agua con embalses que reciben
fuertes aportaciones de nutrientes conocen so-
bradamente las perniciosas consecuencias y

multiples problemas a que nos estamos re-
firiendo.

2. LOS MODELOS INPUT-OUTPUT,
SUS HIPOTESIS INICIALES
Y DESARROLLO CONSECUENTE

Para llegar a conocer el comportamiento fu-
turo de un lago o cualquier masa de agua conti-
nental en relacién a una sustancia que entra en
él, permanece en su masay acaba siendo expul-
sada por los desagiies del mismo o reciclada en
su interior, se han desarrollado una serie de ra-
zonamientos mas o menos reales que permiten
plantear una ecuacién diferencial cuyo analisis o
integraciéon representa el modelo futuro de la
masa de agua. Por tanto, el modelo es sencilla-
mente una ecuacion en la que diferentes magni-
tudes caracteristicas del lago y de la sustancia
en estudio quedan relacionadas.

Los fundamentos tedricos para el planteamien-
to de la ecuacién citada consisten en establecer
la continuidad de la masa de la sustancia en el
lago, relacionando para ello el estado temporal
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de la masa del agua y los flujos de entrada y sa-
lida. Matematicamente hablando, la cuestion re-
side en obtener la ecuacion que imponga la nu-
lidad de la suma de los flujos de la sustancia en
estudio al lago. Es decir:

M =0 [1]

Sin embargo, la masa de agua de un lago, o
cualquier otro almacenamiento natural o artifi-
cial, presenta una serie de caracteristicas dispa-
res segun el lago elegido o, dentro del mismo
lago, segln la época del afo, e incluso audn en el
mismo momento segun el punto elegido dentro
de la masa de agua. Es por ello que en el plan-
teamiento matemaético se hace necesario recu-
rrir a una serie de simplificaciones gue nos han
de alejar de la realidad. Asi pues, segun las sim-
plificaciones admitidas, la ecuacién [1] se des-
arrollard con unas u otras hipétesis de partida y,
a su vez, segun sean éstas, el campo posible
para aplicar los resultados obtenidos también
variara. Inicialmente el interés del modelo, en
general, tendrd cuando menos tres vertientes:

a) Planteada la ecuaci6n con cierta genera-
lidad permitird, mediante la medicién de
concentraciones reales, conocer una es-
timacion numérica aproximada de algu-
nos procesos interiores de la sustancia
en la masa del agua. La existencia de da-
tos estadisticos suficientes permitira de-
terminar su valor.

b) Obtenido el modelo como funcién del
tiempo podra, en un instante determi-
nado, fijarse la concentraciéon buscada

de la sustancia, conocidas las demas
variables.

c) Sise obtiene un modelo para una situa-
cion estabilizada de la masa de agua se
podra predecir las caracteristicas de di-
cha masa cuando la estabilizacién ocu-
rra. Por situacidn estabilizada entende-
remos el «steady state» de la literatura
anglosajona, es decir, la situacién en
que la sustancia en estudio no sufra mo-
dificaciones cuantitativas en el lago.
Después nos extenderemos con mayor
precision sobre este concepto.

Dentro de los diferentes modelos que pue-
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den plantearse nos vamos a cefir a los lineale 5,
que, junto a su mayor sencillez, son los que hin
logrado unos resultados de mayor concordanc a
con las mediciones y datos estadisticos. Y a fu
vez, dentro de ellos, analizaremos las dos posi-
bilidades de que hayan o no intercambios en a
superficie de contacto sedimentos-masa e
agua.

2.1.  Sin intercambios entre sedimentos
Yy agua

El planteamiento que se va a hacer, con un
méaximo de restricciones, serd el mas sencillo,
pero, en contraposicion, serd también el que
mas se aleje de la realidad y tenga un minimo
de aplicacién.

Las hipotesis iniciales podemos resumirlas
en la siguiente forma:

a) La sustancia en estudio en la masa de
agua se conserva integramente, sin flu-

jos secundarios internos en forma de
lazo.

b)  Total homogeneidad de la masa de agua.
Cualquier cambio que se produzca en la
misma, como consecuencia de los flujos
de entrada, actla instantaneamente so-
bre la totalidad de la masa.

c¢) Sedimentacién nula. O lo que es igual
intercambio nulo de la sustancia hacia o
desde los sedimentos.

Las hip6tesis que se acaban de sefalar signi-
fican la no transformacién de un compuesto en
otro que contenga la sustancia en estudio, la no
estratificaciéon térmicay la neutralidad total en la
superficie de contacto sedimento-agua en rela-
cién a la sustancia.

De acuerdo con estas hipétesis la ecuaciér
[1] puede escribirse:

Zmi—zmou— -—dg(tl—w=0 [2]

en donde:

M. = masa total de la sustancia M disuelta ¢

suspendida en el volumen V de la mas:
de agua.
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A

T n, = suma total de las fracciones de la sus-
tancia M aportadas por cada afluente
al lago.

IR

1, =/dem salida del lago por sus desagilies.
Por la hipotesis antes sefialada como b):

(m.] = —V_

~ sindo:

- n..] = concentracién media de la sustancia M
en el agua del lago.

Si ahora designamos por:

v, V., = caudales de entrada y salida del
lago.

[m}], Im..] = concentraciones respectivas de
los caudales anteriores.

Vo

P = V‘ = coeficiente de vaciado o desagiie.
v.[m] .
fo= v = carga aportada por unidad de

volumen.
la ecuacion diferencial [2] puede escribirse:

1 dMm.,,

_odimd] o v _
vV e e r Ty M
- Va
-y
| que puede quedar de la siguiente forma:
d[m,
—_=I - o Ou
S = b pumal

Pero la concentracién de salida serd la
nisma que presente la masa de agua, es decir:

(Mou] = [Mw]
porlo que, sustituyendo, se obtiene:
dim. _
gt T Pa[m] 3]

L1 ecuacién [3] es la ecuacién diferencial més
s:ncilla para predecir el comportamiento del
ligo. Admitiendo que en un instante t=to la
¢oncentracién de la masa [m.]., la solucién de
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[3] es:

(M), = [Mu], - et = + M (1 — erwit=w) [4]

ou

que nos definird la concentracion de la sustan-
cia M en el tiempo.

Cuando t tienda a infinito [m.), se estabiliza,
alcanzando el valor:

=
== 51

Esta ecuacidon es el modelo tedrico mas sencillo
que puede obtenerse.

2.2,  Con intercambios
entre sedimentos y agua

La ecuacién [1] se plantea ahora:

dMm.
ok vim] = va[m.] — AF. + AF. 6]

Ccmo se ve, ha quedado eliminada la hipéte-
sis ¢) del apartado anterior, aunque se conser-

van la a) y b). Las letras empleadas correspon-
den a:

A. = area de la zona del epilimnion.
A, = area de los sedimentos.

F.= flujo positivo o negativo de la sustancia a
través del epilimnion.

F. = flujo positivo o negativo de la sustancia a
través de los sedimentos.

Con la hipdtesis adicional de que AfF.=
= A.D[m,], donde D es un coeficiente de sedi-
mentacién medio, puede escribirse:

dM,

dt

= v[m] = Va[Ma] = AD[mu] + AF, [7]

Dividiendo por V, y recordando que [m,] =
= [m,], podemos imponer la condicién de esta-
bilizacién, como d[m.]/dt=0, y queda:

V
v
VDU
\%

[m.] =

A,
[nm]-k _KT-. Fs

A
+ D
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Si se supone que la carga interna es desprecia-
ble, F, = 0:

vim,

My = (8]
Vou + A+ D

Si se afade la condicién de que v.=v,, =Q
(aportacion anual), la ecuacion [8] queda:

[m]

At! T~
1+ —.

Q
Este modelo es el general, posteriormente adop-
tado en los estudios llevados a cabo por la
OCDE vy del qual han derivado todos los mode-
los especificos.

[m.) = (9]

3. OBSERVACIONES A LAS HIPOTESIS
DE LOS MODELOS ANTERIORES

En el apartado anterior nos hemos limitado a
exponer el desarrollo habitual de los modelos
que nos ocupan; no hay, por tanto, aportacién
original ninguna. A partir de este momento se

desarrollan los puntos que, fundamentalmente,
motivan este esctito.

En el punto 2.1, letras a), b) y c), se han sefia-
lado las hipdtesis admitidas para el primer mo-
delo, y depués, apartado 2.2, se han afadido
otras dos para la obtencién del modelo defini-
tivo. Sin embargo, no es totalmente cierto.

De una forma implicita se han considerado
otras hipdtesis adicionales cuyo significado no
es despreciable. Estas hipo6tesis son:

a’) El volumen de la masa de agua es
constante.

En efecto, una de las sustituciones efectua-
das en la ecuacion [2] fue:

1 dM. _ d[my]
\Y dt dt

Esta sustitucién es correcta si a las hipotesis ad-
mitidas se le afade la de constancia de volu-
men. La relacion realmente existente sera:

M. =[m.] - V
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en el supuesto de que fueran realmente:
M. =M (t) y V=V(y

Por tanto, es claro que cuanto se deduzca de I 3
modelos [5] y [9] serd valido solamente pa 3
masas de agua con volumen constante.

[m.] = m(t)

b’)  En segundo lugar, una vez planteada 3
ecuacién diferencial [3], su solucion efectiv -
mente es [4], a condicion de que:

o= Y m] = Y
M V ' Y pnu

sean constantes en el tiempo.

En principio no se ha fijado en ninguna hipé-
tesis la constancia de dichas magnitudes, y por
tanto el llegar a la solucion de la ecuacién dife-
rencial [3] implicaria el conocimiento previo de
las funciones p.. = p(t), ln=1{1). No cabe decir
que, aunque los diferentes factores que compo-

nen luy p.. son variables, la operacion efectuada
es constante.

Las observaciones realizadas hasta aqui que-
dan parcialmente paliadas si se fija como su-
puesto inicial que el lago se estd considerando
como un sistema abierto con un volumen de
control que, por tanto, es constante. Es funda-
mental fijar esta condicién previa, pues en caso
contrario, segin se acaba de sefalar, no seria
valido el desarrollo matematico. Situados, pues,
en este supuesto, debe observarse:

a) los resultados obtenidos son aplicables
Gnicamente a masas de agua con volu-
men constante en el tiempo. Quedan
descartados los embalses y cuantos al-
macenamientos de agua continentaler

sufran variaciones sensibles de vo-
lumen.

b) En el desarrollo se admite la constanci:
de la concentracion de entrada, hipote
sis que debe anadirse.

Admitidas, por tanto, estas hipdtesis adicio-
nales, el modelo obtenido [5] enmascara un fe-
némeno tan sencillo como que un vaso de agu !
azucarada puesta debajo de un grifo, y dejand>
correr el agua, acaba conteniendo agua sin azt -
car. La realidad, y el proceso intuitivo fruto de |1
experiencia coincide con ella, es que no se ne-
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¢ sita un tiempo infinito, sino el necesario para
Il nar varias veces el vaso. Las hipétesis admiti-
- en el planteamiento matemaético son las que
a jan levemente los resultados deducidos del
*»delo de los que son fruto de la experiencia.

(o

-

Vamos a traducir mateméaticamente las ob-
rvaciones anteriores. Admitida la constancia
- volumen resulta:

~— W

V = cte.

=0 pero v -
dt P gt VT Vew
luego v, =v,,

La condicién de situacién estabilizada es
dim,)/dt=0, por lo que si la aplicamos a la
ecuacion [2], junto con v, =v,,, resulta:

vi[m] =v,[m,] =0

.Y, por tanto,

[m] = [m.] [10]

Este resultado expresa matematicamente lo
expuesto antes; pero es que coincide con el
modelo [5]. En efecto:

m. = —
[m.] o
Al ser v, = v,
v, Vo _
L, = ~ [ml= v [m]=p.[m]
luego:
Iw
[m]=
p')\l
y, por tanto:
[m] = [m.]

A titulo de curiosidad, para verificar la aproxi-
macion entre el proceso intuitivo y el modelo
d2ducido basta ver el tiempo necesario para lle-
gar a obtener valores de [m.]: que se aproximen
clanto deseemos a [m]. Si hacemos:

[MJe=Kim] y [mus=Ke[m]

' S3 obtiene:

| Ki 050 0,1 0,01
K: 095 0,99 0,999
t 23x 45x 11,5x

{ tempo de llenado que indica la bondad del mo-
celo en relacién a las experiencias.
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4. CONSIDERACION
DE LA VARIABILIDAD DEL VOLUMEN

La manifiesta no constancia del volumen y de
la concentracién de entrada en las masas de
agua en estudio ha llevado al empleo del mode-
lo [8], o los especificos de él derivados, de una
forma especial. Dada la ritmicidad de los proce-
sos naturales se han considerado como instan-
tes sucesivos la misma época de los diferentes
afos. Como, al mismo tiempo, las mases de
agua, dentro de los cambios que experimentan
a lo largo del afo, muestran una cierta estabili-
zacion durante periodos mas 0 menos largos
dentro del afo, se han aplicado dichos modelos
con la ritmicidad sehalada.

Estas consideraciones parecen aproximarse a
la realidad cuando se trata de estudiar grandes
masas de aguas naturales, y, en efecto, para
ellas puede considerarse que:

v, = v, = Q, aportacién anual.

A. = superficie del lago en estudio.

y. por tanto, el modelo [8] seria el recogido
en [9].

Sin embargo, en los embalses la situacion
puede ser muy diferente, diferencia que se
acentla si si piensa en la irregularidad de nues-
tros rios. Parece mas légico pensar que la varia-
bilidad del volumen de‘'la masa de agua conteni-
da en el embalse en estudio debe ser una
hipotesis de partida. Vamos, pues, a realizar el
desarrollo matematico en este supuesto.

4.1. Sin intercambios
entre sedimentos y agua
La ecuacién [2] seria la misma:

dm,,
dt

= v[m] = Vo Moy

La relaciéon entre M., [m.] y V seria:

M, =[my] -V
y, por tanto:
dM, _ _ dv d[m.]
dt =[m dt tv dt (1]
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siendo
dv
R 12
Sustituyendo [11] y [12] en [2]:
d w
V — [cr;: ]- + (V, - Vm,) [mw] = V»[m.] —_— Vou[mm,]

Recordando que [m..] = [m.], y operando:

d[m.,, \
2L =Y - 3

La ecuacién [13] seria el modelo buscado. Si
en ella hacemos ahora

V, _ — [m‘] _—
v Ki=cte , vy —————mw] f(t)
dim.] Ki(f(t) — 1)dt

Mw

y llamando F(t) =/¥t)dt, se tendria:
[ma]o = eatrm-mre. [14]

No parece, sin embargo, mostrar muchas posi-
bilidades este camino. Por el contrario, la consi-
deracion de la situacion estabilizada d[m 1/dt=0,

W

nos permite operar en la ecuacion (13]:

VI f—
~ (m=[m.J) =0

Y. por tanto,
[m] = [m.]

que nos ha permitido deducir el mismo modelo
que teniamos en el supuesto de volumen fijo.

Cabe Unicamente plantearse la posibilidad de
que la existencia de datos estadisticos nos per-
mitieran llegar a fijar una f(t) vy que, por tanto,
fuera factible llegar a obtener [14] en su expre-
sion definitiva. Si bien es posible que este tra-
bajo pueda presentar un cierto interés heuristico

no parece conducir a resultados practicos in-
mediatos.

4.2. Con intercambios
entre sedimentos y agua

La ecuacion [6] que recogiamos anteriormen-
te era:
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dM..
dt

= V|[m.] - Vnu[mou] - Ae ¢ Fe + As ' Fs

Si introducimos las ecuaciones [11] y |1 4
queda:

vi[my] = va[m.] +V -d-%n;i =v[m] = va[m.] -

—A.-F.+A -F

Y recordando que [m.,] = [m.], con la condicinn
de estabilizacién d[m.)/dt =0
[m.vi=[m]v.—A.-F.+ A, - F,

Y si ahora consideramos un coeficiente de sedi-
mentacion puntual, no medio, podemos escribir.
Fo=H[m,]

y. por tanto:

vim]+A. - F,
v.+H-A

[m.) = [15]
Debe observarse que la situacidén definida por
[15] es puntual en el tiempo, y, por tanto, cuan-
tas variables intervienen no son caracteristicas
del embalse sino de la situacidn del embalse en
un instante determinado. Con el objeto de des-
tacar la variabilidad sefalada indicaremos con
minusculas los simbolos de los factores que
intervienen:

v,\[m] +a, - f,
v+h-a

[m.] =

Si consideramos que la carga interna sea des-
preciable:

vi[m]
M=
o bien:
[m)]
[m.] = (16,
1+h ==

Puede observarse que el modelo [16] deduc:-
do es totalmente acorde con el [9], que poste-
riormente ha sido aceptado por la OCDE, per>
con la gran diferencia de que en su deduccié
se ha partido de ia hipdtesis de variabilidad de !
volumen de agua en el embalse. Ambos mode -
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coincidirian si acaecen una serie de su-
1stos:

— Al llegar la primavera, momento en que
han de realizarse las mediciones para
aplicar [9], el embalse estd completa-
mente lleno, pues entonces a. = A,.

— La aportacién anual del aho en que se
realizan las mediciones es igual a la me-

dia, ya que seria, en ese caso, v, equiva-
lente a Q.

— EI coeficiente de sedimentacién medio
coincide realmente con el que se presen-
ta en la primavera, ya que seria h = D.

5. ALGUNAS CONSIDERACIONES
SOBRE EL COEFICIENTE
DE SEDIMENTACION

Ai objeto de analizar someramente ei coefi-

viente h, antes empleado, podemos poner [16]
de la siguiente forma:

M) _ 4 2
[m.] v,
o bien:
h:(mq >,v_
[m.] a.

nventras el medio era:

= [m)] Q
D= =1
( (M) A.
por lo que podemos escribir:

Vv, A.

h=s — . 2.

Q a.

ol

Si consideramos en el afio dos grandes pe-
rodos, que definimos cada uno en el momento

e llegar la primavera y el otofio, respectiva-
ente, tendriamos:

— h,.=D, ya que en ese momento el embal-
se se aproxima a su maxima cota y el
caudal aportado suele tender al medio.

— hu D, ya que al llegar el otofo el embal-
se estard medio vacio, a. X A,, y el caudal

de aportacién serd mayor que el medio,
v,” Q
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{Cabe pensar que masas de agua con D simi-
lares presenten diferencias en los valores de h?

Quizd comportamientos anormales encuentren
asf su explicacién.

6. CONCLUSIONES

La censideracidn de la variabilidad del volu-

men de la masa de agua en estudio parece lle-
var a.

a) El modelo matematico, cuando no existe
intercambio en la superficie sedimentos
agua, no cambia, y es:

[M.]=[m]
para la situacion estabilizada.

b) El modelo, cuando se considera el inter-
cambio interno, es totalmente acorde al
obtenido para la constancia de volumen
si se fija un coeficiente de sedimenta-
cion instantaneo en vez de un medio.

¢) La concordancia de ambos modelos es
total si se cumplen los condicionantes
senalados al final del apartaco 4.

d) Puede ocurrir que diferentes comporta-
mientos de masas de agua con caracte-
risticas generales similares encuentren
su explicacion en el coeficiente de sedi-
mentacion puntual.
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