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Utilizaciéon de los nimeros complejos

en el estudio de la flexién"

Por FELIX SORIANO SANTANDREU
y ALFONSO SOLER GOMEZ

Profesores del Departamento de Fisica
de la ETS de Arquitectura de Madrid

En la exposicidn se estudian dos pequefios aspectos del problema
de la flexién en vigas utilizando, en ambos casos, los niimeros comple-
jos y sus operaciones en base al conocido isomorfismo con los vecto-

res planos.

En primer lugar se obtiene una cémoda férmula para la flexion es-
viada y a continuacion, y siempre en el uso de los complejos, se identi-
fica al Nucleo Centra/ de Inercia de secciones (muy utilizada en las en-
sefianzas de Fisica de la E TSAM) con el muy conocido Ndcleo Central
de las tensiones. (Légicamente en la misma seccion).

1. INTRODUCCION

El uso de los nimeros complejos es posible,
en fenémenos de flexién en los cuales no inter-
viene simultdneamente ningin tipo de torsién;
al quedar reducido el problema al trabajo con
vectores en el plano de la seccién analizada de
por ejemplo una viga o en el peor de los casos
en uno de los dos sentidos, o en ambos a la vez-
de la direccion perpendicular al plano de la sec-
cién citada, que ya sabemos puede expresarse
como un escalar afectado del signo adoptado
por convenio. (Por ejemplo positivo si va de sec-
cién de la viga hacia el observador).

Con el objetivo de conseguir unas férmulas
vélidas, con independencia de las direcciones
de los ejes baricéntricos escogidos, indicare-
mos o en algin caso recordaremos 1a notacién
que se va a utilizar, comenzando por las
operaciones: -

V H=Producto ordinario entre complejos
(Giro-Homotecia entre vectores).

V ® H = Producto tensorial (llamado diadico
si se consideran vectores y no tensores de or-
den uno).

T. V= Producto escalar tensor por vector (o
interno entre tensores).

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo,
que podran remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta
el 31 de julio de 1984.
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~ Si denominamos k al unitario de la direccién
perpendicular al plano de los complejos, los
productos vectoriales en que él intervenga,
junto con un vector del plano se pueden

~ expresar:

TAak=—(if)a

Siendo T el vector de posicidon de un punto
del plano de la seccion con origen en el c. de g.
de la misma.

Es también conveniente recordar la siguiente
propiedad del producto diaddico y escalar entre

: vectores:

(3.-b)c=(cCe@b).(3=(C®3) b
Vamos a pasar a desarrollar los casos ci-
tados. '

~

2. FLEXION DESVIADA (O ESVIADA)

Es el caso en el cual el plano de actuacion
del momento, en la seccién, no coincide con el

plano de la deformada (ya hemos indicado que

no tendremos en cuenta el problema de la tor-
si6n con lo cual admitimos deformada plana) o
lo que es equivalente en el vector momento
(que estara contenido en el plano de la seccién)
no es paralelo a la fibra neutra, en el plano de la
seccidn, que pasara por el c. de g. por no consi-
derar la existencia de esfuerzo axil. ’

En el caso mas general (ver figuras 1 a, 1 by
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Fig. 1 a).

1 c) supongamos que la fibra neutra (f. n.) en el
plano ya citado tiene una direccién marcada por
el unitario A que como complejo podra es-
cribirse:

n=e“=cos o+isenaq

Donde los ejes x-y estan dibujados con fines
de comprobacién con las expresiones ya cono-
cidas de la flexi6n esviada.

En consecuencia la ecuacién de la linea neu-
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tra en la seccidn adoptara la forma:

if - A = o (notacién compleja)

Como es conocido de resistencia de materia-
les de deformacién unitaria longitudinal de un
punto cualquiera de la seccién M (x.y) es (valor
absoluto):

g, = d‘;‘—y); dixy)=i?.® (2-1)

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

—‘—




UTILIZACION DE LOS NUMEROS COMPLEJOS EN EL ESTUDIO DE LA ‘FLEXION

Siendo d (x, y) la distancia a la fibra neutra
del punto M de la seccién y p, el radio de curva-
tura de la deformada en su interseccién con el
plano de estudio.

A su vez ha de cumplirse la hipétesis de
Hooke:

cz=Ee,=%(i?.ﬁ) (2-2)

El momento de las tensiones normales a la
seccién en el c. de g. ha de ser igual al mo-

mento externo que corresponde a la seccion: M
(ver figuras citadas). Es decir:

Me=M=/,TAo, (k) dA=/,iTo, dA=

ﬁi?pi(iF.ﬁ)dA

Por tanto:

M=fA-p£- [iT-AliTdA=/,[iT®iT].-AdA
Donde:
iTOIT
En unas cartesianas se escribe:
y  —xy

—~xy . (matricial)

—yX)® (—yx) = “

Yy en consecuencia la integral:

Sy2dA
—fixydA

—/[ixydA

H(G) = SixxdA

es el tensor de inercia del centro de gravedad
correspondiente a la secci6on estudiada en el
area A en su expresidon matricial cartersiana.

Por tanto en forma intrinseca:
SiliT®iF)dA=1(G)=Tensor de inercia
central de la seccién.

Y, en definitiva:

M= _:)E_c (G)- @ (2-3)
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Nos proporciona el momento intermedio de
la inercia y del unitario de la recta neutra.

Si despejamos i en (2-3) y lo llevamos a (2-
2) obtenemos:

c,(—E)=pi[&T—1(G).M] iT=

=(iH- -1 (G M (2-4)

Donde T-' (G), representa el tensor de trans-
formacién inversa correspondiente al central
de inercia.

Como comprobacién de la bondad de la solu-
ciéon expresada por (2-4) desarrollaremos en
forma matricial y en una base cualquiera ortogo-
nal y cartesiana tal como:

o,=—(iF). 1" (G).- M= ly=x||

l, Ly . 1
'xv Ix J C“:v) Ix Iv - 'fy (2-5)

y totalmente desarrollada por:

6= —— (y l, = x L) M, +
I
(2-6)
Ay Ly —x 1) M|]

Podemos, pues, cotejar, con los libros de re-
sistencia usuales, la gran simpleza y generali-
dad del procedimiento aqui expuesto y que se
plasma en la ecuacién (2-4). La ecuaci6n
vectorial-compleja de la recta que representa la
linea neutra en la secci6n vendria dada por:

o,=—(iF). 1" (G).M=0

(al no ser n, en general, conocido)

3. FLEXION COMPUESTA: NUCLEO
CENTRAL DE TENSIONES Y NUCLEO
CENTRAL DE INERCIA

Conocemos por medio de (2-4) la distribu-

cion de tensiones normales en flexion pura, alin
en el caso de que ésta sea esviada, cuya forma
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era (teniendo en cuenta el signo negativo im
puesto por el convenio): ‘

6,=—(iT)-1-"(G)- M

Si llamamos ©, a la tensiéon de compresion
(que es la que hace a nuestro caso, de basqueda
del nicleo central) que provoca en la seccién
una fuerza axial excéntrica, que a su vez da lugar
al momento externo M sobre la seccién, el valor
de esta tensién de compresién sera:

\ ,
o, = — 3-1
X 3-1)
Con lo cual l1a tensién total en cada elemento
superficial de la seccion vendra dado por:

ot M=—(i7.Tr(G). M- - (32

Y como la naturaleza del momento, en este

caso, es tal que proviene de tomar en G mo-

mentos estaticos de la fuerza N normal (en com-

presion) a la seccién considerada, tendremos
(ver figura 2).

M=FAN(—K=(T)N

Donde T, es el vector de posicion del punto C

de aplicacion de N en el plano de la seccién.

Luego:
o/ (A=—(iT)-1(q).
= N
(i T) N — —— (3-3)
Si, con el fin de conseguir que en toda la sec-
cién no aparezcan tracciones, obligamos a que
en el punto del contorno P (F,) méas desvaforable

a ello, como caso minimo, la tensién total .sea
cero, se verificara:

cum=—bwa7wm-

i T+ —%—]N=O (3-4)

Lo cual al dividir por N nos lleva a:
A(iT).- T (G).(iT)+1=0 (3-5)

Que es una antipolaridad reciproca entre los
puntos P, del contorno de la figura seccion, y los
puntos C, de aplicacion de la fuerza excéntrica N,
respecto de la elipse central de los radios de
giro (vista en la asignatura «Ampliacion de fi-
sica» de la carrera de Arquitectura).

Para comprobar lo Gltimamente afirmado ex-
presaremos la relacién (3-5) en coordenadas

%

s

Figura 2
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cartesianas coincidentes con los ejes principa-
les del tensor central de inercia de la seccién,
que ya sabemos coincide con los ejes de la
elipse central de los radios de giro.

En efecto, sean estos ejes x° e y° y los mo-
mentos de inercia respecto a ellos I2 e I, con lo
que al desarrollar matriciaimente (3-5) ten-
dremos: '

A=t 5 )G
'—|;1|T+1=° (3-6)
X Y

Que simplificado quedard (como lP=Ar? e
I3= A rf)

A —— A0 YO Ar;ﬁ o
” Yo X o Arz?
_yo 1
) ————+1= 3-7
(&) meeri=0 e
Y que a su vez puede ser puesto en la
forma:
1 e o —y°
— \/0 YO ¢ +1 =
e Iesl 5 2] () +r=0
o bien:
X2 XS Yo X _
+ +1=0 3-8
g = (3-8)

. De manera que al elegir P o C alternativa-
mente como variable originan antipolares de C o
P, respectivamente, teniendo como conica la

elipse central de los radios de giro.

Queda, *por tanto, identificado, como es sa-

bido, el concepto de «nicleo central» de tensio-

~nes con el estudiado en Fisica como «nlcleo
centrab» de inercia.
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Queda como expresién mas general, en nota-
cién compleja, de esta antipolaridad la dada por
(2-5), es decir:

Al(iT)-

S1(G)- (iT)+1=0
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