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Revision de métodos de analisis espectral.
Aplicacidén al estudio y simulacion

de un registro sismico(")

Por JUAN JOSE EGOZCUE
y JUAN MIQUEL CANET

Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos,
Canales y Puertos de Barcelona

La introduccién progresiva en la ultima década de métodos de
andlisis espectral basados en modelos autorregresivos y de medias
médviles ha demostrado su efectividad en diversos campos. No obstan-
te es escasa la utilizacién de dichos métodos en ingenieria civil; por
ello, parece conveniente una revision comparativa de éstos con los
métodos convencionales ampliamente utilizados.

Se hace especial énfasis en las bases del andlisis espectral de
maxima entropia, basado en un modelo autorregresivo.

También se exponen algunos rudimentos del tratamiento general

de seriales.

Finalmente se presenta el andlisis de un registro de aceleraciones
procedentes del sismo de Fiuli de 1976.

1. INTRODUCCION

En las aplicaciones de la ingenieria aparecen
frecuentemente ciertos tipos de acciones ex-
traordinariamente variable con el tiempo, que al
inducir respuestas esencialmente dinamicas, obli-
gan a un estudio en profundidad de las mismas.
Por otra parte, su naturaleza tipicamente aleato-
ria hace que su tratamiento estadistico sea
indispensable. Ejemplos de tales sefales se
encuentran en los oleajes marinos, presiones
inducidas por el viento, sismos, etcétera.

En el campo concreto de la ingenieria sismi-
ca Housner (1955), Rosenblueth et al. (1962),
Bycroft (1960) y Thomson (1959) consideran ya
en sus primeros estudios la posibilidad de
modelar los terremotos como ruidos blancos de
banda limitada. Kanai (1957) y Tajimi (1960)
ofrecen una modelizacion méas ajustada que ha
sido ampliamente usada.

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo,
que podran remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta
el 31 de agosto de 1984.
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Para ello, las transformadas de Fourier (es-
pecialmente el algoritmo FFT) han sido co-
rrientemente utilizadas en los llamados procedi-
mientos convencionales para la obtencién de
las densidades espectrales de potencia (Black-
man-Tukey, 1958, ...).

En la ditima década, ha sido necesario en
diversos campos incrementar el nivel de resolu-
cion de las estimas espectrales. Para ello, se han
disefiado una serie de algoritmos relacionados
con los modelos estocasticos autorregresivos y
de medias méviles, dando como resultado mé-
todos de anélisis que, ademas de ser compara-
bles en su sencillez a los anteriores, permiten
tener ventajas adicionales; un ejemplo de éstas
se refiere a la facilidad de simulacién del proce-
so modelado.

Se pretende en este articulo realizar una sin-
tesis comparativa de los algoritmos mas signifi-
cativos y de los que, por otra parte, existe ya una
experiencia contrastada en las aplicaciones. En
particular se expone un resumen de los algorit-
mos convencionales basados en la transforma-
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da discreta de Fourier, junto con una breve
descripcién del algoritmo de maxima entropia
de estimacion espectral, referido al anélisis de
procesos autorregresivos. Por Gltimo, se aplican
dichos algoritmos a la estima de las densidades

espectrales de un caso concreto: la componen--

te N.S. del sismo de Friuli ocurrido el 15 de sep-
tiembre de 1976.

2. ANALISIS DE FRECUENCIAS.
ANALISIS DE PROCESOS
ESTOCASTICOS.

Se presentan a continuacidn los elementos
basicos del anélisis convencional de frecuen-
cias seguln el método del periodograma. Todo el
planteamiento se fundamenta en el concepto
de transformacion de Fourier, del cual se parte
para hacer una rapida aproximacion a las técni-
cas de estimacién.

2.1. Transformadas de Fourier

Dada una funcién f(t) de cuadrado integrable,
es decir, la integral

| 7 I o

-0

es convergente, se define su transformada de
Fourier como -

Fal= [ Troema

1 -

y se restituye la funcién original f(t) mediante la
transformacién inversa :

fit) = 21_71[_ F(o) e* dw 2]

La teoria de las transformadas de Fourier de
funciones de cuadrado integrable puede consul-
tarse en Goldberg (1970), y sus aplicaciones en
Papoulis (1962).

Entre las propiedades mas importantes de la
transformacién de Fourier, destaca el comporta-
miento de la convolucién de dos funciones, cuya
transformada es el producto de las respectivas
transformadas: si definimos la convolucién de las
funciones f y g como

| 00

hit)=1 fit)glt—71)dr (3]

=00
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entonces

H(w) = F(o) - G(w) [4]

donde las letras mayGsculas indican las transfor-
madas de Fourier de las respectivas funciones
en mindscula.

Por otra parte, en las aplicaciones las sefales
suelen presentarse muestreadas a intervalos de
tiempos constante, T, para hacerlas manejables
en un ordenador. En tal caso se obtiene una
sucesion numérica producida por el muestreo
de f(t):

o £ =1(0), fi =), ..., f.=f(nT), ..

Conviene en ese caso utilizar_el concepto de
transformada discreta de Fourier F(w), definida de
la siguiente forma:

Fol= £ e o€, ol o.=mT [5]

n=—o0

y su transformacion inversa

T @,
f= — Flw) e“™ dw 6
2n —c ( ) [ ]
Las condiciones de existencia de tales trans-
formaciones se establecen en el marco de la

teoria de funciones analiticas (ver, por ejemplo,
Markushevich, 1978).

Aunque se especifica que F estd definida en
[, ®] la féormula [5] define una funcién
periddica de periodo 211/T, hecho que sera utili-
zado frecuentemente para el calculo, que se rea-
liza en el intervalo [0, 2w.).

La propiedad de la convolucién es anéloga a
la de la transformacién de Fourier (ver, por
ejemplo, Tretter, 1976). Si utilizamos nueva-
mente las mayusculas con tilde para designar
las transformadas discretas de Fourier, tenemos
que la convolucion {h.} de las sucesiones {f.},

{gn}

hh= X f g [7]

i==w

tiene como transformada

H(w) = F) G(o) [8]

También la llamada convolucién circular de las
transformadas goza de la siguiente propiedad:
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si definimos

H(w) = —2Tn— L:ﬁ(co,) Glo— o) dw,  [9]

entonces
h,=f, g. [10]

En [9] se han considerado F(w) y G(w) peri6-
dicas, de periodo 2.

No obstante, la transformada discreta de
Fourier [5] es impracticable generalmente, ya
que sblo se conoceran un niumero N, limitado,
de puntos de sucesién {f,}.

Supongamos que conocemos los puntos f,,
... fv=1, y construimos una nueva sucesion {x, }
dada por '

Xn =V, f.

donde { v, }, conocida con el nombre de ventana
temporal, cumple

v.=0 sin<0 6 nX»N [11]
Siv.=1,n=0,1, .., N—1 sedice que {v.}
es una ventana rectangular.

Definimos transformada limitada de Fourier
de {f.} a la transformada discreta {x.} cuando
{ Va } es la ventana rectangular y se muestrea a
intervalos fijos de frecuencia {2 = 2n/NT.

Se obtiene, entonces, el par de transforma-
das limitadas:

N-=1
Fu (k)= X f, e k=0,1, ..
i n=0

[12]
1 N _
fo= ~ 2 Fy(n)) 9™ k=0,1, .., N—1
n=0
Debe observarse que Fy (k§2) = Fy [(k + Nj)§2)
con j un entero cualquiera.

Por ello, cuando k€2 supera ®., es decir, k es
mayor que N/2, los valores de Fy corresponden
a las frecuencias negativas dadas por (k — N){2.
En lo que sigue, adoptamos la notacién de [12]
sin mencionar este hecho.

La transforamcién limitada [12] tiene la pro-
piedad de convolucién:
N-—1

T 6 gov= R (i) Gu (1) &0 [13]

i=0
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es decir, la transformada limitada de la convolu-
cién de dos sucesiones (limitadas), es el produc-
to de las respectivas transformadas limitadas.

Es muy importante observar que el célculo de
la transformada limitada de {f,} equivale a la
transformada discreta del producto de {f,} por
la ventana {v.}, por lo que las propiedades [9] y
[10] nos indican que la transformada limitada es
la convolucién circular de la transformada dis-
creta de {f.} con la de la ventana, circunstancia
dque es aprovechada en el célculo para mejorar
la precisién de las estimas.

2.2. Relacion entre la transformada
de Fourier y la transformada discreta
de Fourier. Solapamiento

Puede demostrarse facilmente (Papoulis, 1978)
que la relacién entre F(w) y F(w) es

Flo) = +k>: Flo—2ko) w.=7n/T [14]

por lo que, a menos que F(w) sea nula para
|®|> ., se producira solapamiento espectral (fi-
gura 1).

Las funciones f(t) que tienen la propiedad de
que F(®) = O si |®w]>w. se llaman funciones limita-
das en banda de frecuencias, y pueden ser mues-
treadas con intervalo T=rmn/w. sin pérdida de
informacién (Shannon, 1948).

Cuando se trata de analizar sefales que han
sido obtenidas mediante algin sistema de regis-
tro, es corriente hacer la hipétesis de que fre-
cuencias superiores a una cierta ®, no han sido

Fig. 1.—La transformada discreta de Fourier, se obtiene

por traslacion y suma de !a transformada de Fourier se-

gin (14). Si F() no es nula fuera del intervalo {(—o, ®c)

se produce solapamiento espectral por suma de las trans-
formadas desplazadas.
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[Fiwl

10wl

%o ~We We Wo

Fig. 2.—La operacién de filtrado para prevenir el solapa-

miento espectral en la reduccién de puntos de muestra

debiera representarse por la multiplicacién de F(w) por la
funcién O(w).

registradas. En tal caso el intervalo de muestreo
adecuado de tal sehal seria T, = /o,

Sin embargo, T, podria ser demasiado peque-
o, y el nimero de muestras demasiado elevado
~para un procesamiento econédmico de dicho da-
tos. Es corriente, entonces, proceder a reducir el
ndmero de puntos de la sefal, a costa de reducir
también la banda de frecuencia bajo analisis.
Supongamos, por ejemplo, que sélo queremos ob-
servar la banda [—w., ] de forma que w, = ®o/2,
lo que nos permitird tomar T = 2T,y reducir el
ndmero de datos a la mitad. Si esta maniobra se
realiza sin mas precaucién, los valores no nulos
de F(®) entre ®. y w, quedarian solapados sobre
la banda a estudiar [—.,, ). Deberemos, pues,
proceder a eliminar las frecuencias superiores a
®. antes de reducir el nimero de puntos de la
sehal.

Tebricamente esta maniobra, conocida con el
nombre de filtrado de la senal, consiste en multi-
plicar la transformada discreta de la sefal por una
funcién U(w) cuyo valor sea (fig. 2)

Uw=1  si o¢co, N
[15]

Ow=0 S €[, o
Puesto que el producto de las transformadas
discretas equivale a una convolucion temporal [7]
(8], para efectuar esta operacion bastaria realizar
la convolucién de los datos con la antitransforma-

da de U(w) (fig. 3).

[16]

U= = O(e) e dop = 220121 To)
2n o0 mn
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Fig. 3.—Antitransformada de la funcion U(w).

y la sefal filtrada serfa

_ sen [m. (n — k) To)
g = > £ - (n — k)

k=-o00

[17]

La operacién [17] no es finita y las fluctuacio-
nes de u, para n grande no son despreciables.
Por ello es, en la practica, irrealizable.

Por esta razén se suele acudir a filtros mas
comodos que exijan un ndmero limitado de ope-
raciones, aunque su transformada U(®w) no sea
rectangular. Por ejemplo, puede usarse

1

UO=T u_1=u1=T
u=0 n#—1,0,1

Cuya transformada discreta es (fig. 4)

Ulw) = ;—[1 + cos (wTy)] [18]

Ahora el filtrado de la sefal gueda reducido a
1
gn = — [fn—1 + 2 fn +fn+1]
4 -
que es una operacion extremadamente sencilla,

aunque, por supuesto, 0(0)) se aleja bastante de
nuestro objetivo inicial dado por [15].

Uw

1

2

v g Y
-wo -we ! We Wo

Fig. 4. —Transformada discreta de Fourier del filtro de pe-
.s0s 1/4, 1/2, 1/4.
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Pueden disefarse filtros que aproximen me-
jor la funcién rectangular [15] manteniendo fini-
to el nimero de operaciones, pero no seran tra-
tados aqui (ver Tretter, 1976).

Después de el filtrado, en la sucesién obteni-
da {g.}, pueden suprimirse la mitad de los pun-
tos (pares o impares) sin producir efectos nota-
bles de solapamiento. Cuanto mejor aproxime
U(w) a la funcién rectangular [15], mayor sera la
prevencién contra el solapamiento debido a la
supresién de la mitad de puntos.

2.3. Densidad espectral

En muchas aplicaciones, y en concreto en
ingenieria sismica, es corriente suponer que la
‘sefal dato forma parte de una realizacién de un
proceso estocastico estacionario. En este casg,
el objetivo es realizar el andlisis de frecuencias

de tal proceso mediante la densidad espectral o~

bien mediante el espectro de potencia.

Definimos a continuacién los conceptos més
importantes y describiremos brevemente las
técnicas convencionales de estimacién espec-
tral.

En lo que sigue no distinguiremos la notacion
del proceso estocastico de las de las realizacio-
nes del mismo. Supondremos ademas que nues-
tros datos fo, fi, ..., fu-1 estan muestreados con
intervalo T, y proceden de una realizacién del
proceso f(t), que supondremos de media nula:
E[f(t)] = 0. El operador E representa el valor
esperado de una variable aleatoria.

El analisis de frecuencias de procesos esta-
cionarios no puede hacerse directamente a par-
tir de sus realizaciones, pues estas funciones no
tienden a cero para tiempos grandes y, como
consecuencia, no existen integrales o series de
tipo [1] o [5]. Esta dificultad se solventa (Wie-
ner, 1858) definiendo la funcién de autocorre-
lacién,

R(t) = E[f(t + T) f(z)] [19]

donde R no depende de T por la supuesta esta-
cionariedad del proceso. La autocorrelacion tie-
ne la propiedad de conservar las frecuencias del
proceso, y, por ello, se procede al andlisis de
Fourier de R(t), de mas facil manejo matematico
que las realizaciones del proceso. .
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Por este motivo se define densidad espectral
como la transformada de Fourier de la autocorre-
lacién:

S(w) = j_m R(t) e dt [20]

©

en el caso continuo, y
3w = £ RKT) e [21]
k=—00

en el caso discreto, mas frecuente en las aplica-
ciones. A veces se utiliza el llamado espectro de
potencia TS(w) proporcional a [21], y cuya in-
tegral

1 . _
5 fﬂ% T3(w) do=R(0) [22]

es la varianza R(0O). La propiedad |22] se deriva
inmediatamente de [6].

3. ESTIMACION ESPECTRAL

En las secciones anteriores se han definido
los conceptos bésicos del anélisis de frecuen-
cias; es necesario ahora plantear los problemas
del célculo efectivo de la funcién de autocorre-
lacién y la densidad espectral a partir de una
realizacion limitada y discretizada del proceso
estocdstico real de media nula f,, f,, ..., fu_,.

Revisaremos algunos de los métodos mas
usuales y que obedecen a concepciones sustan-
cialmente diferentes.

3.1. La estimacién convencional

Los métodos convencionales fueron introdu-
cidos por Blackman y Tukey (1958) y han sido
masivamente utilizados gracias a las ventajas de
computacion que ofrece la transformacién rapi-
da de Fourier (FFT, Cooley-Tukey, 1965).

En esencia, consisten en estimar la funcién
de autocorrelacién, prolongarla con valores nu-
los y finalmente obtener la estima del espectro
de potencia por simple transformacién discreta
de Fourier. No obstante la aparente sencillez del
método, aparecen una serie de cuestiones que
convierten el método convencional en una téc-
nica delicada.

Antes de definir el estimador de la autocorre-
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lacién imaginemos que la realizacién ilimitada
del proceso ... f-y, %, fi, ..., fs-1, fx, ..., ha sido
multiplicada por una ventana temporal {v,}
[11], que pudiera ser rectangular o no. Es obvio
que si es la ventana rectangular y x,=f, v,, la
sucesién {x,} no es mas que la {f,} completa-
da con ceros fuera de los datos conocidos. Por
motivos que se expondran mas adelante no se
suele tomar la ventana rectangular.

Como estimador de la autocorrelaciéon del
proceso suele tomarse

1 00
RN (nT) - RN (—nT)= —N— 2 Ki+n Xk =

k=—00

(23]

-n
Xic+n Xk
0

1 N—1
N «=
expresion directamente basada en la extrapola-
cién nula que se ha realizado de los datos.

Una de las propiedades mas destacables de
este estimador es que es sesgado, es decir:

E[Ry(nT)] = R(nT) q(nT) [24]
donde q representa el efecto de la ventana

q(nT) = ——

N—1-n
p)) Vi+na Vk [25]

k=0
Cuando la ventana es rectangular, g(nT) =
= (N —|n|)/N, que es diferente de la unidad si
n+# 0, y [24] no coincide con R(nT) salvo para
n = 0; no obstante el estimador [23] para venta-
na rectangular es asintéticamente centrado,
pues tomando limite en [24] con N —> © el
valor esperado tiende a R(nT). Puede, ademas,
demostrarse que cuando N tiende a infinito la
varianza del estimador tiende a cero; es, por tan-
to, un estimador consistente. El desarrollo de

estas propiedades puede hallarse en Tretter,
1976.

Si ahora se realiza la transformada discreta de
Fourier de la funcién de autocorrelacion estimada
Rx(nT) obtendremos un estimador de la densidad
espectral llamado periodograma y que denotare-
mos Sy(®). Un pequeino célculo permite obtener
su expresion. En primer lugar podemos poner:

1 00
RN(n.r) = RN(—nT) = —N- Z Yn—k Xk, Yn = X, [26]

k==00
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cuya transformada discreta de Fourier puede ex-
presarse a partir [7] [8] como:

Sk = & RynT) e =

— _1_" W — _1__ < —iQ2Tkn
= Y(kQ) X(kQY) = N ngxke 0 }

00 2
Zx e] =|‘T Fuk)|

k=0,1, ., N—1 [27]

donde Y, X representan las transformadas discre-
tas de {x.} e {y.} y Fu la transformada limitada
de {f,} a través de la ventana {v.}.

Si representamos por Q(w) la transformada
discreta de {q(nT)}, facilmente se llega (Tretter,
1976) a que

E[S\w)] = '2_Tn" Lw Q) S(w—A) dA.  [28]

Es decir, el valor esperado del periodograma,
es igual al verdadero valor de la densidad
espectral, convolucionada circularmente con la
funcién Q(®), que depende sélo de la ventana
temporal.

Si la ventana fuera rectangular se tiene

_ _|nT] . _

q(nT)J =7 Si  |nT|X(N=1)T
0 Si  InT|>IN—=1T
s o1 sen (WNT/2) |2
Qo) = -3 [ sen (©1/2) } [29]

funciones representadas en las figuras 5 y 6.

Aa

41 L

-NT 0 NT

Fig. 5.—Valor de g(nT) para la ventana rectangular,
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G(w)

‘-&

-am 0 21 n

NT NT NT NT

Fig. 6.—Ventana espectral correspondiente a la ventana
' temporal rectangular.

Las caracteriticas deseables de una ventana
temporal son que:

— El l6bulo central de Q sea estrecho, lo
cual, en general, sélo se obtiene aumen-
tando el nimero de muestras.

— Los lébulos laterales de Q se amortiguan
rapidamente.

Ateniéndose a ellas se han disefado venta-
nas que mejoran considerablemente la rectan-
gular. Entre ellas cabe citar las de Hann, Ham-
ming, Bingham, Blackman, Kaiser, Bartlett, etc.,
que pueden verse referenciadas en Blackman-
Tuckey (1958) y Tretter (1976).

Los valores Su(k£2), k=0, 1, .., N—1, son
suficientes para calcular la varianza total de la
sehal. En efecto, la varianza es, por definicién,
R(0) y 2s estimada por Ry(0). Utilizando el hecho
de que Sy(k€2) y Rw(jT) pueden considerarse
como un par de transformadas limitadas, la
ecuacion [12] nos lleva a que:

N—1
Rn(0) = —1— 2 Sy(kQY) [31]
N k=0

Esta relacion no debe confundirse con la anéa-
loga [22] cuando se utiliza una expresién conti-
nua del estimador de la densidad espectral

|

T
Ruv(0) = _2—71_ ""‘ﬂ)c Sy(w) dw

JUNIO 1984

que proviene de considerar que Rn(®) y Su(w)
son también pares de transformadas discretas

(5] (6]

Al estudiar la varianza del periodograma [27]
como estimador de la densidad espectral se
obtiene (Tretter, 1976) que ésta es proporcional
al cuadrado del valor de la densidad espectral,
lo cual hace del periodograma un mal estimador
(no es consistente). No obstante, existen proce-
dimientos que permiten reducir la varianza de la
estima, siempre a costa de reducir considera-
blemente la resolucién, es decir, la capacidad
de separar maximos espectrales proximos. De
tales métodos,.lo mas utilizados consisten en:

— Suavizar el periodograma.

— Dividir la sefal en varios segmentos, para
los que se obtiene el periodograma, reali-
zando el promedio de ellos posterior-
mente (Welch, 1967).

Ambos procedimientos dan resultados simi-
lares; el primero resulta comodo en su progra-
macién y es conveniente en sefales poco esta-
cionarias, mientras el sequndo puede economizar
tiempo de ordenador en sefales largas y esta-
cionarias.

El segundo procedimiento no lo trataremos y
nos remitimos al articulo citado de Welch
(1967).

El suavizado del periodograma suele realizar-
se a partir de [27], definiendo:

A 1 - .
S = S Z S+

k=01, ., N=1 [32]

donde se considera a Sy(®) como funcién perié-
dica de periodo 2. = 2n/T.

Con este promedio se obtiene una reduccion
en la varianza del nuevo estimador de la densi-
dad espectral Sy, inversamente proporcional al
nimero de puntos 2L+ 1 de promediado. Al
mismo tiempo se efectla una paralela pérdida
de resolucidn: si el valor esperado del periodo-
grama era el dado por [28], el nuevo estimador
tiene el valor esperado de la misma forma susti-
tuyendo la ventana espectral Q(®) .por (fig. 7)
2n

0=2"

Qo) = ™

1 Lo i
20T, Z At
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AT ST

4T 20 s
NT N1 NT N1 NT

Fig. 7.—Ventana espectral efectiva después de realizar un
suavizado del periodograma con L= 1.

El aumento en la anchura del 16bulo central
de la ventana espectral redunda evidentemente
en la correspondiente pérdida de resolucién.
Asi, no pueden darse reglas para la determina-
cién de L, cuyo valor debe fijarse a partir de los
objetivos propuestos en el andlisis: resolucién
contra fiabilidad.

Los métodos convencionales de anaélisis es-
. pectral descritos en la seccién 3.1 pueden resu-
mirse en las etapas siguientes:

a) Definicion de la maxima frecuencia de
interés .

b) Filtrar los datos para eliminar frecuen-
cias superiores a ®..

c) Reducir el nimero de muestras de forma
que el intervalo de muestreo T sea infe-
rior, pero cercano a T/,

d) Elegir una ventana temporal por la que
multiplicar los datos. Ver, por ejemplo,
el ejemplo desarrollado en 5.

e) Calculo del periodograma Sy(k{}) me-
diante una rutina FFT.

fy Promediar 2L + 1 muestras del periodo-
grama para suavizarlo. )

g) Determinar la ventana espectral Q(w)
que ha sido empleada para controlar la
resolucién del andlisis.

3.2. Estimacidn espectral de procesos
autorregresivos,
de medias mdviles y mixtos

En la Gltima década se ha generalizado el uso
de estimas espectrales que parten de bases dife-
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rentes a las convencionales, especialmente en
el tratamiento de la extrapolacién de la sefal
limitada de la que se parte como dato. Entre los
modelos mas corrientes utilizados estan los
autorregresivos (AR) y mixtos de medias movi-
les y autorregresivas (ARMA).

Utilizando la misma notacién que en 2.3 un

modelo autorregresivo de orden m, (AR(m)), tie-
ne expresion:

T go i — KT =&lT) .
gmo = 1 ’ j = seer —1 ’ 0, 1, . [34]

donde f(kT) indica la variable aleatoria obtenida
por muestreo del proceso f(t), y &(jT) es una
sucesién de variables aleatorias normales de
media nula y varianza 6%, que son mutuamen-
te ortogonales (ruido blanco):

Ele(mMl1=02 j=..—=1,01,2, ..

[35]
E[e(iT) &kT} =0 |+ k

Los coeficientes g.« del modelo AR(m) deter-
minan junto con o? la densidad espectral del
proceso f(t) (Ash-Gardner, 1975)

. 2
&.(0) = o

[36]

2

m
' k§0 gmk e—i(nkt

De esta forma los coeficientes g. junto con
o? determinan totalmente el proceso estocasti-
co. No obstante, los coeficiente del modelo
deben cumplir la condicién de que el polino-
mio :

G(Z)= 2 g Z-
n=0

tenga todas sus raices exteriores al circulo uni-
dad para garantizar la estacionalidad del modelo
[34] (Ash-Gardner, 1975; Box Jenkins, 1970).

De forma parecida un modelo ARMA (m,n)
tiene expresion

£ b fili = KT = Z au &lfj — ]

k=0 [37]

ano = 1 ' me = 1
donde los coeficientes de la parte autorregresi-
va b.., ..., b.. deben ser tales que el polino-

mio mo
B(z) = 2 by, Z"
k=0

tenga sus raices exteriores al circulo unidad.

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

_é




REVISION DE METODOS DE ANALISIS ESPECTRAL.

Ahora la densidad espectral del proceso
ARMA (m,n) es (Ash-Gardner, 1975):

n
. 2
o.g E an e—na)lT,
=0

Sonlw) = ; (39]

—
z b @70
k=0

De la definicién del modelo AR(m) y ARMA
(m,n) se deduce que el problema de estimacion
espectral se reduce a estimar 62 y los coeficien-
tesgn, k=1,2,..., menun AR(m),ya.,1=1,..,
n, bn, k=1, ..., m en los ARMA (m,n).

Existen diversos métodos de estimacion de
modelos AR y ARMA, de los cuales prestaremos
especial atencién al método de Burg (MB) y al
de cuadrados minimos (MCM) en la estimacién
de los coeficientes de modelos AR.

El problema de estimacién en el MB se basa
en las ecuaciones de Yule-Walker o ecuaciones
normales, que se obtienen multiplicando [34]
por g(IT) y tomando valores esperados, llegan-
dose al sistema de ecuaciones

RnGn = 6%, In [40]
Gm = (1 ’ gmh svey gmm)‘
1.=(1,0, .. 0)

R. es la matriz de Toeplitz de autovarianzas
cuyo elemento j, k es R[(j — k)T]. El segundo
subindice de 2%, sbélo se refiere al orden del
AR.

Supongamos que hemos fijado m < N; para
resolver las ecuaciones [40] es necesario esti-
mar los m + 1 valores de R(jT) que intervienen.
El BM proporciona un método iterativo para rea-
lizar tal estima y hallar G,, o2, basado en la
recurrencia de Levinson (1947):

gmk=gm—1,k+gmm Om-1.m-« [41]

Esta recurrencia permite hallar la solucién de
las ecuaciones normales [40] de orden m cono-
ciendo la solucién de orden m — 1 y el coeficien-
te g... Puede partirse de! orden O, en cuyo caso
[40] se reduce a

R(0O) = % [42]
y estimar R(O) a partir de la muestra f,, ..., fy
mediante
1 N
RO — X & [43]
N k=1
JUNIO 1984

Si se estiman los sucesivos coeficientes g,
s=1, 2, .., m queda completa la resolucién de
[40] para el orden m.

La idea del MB (Burg, 1975) consiste en
hallar g, de forma que se minimice la estima de
o2 dada por

_ 1 N-—-§ ) 2
Po= o = (e (]2 + |ex (K2 [44]

Q1s (k) = lgofus—j Osi

€25 (k) = j§0fk+' Qsi

donde e (k), e: (k) representan estimas de los
errores que se producen, respectivamente, al
predecir f,+, por combinacién lineal de los fi+.-;
J=1, ..., s, y deducir f, a partir de los valores f.+,
i=1, ..., s, utilizando las ecuaciones del modelo
AR(s) de la expresion [34].

Es decir, en cada paso de la iteracién se
minimiza el error cuadratico que se comete en
la prediccidn y deduccidon sobre los datos. En

“este sentido se dice que el método de Burg es

subéptimo al miminizar P,, puesto que esta
minimizacidn esta condicionada a las previas de
P, ..., P,

La estima MB garantiza que el polinomio G(z)
no tiene raices interiores al circulo unidad.

Cabe plantearse distintas estrategias de esti-
macién conectadas con el MB. Por ejemplo, si
se plantea hallar los coeficientes gu, k=1, .... m
tales que minimicen el error cuadrético P., y con
P. = OZ. se obtiene el método Optimo de mini-
mos cuadrados (Nuttal, 1976; Ulrych-Clayton,
1976), y que, después de derivar P, respecto a
los coeficientes g.. k=1, ..., m, se reduce a
resolver el sistema lineal

Q. Gn =P, 1. [45]
donde el elemento jk de Q,, es
1 N :
Qik = ng:m(fs_j fs—k+fs~m+, fs—m+k) [46]

Para resolver este sistema existen algoritmos
iterativos muy eficaces (Marple, 1980). No obs-
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tante, no estd garantizado que G(z) tenga sus
raices exteriores al circulo unidad y, por tanto,
pueden hallarse modelos AR inestables. Este
problema queda resuelto en el algoritmo de
Fougere (1977), pero su aplicacién resulta en-
gorrosa.

Los dos métodos que hemos presentado bre-
vemente parten del conocimiento a priori del
orden m del modelo. Sin embargo, m no es
conocido generalmente y ademas puede haber
variaciones considerables en S.(®) para diver-
sos valores de m. Existe una extensa bibliografia
de criterios de eleccién de m, algunos de los
cuales se comparan en Landers-Lacoss (1977).

Muchas veces el resultado de estos criterios
es incierto e incluso contradictorio. Esta es, sin
duda, una de las trabas mayores a la aplicacién
sistematica de los modelos AR al andlisis es-
pectral.

En general, los métodos de andlisis espectral
de modelos AR proporcionan mayor resolucién
de maximos espectrales que los métodos con-
vencionales. No obstante, se ven afectados por
una considerable varianza de las estimas y las
dificultades para fijar el orden de los modelos.

Fuera de la 6ptica de la optimizacién cuadré-
tica, han aparecido diversos métodos de estima-
cién; son de especial interés los basados en el
principio de méxima verosimilitud, como los de
Kay (1983) y Burg et al. (1982).

Los modelos ARMA son algo menos maneja-
R(nT)
R{(n + 1)T]

que, aunque es semejante a [40], no posee la
estructura de los sistemas de Toeplitz y, por
ello, no hay garantias de obtener que el polino-
mio B(z) tenga sus raices exteriores al circulo
unidad, condicién para la estabilidad del mo-
delo.

Ademas se plantea el problema de hallar los
coeficientes a,, ..., a.. a partir de las ecuaciones
normales [47] sin conocer explicitamente los
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R[(n — 1)T] ... R[(n —
R(nT) ... R[(n —

| Rl(n+m = 1)T] R{(n + m = 2)T] ... R(nT)

bles que los AR, pero frecuentemente permiten,
utilizando menos parametros, modelar correcta-
mente los procesos analizados. La menor flexi-
bilidad algoritmica procede de la diferente es-
tructura de las ecuaciones normales que se
obtienen para un ARMA (m,n): multiplicando
[36] por f(rT) y tomando valores esperados se
obtiene para cualquier j entero

= by Rl — k= 1T] =
[47)
= Tau yu[li—1=0T]

donde:

R() = E[f{(r +i)T] #rT)]
Weali) = E[el(r + j)T] HrT)]

son la autocorrelacién de f(-) y la correlacion
cruzada de g(-) y f( - ).

De la ecuacion del modelo [37] se deduce
facilmente que f(jT) depende de &(rT) si r<j, y
es independiente en caso contrario, por lo que
Yelj) =0 sij> 0. '

Si se disponde de una estima de las autoco-
rrelaciones R(jT), j=n+m,n+m-—1, .., n—
—m + 1 se pueden obtener los valores de los
pardmetros de la parte autorregresiva del mode-
lo b, k=0, 1, ..., m a partir de las ecuaciones
incluidas en [47] resolviendo el sistema

m+1T] [b.] [=Rln+1T]
m+2)T]| | bu — R[(n + 2)T]
= [48]
B —~R[(n+m)T] |

valores de Y.(j) j X O. Para resolver estos proble-
mas son necesarios procedimientos iterativos
que no expondremos aqui (ver, por ejemplo,
Box-Jenkins, 1970; Treitel et al., 1977).

4. SIMULACION

Frecuentemente en aplicaciones de ingenie-
ria el objetivo del analisis espectral es la obten-
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cidn de sehales que tengan un comportamiento
frecuencial y estadistico equivalente a los datos.
Por ejemplo, en ingenieria sismica es necesario
disponer de la aceleracion a que una determina-
da estructura estard sometida. En general no
basta disponer de uno o varios acelerogramas y
hacer los calculos dindmicos con ellos, sino que
es mas conveniente caracterizar la carga sismi-
ca mediante un modelo estocastico, y obtener a
partir de él tantas realizaciones como sea ne-
cesario.

Tanto el analisis espectral convencional como
los métodos relacionados con procesos AR,
ARMA o MA, proporcionan los modelos ade-
cuados para abordar la simulacién.

4.1. Modelo ciclico

El analisis espectral convencional proporcio-
na una densidad espectral Sy(k{2) k=0, 1,
— 1 [30] o mejor la suavizada Sy(kQ2) k =0, 1
. N —1 [32]. A partir de' estas muestras puede
hallarse la estima de la varianza total Ry(0) [31]y
las muestras de la funciéon de autocorrelacién
que le corresponden

Ru(nT) = -,%— Nz:f 8u(kQY) e [49]

Como, para la simulacién, nuestro interés se:

centra en mantener la varianza y las caracteristi-
cas frecuenciales dadas por Sy(k2), nos intere-

sa un modelo estocastico cuya densidad espee- -

tral discreta coincide con SN(kQ)

Consideremos el proceso estocastico dado
por

N—1
Toem Q=g (e

X(nT) =
donde Ci son variables aleatorias normales com-
plejas de media nula, varianza 6 ' y mutuamente
no correlacionadas. Obsérvese que si k{2 exce-
de a la frecuencia de Nyquist /T resulta que

@7k = giiT(k = Njn

Si X(nT) es el proceso real, el complejo con-
jugado de Ci es Cn-« por lo que pueden agru-
parse las exponenciales de frecuencias positi-
vas k€2 con las respectivas negativas (N — k)2

JUNIO 1984

de forma que
[51]

X(nT) = Z [A« cos (2Tnk) + B, sen (£2Tnk)]

donde A=C+Cho = 2ReCk, B.= (Cn -
—Cv-)-i=2ImCy, k=0, 1, ..., no. El nimero
no es (N — 1)/2 en el caso de que N sea impar, y
N/2 —1 si N es par, aunque en este caso se
desprecia el valor S\(n/T) de la densidad es-
pectral.

La funciéon de autocorrelacion de X(nT) es

RnT) = & o2 e (52]
k=0

que es una funcién periédica de periodo 2n/T.

Para determinar la varianza de las varia-
bles C. del modelo obligamos a que los
valores R«(nT) coincidan con los que corres-
ponden a la densidad espectral estimada Sy. De
la expresion [49] y [62], igualando

1T g N(kﬂ) e.nTnk— E 0-2 iQTnk [53]

se deduce

1

- S(kQ2) [53]

Por tanto, A, B« también son variables aleato-
rias de media y nula varianza Sy(kQ2)/N, k=0, 1,
..., No, NO correlacionadas entre si.

El modelo [51] es ya apto para la simulaciép:
obtenida una etima de la densidad espectral Sy
de la sefial que se desea simular, basta mues-
trear variables normales de medias nulas vy
varianzas SN(kQ)/N k=0, 1, ..., no e introducir
esos valores en la expresmn [62]. Para cada
muestreo de A,, B« la expresion [51] es una fun-
cion periédica de periodo 2n/NT; en muchas
ocasiones este tipo de simulacién es suficiente,
pero la periodicidad representa un inconveniente
a la hora de estudiar comportamientos muy alea-
torios, o al hacer un estudio de méximos que
obligaria a repetir con distintos valores A, B«
la simulacién.

“te
-
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4.2. Modelos AR, MA y ARMA

La simulacién basada en los modelos AR,
MA y ARMA es simple y conceptualmente ade-
cuada para procesos aleatorios que no se com-
ponen de sinusoides. :

Se obtienen realizaciones no periédicas del
proceso, su longitud es arbitraria y exigen un
tiempo de célculo frecuentemente inferior al
método convencional.

Los tres modelos pueden tomar forma de
ecuaciones de prediccién: a partir de los valores
pasados del proceso y del ruido blanco puede
predecirse el valor actual. En efecto, las ecua-
ciones [34] y [37] pueden escribirse

(AR)  f(iT) == 2 g (i — KIT] + &(iT)

ji=..—1,0,1, 2, .. [54]
(ARMA)  f(jT) = 2 b (i — KT +

+ 2 au el(i — )]

j=..—1,0,1,2, .. [55]

y para que el modelo de medias moviles
(MA) f(iM= X axg[(j—k)T]
k=0

ji=..—1,01, .. [56]

Es evidente que basta conocer unas condi-
ciones iniciales de f( -) (AR, ARMA) y de g -)
(ARMA, MA) para poder predecir el valor actual
f(jT). Las nuevas predicciones sélo exigen suce-
sivas realizaciones de las variables del ruido
blanco. La simulacién consiste Gnicamente en
operar las combinaciones lineales que indican
las ecuaciones [54], [55] o [66]. Las condiciones
iniciales suelen ponerse arbitrariamente y se
desprecia el intervalo inicial de la simulacién
para evitar la dependencia de éstas.

En los problemas de simulacién de ingenieria
sismica ha sido frecuentemente utilizado el mo-
delo MA [56], que puede interpretarse como un
. foco emisor de ruido blanco que es filtrado por
un cierto sistema, cuya respuesta al impulso es
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—
+

to ty t

Fig. 8.—Un proceso estacionario, al ser multiplicado por
una funcién del tipo de la de la figura, da como resultado
un proceso no estacionario.

precisamente a., an, ..., an (Kanai, 1957; Tajimi,
1960, etc.). Recientemente se han propuesto
modelos ARMA (Chang et al., 1982) que per-
miten una mejor interpretacién de los coefi-
cientes,

Los modelos de simulacién AR, ARMA y MA,
asi como el método convencional, producen
realizaciones de procesos estacionarios. Por
ello han de ser adaptados a los casos no esta-
cionarios. Por ejemplo, en simulacion sismica
es corriente multiplicar una realizaciéon de MA
(ruido blanco filtrado) por una funcién parecida a
la de la figura 8, obteniéndose asi una modula-
cién no estacionaria de amplitud.

No obstante se han utilizado con éxito mode-
los AR no estacionarios. Basta para ello conce-
bir los coeficientes de la ecuacién [5] como
variables en el tiempo: al analizar la sefal que
se desea simular se elige una ventana de obser-
vacion pequefia respecto a la longitud total del
registro y se efectGa el analisis usual de maxima
entropia; con esos coeficientes se predice un
punto; a continuacién se traslada la ventana un
punto y se repite la operacién. Existen algorit-
mos especialmente disefiados para optimizar el
tiempo de ordenador (véase la exposicién de
Ulrych-Ooe, 1979). De esta forma se obtiene
una simulacién con modulacién de amplitudes y
frecuencias.
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5. UN EJEMPLO DE ANALISIS
DE UN ACELEROGRAMA

Se ha elegido para este ejemplo un registro
de la aceleracién (componente Norte-Sur) pro-
ducido en la estacién Forgaria-Cornino por el
terremoto de Friuli (Italia) del dia 15 de septiem-
bre de 1976. El registro tiene una duracién de
24,62 segundos.

El registro de aceleraciéon se presenta digita-
lizado a intervalos no regulares y en version
no corregida.

En primer lugar se ha procedido a la interpo-
lacién por cibicas, figura 9, de los datos origi-
nales y posterior muestreo a intervalo constante
T= 0,005 segundos. La frecuencia de corte que
corresponde a f.=1/2T =100 Hz. Como las
frecuencias de interés son menores que f,=
= 25 Hz, el intervalo de muestreo resulta exce-
sivamente pequefio, y el nimero de puntos
excesivamente grande (4.924 puntos), se ha
reducido el nimero de puntos de cuarta parte.

Para ello se ha filtrado la sefal con un filtro
de paso baja, cuya funcién de transferencia se
representa en la figura 10, y a continuacién se
desprecié la mitad de los puntos. El filtrado
paso baja tiene como objetivo evitar los efectos
de solapamiento espectral que pudieran apare-
cer al reducir la frecuencia de corte a la mitad.
La operacion se ha repetido dos veces para
reducir la sefal a la cuarta parte de puntos.

A continuacién se estudié la correccién del
instrumento. En efecto, el registro corresponde

4 8 12 16 20 24
tiempo (s)

Fig. 9.—Registro de aceleraciones de la componente NS
del sismo de Friuli (1976) en la estacién Forgaria-Cor-
nino.
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I‘(J(w)l

f/fé

Fig. 10.—Funcidn de transferencia del filtro usado para el
andlisis de la componente NS del sistema de Friuli de
1976.

al desplazamiento de un oscilador arménico de
un grado de libertad sometido a la aceleraciéon
del suelo. Conocidas las constantes del oscila-
dor, es posible recuperar la aceleracién de
excitacion.

Esta operacidon puede realizarse en diversas
formas. La mas corriente consiste en tomar
transformada limitada de Fourier del registro y
dividir la transformada por las muestras de la
funcién de transferencia del oscilador.

1

212
/- )T+
) o
donde € es el tanto por uno de amortiguamiento

respecto al critico del oscilador, y @, es la pulsa-
cidn propia del mismo.

|H(w)| = [57]

2y

o

No obstante, en nuestro caso las constantes
del oscilador son £ = 0,6, w, = 162,73 rad - 5™,
lo que hace que la funcién [57] sea, en la practi-
ca, constante (figura 11), en la banda de fre-
cuencias en que trabajamos y puede prescindir-
se de tal correccion.

De la observacion del acelerograma (figura 9)
se desprende que, a partir del noveno segundo,
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5 10 15 20 25
frecuencia (Hz)

Fig. 11.~—~Moddulo de la funcidn de transferencia el acele-
rébmetro de la estacion Forgaria-Cornino.

el registro no es significativo a efectos de
accion sobre las estructuras. Ademas, el acele-
rograma en los primeros nueve segundos es
fuertemente no estacionario. Por tanto, a fin de
analizar los contenidos de frecuencias corres-
pondienies a las aceleraciones mas elevadas se
ha estudiado fundamentalmente el intervalo
comprendido entre 2,6 segundos y 6 segundos
(figura 12).

En la figura 13 se presenta el periodograma
no suavizado obtenido con el acelerograma

tiempo (s)

Fig. 12.—Fragmento (2,6 s. - 6,5 s.) del acelerograma de
la figura 9 (en la escala vertical, una divisién equivale a
1 cm/s?).
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R DI

-5,0 1

-6,0 .

~7,0 1

-8,0

o] 5 10 15 20
frecuencia (Hz)

Fig. 13.—Periodograma no suavizado de la sefal de la fi-
gura 9 (escala logaritmica).

completo; los datos fueron previamente multi-
plicados por la ventana de Bingham et al.
(1967), que se representa en la figura 14. Se
observan fuertes oscilaciones del periodograma
que corresponden a la varianza de la estima
no suavizada.

Los siguientes andlisis se jefieren al segmen-
to indicado (2,6 segundos, 6,0 segundos), y los
periodogramas seran suavizados.

La figura 15 muestra/ el periodograma suavi-
zado (3 puntos) en escala logaritmica. Se desta-
can tres frecuencias dominantes de 2,33, 4,97 y
7,02 Hz. Se ha utilizado la misma ventana que
en el caso anterior. Puede observarse la disminu-

25

0 ‘ (N-1)T

Fig. 14.—Ventana de Bingham.
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1 1 L "
4y 10 15 20 2%
frecuencia (Hz)

Fig. 15.—Periodograma suavizado (tres puntos) del acele-
rograma de la figura 12 (escaia logaritmica).

cién de las oscilaciones del periodograma por
efecto del suavizado.

La figura 16 es el espectro de potencia, en
escala logaritmica de los mismos datos, realiza-
do por el método de maxima entropia con un
modelo autorregresivo de orden 19. Los maxi-
mos espectrales coinciden sustancialmente con
los anteriores; a efectos de comparacién, la
figura 17 muestra la superposicion de los resul-
tados del anélisis convencional y el de méxima
entropia citado: es facil observar la mayor suavi-
dad de este Gltimo analisis. En la figura 18 se

-1

-2

-3

-4

-5 5 10 15 36 s
frecuencia (Hz)

Fig. 17.—Superposicion de las densidades espectrales
de potencia estimadas por el método convencional y el
de maxima entropia AR(19) (escala vertical logaritmica).

han representado las densidades espectrales de
potencia obtenidas en modelos de orden 6 y
34.El modelo AR(6) es excesivmente suavizado
y no es capaz de resolver las tres frecuencias
dominantes, mientras que el AR(34), mante-
niendo las frecuencias mas importntes, presen-
ta oscilaciones carentes de interés.

Se ha empleado el modelo AR(19) para
simular el registro sismico que se analiza, a par-
tir de la ecuacién de prediccion [53] y la varian-
za del ruido blanco igual a la 62 obtenida por el
método de Burg. El resultado de la simulacién

5 10 15 20 25
frecuencia (Hz)

Fig. 16.—Densidad espectral de potencia del modeio
AR (19) estimado para el acelerograma de la figura 12
(escala logaritmica).
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Fig. 18.—Densidad espectral de potencia de los modelos

AR(34) y AR(6) estimados para el acelerograma de la figu-

ra 12 (escala logaritmica).
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1,0
t 2
G5
0,5 = exp[—O,GS(t - 4,4)]
y = 0,004722(t - 8,1
0,0 6 - 12 18 24
tiempo (s)

Fig. 19.—Ventana temporal utilizada en la simulacién.

se ha multiplicado por la ventana de la figura 19
para modelar la no estacionaridad de la sefial. El
resultado obtenido se presenta en la figura 20;
si se compara con la seinal original puede adver-
tirse la gran similitud de la simulacién en el
intervalo (2,6 segundos, 6 segundos), mientras
que se observan algunas diferencias de frecuen-
cias en el tramo inicial, debido a que éstas no

A

participaron en el analisis; si se quisiera mejorar
la simulacion de este primer tramo, de conte-
nido frecuencial diferenciado, seria necesario si-
mulario con un modelo AR procedente del ana-
lisis de este intervalo inicial.

6. COMENTARIOS FINALES

Los métodos de anélisis espectral convencio-
nal han mostrado durante mas de veinte afios su
utilidad en gran cantidad de aplicaciones. Su
principal ventaja consiste en la rapidez de
célculo gracias al método FFT. (Cooley-Tukey,
1965).

No obstante, presenta algunas dificultades
destacables:

— La necesidad de aplicar ventanas tempo-
rales a los datos, lo que reduce la resolu-
cién en el andlisis y exige una adecuada
eleccién de la misma.

— La varianza del periodograma, como esti-
mador de la densidad espectral de poten-
cia, debe ser reducida mediainte suaviza-
do del espectro, o bien por subdivisién

L] v L] \j T T ] L T \J Y
’a,? B
—
o
I -
>
-
rU e
~H¢
z W oy P
o
=
:
= 4
i)
m
Q
< .
tiempo (s)
2 L € 8 10 12 14 16 18 20 22
Fig. 20.—Simulacién de la componente NS del sisma de Friuli con un modelo AR(19).
444 REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

T T TR =



REVISION DE METODOS DE ANALISIS ESPECTRAL.

en intervalos de los datos. Es necesario,
por tanto, llegar a un compromiso entre
la pérdida de resolucién debida al suavi-
zado y la reduccién de la varianza de la
estima.

— La utilizacién del método convencional

de anélisis para la obtencién de registros.

simulados puede tener el inconveniente
de que los procesos [51] producen reali-
zaciones periddicas. Ademas la simula-
cién exige un tiempo de célculo impor-
tante.

Los métodos de anélisis basados en
modelos estocasticos como los AR, MA 'y

ARMA, vy, entre ellos, el de maxima entro-- +

pia de Burg, han sido utilizados amplia-
mente en la Gltima década.

Tiene la ventaja de no exigir la utiliza-
cion de ventanas temporales ni suaviza-
das posteriores a la estimacion espectral.
Ofrecen una mejora de la resolucion
espectral, especialmente para registros
de corta duracion o el analisis de bajas
frecuencias. No obstante debe elegirse el
orden de los modelos (AR, ARMA, MA)
utilizados, lo cual sigue siendo un proble-
ma "abierto, a pesar de la existencia de
diversos criterios para esa determinacién.
También exigen un tiempo de célculo
algo mayor que los métodos convencio-
nales.

La simulacion a partir de estos dltimos
modelos es muy simple y rapida, permi-
tiendo, ademas, obtener registros no pe-
riédicos " de la longitud que se desee.

Ambos métodos, el convencional y los
basados en modelos AR, ARMA y MA, se
muestran Gtiles en el analisis de frecuen-
cias y la simulacién de sehales. De aqui
que la utilizacién de uno u otro tipo de
analisis deba decidirse en funcién de las
ventajas que cada uno ofrece para un
problema especifico: en cualquier caso
puede tener ventajas su utilizacién con-
junta.
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