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Sobre la estabilidad, segun Liapunov,
de un cuerpo eldstico monodimensional "

Por R. RODRIGUEZ REBOLLO

Dr. Ingeniero de Caminos,
Canales y Puertos

Para un cuerpo eldgstico monodimensional, cuya ecuacién de mo-
vimiento alrededor de un estado no perturbado es de una clase general

en la practica técnica, se obtienen ¢
dad segun Liapunov. Cuando los c

ondiciones suficientes de estabili-
oeficientes de dicha ecuacion son

funciones de la posicién y el tiempo, se pueden obtener estimaciones
de los pardmetros de carga y llegar a condiciones particulares conoci-

das. Se hace una aplicacidn simple.

1. INTRODUCCION

La estabilidad de estados de cuerpos elasti-
cos monodimensionales ha sido objeto de gran
atencién, desde los trabajos de Euler, en mecs-
nica aplicada y tedrica.

Consideramos el concepto de estabilidad en
el sentido de Liapunov y la aplicacién del méto-
do directo o segundo método. Leipholtz (1) ha
estudiado la estabilidad de una columna elasti-
Ca cuyas ecuaciones variacionales de movi-
miento son de un tipo frecuente en problemas
de ingenieria. Aplicé el método de Garlekin y
obtuvo importantes resultados de estabilidad
condicional. R. J. Knops y E. W. Wilkes (2,
pag. 181) han reunido ciertos resultados de es-
tabilidad para una funcién de Liapunov obtenida
a partir de la energia total, con la adicién de al-
gunos términos de forma que su derivada tem-
poral fuera definida negativa.

En el presente trabajo consideramos una
ecuacion variacional de movimiento de un tipo
mas general para un $lido eldstico monodimen-
sional, que incluye fuerzas giroscdpicas y disi-
pativas, asi como no conservativas («follower
forces»). Hemos seleccionado dos funciones de
Liapunov. De la primera, obtenemos condicio-
nes suficientes de estabilidad cuando los coefi-
cientes de la ecuacién de movimiento sélo de-
penden del tiempo. En el caso general, los re-

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo,

que podran remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta
el 28 de febrero de 1985.
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sultados pueden extenderse como se indica
enel trabajo.

La segunda funcién de Liapunov nos propor-
ciona condiciones suficientes de estabilidad
cuando todos los coeficientes dependen de la
posicién y del tiempo. Si son constantes, obte-
nemos condiciones para valores positivos o ne-
gativos del coeficiente del desplazamiento in-
cremental y dichos criterios conducen a resulta-

dos conocidos para ciertas ecuaciones particu-
lares de movimiento.

Finalmente hacemos una aplicacién al pro-
blema de una columna sometida a una carga
longitudinal, cuya dependencia con el tiempo es

de tipo arménico, incluyendo asimismo disi-
pacién.

2. FORMULACION GENERAL

Consideramos la estabilidad segln Liapunov
de un sélido eldstico monodimensional cuya
ecuacion variacional de movimientos es:

QU + Suw + QU + kiu + ksu, +Bu+u=0,
a>0,B>0,t»0 (1]

con las condiciones de contorno:
ux,t)=u.(x,)=0,x=0,1,t»0

siendo u (x, t) el desplazamiento a partir de la
configuracién (no perturbada) original.

En el caso general, los coeficientes en [1] de-
penden de x y t. Una gran cantidad de proble-
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mas en elastomecdnica estd representada por
esta ecuacion, el tercero y quinto término repre-
sentativos de fuerzas giroscdpicas y no conser-
vativas («follower forces»), respectivamente; el
resto de los coeficientes se interpretan facil-
mente como es usual.

3. CONDICIONES SUFICIENTES
DE ESTABILIDAD SEGUN LIAPUNOV

Consideramos la estabilidad segun Liapunov
de la solucién nula que satisface la ecuacidn [1]
y las condiciones de contorno [2] y aplicamos el
método cirecto tomando dos funciones de Lia-
punov.

3.1.  Funcién de Liapunov F, (1)
Sea la funcién de Liapunov
Fi () =f0“ [1/2 (qud) + Aul + 1/2 (7] dx
donde A es la constante positiva.

a) En primer lugar, suponemos que los coe-
ficientes de [1] son funciones reales acotadas
de t, independientes de x.

Condiciones suficientes de estabilidad segun
Liapunov con respecto a las medidas p, = F, (0)

y p=fo‘u1’ dx se obtienen de las desigual-
dades:

Fo(t)>c jolu’ dx
Fo()<0

para la funcion de t real, positiva y acotada,
c=c (t), o una constante positiva c.

Podemos escribir:

Fo(t) > ,(1/2 (o = S) ' u’ +
Aul + 1/2 7] dx (3]

con tal que an?—S>0;t» 0

También tenemos;

Foy= [, {1/2 (@u = Suy) — (Quu. +

+ Bt + koul + kotu) + X [0 = (qu —

= (Qua. + Bul + kiu + kouu.)] fdx <

< L2 @m =8+ 172k —
Aun*=S)+1/2A|QJui+ (—A k) + (4]
+(—k —AB) ut + 1= B+ 1/2|k,|+ A +
1/2|Q][ ¢*}dx = [ '(Au?+ Bu? + Cut +

+ Di?) dx
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<A

~ “con tal que 1/2 & — A a < 0. Hemos utilizado

la igualdad
S, Qui, dx =~ f'Quu, dx

y aplicando la desigualdad de Schwarz a los tér-
minos k,uu, y Quu,.

Criterio.—La solucién nula de [1] que satisfa-
ce [2] es estable segun liapunov, para las condi-
ciones indicadas, si se verifican las siguientes
desigualdades:

(am* —S) = A =2 ¢c>X0—1/2 (am* = S) +
+ A (am =S —1/2|Ql]) = 1/2|k:]>0,
—Aa+1/2a<0{m[—-1/2 (@ar —§) +

+41 (o — S = 1/2[Ql) = 1/2]k.|] +
+Ak}B=A—1/2 (k| +|Q]} -
3 (k|+4?\B) 0B —A—

= 1/2 (k.| +]Q]p0O

para una constante positiva C y en todo instante
t> 0.

Si ki + A = 0 las condiciones [5] serian:

k3
(@ =S)m———=2¢>0,k >0 .

B

1/2 (@ = §) + 1/2|ks| +

k ,
(am* —S—1/2|Q]) +

B

7 B <) (6]

—B—%—+1/2(|kz|+lo|)\<o

b) En el caso méas general en que los coefi-
cientes de [1], excepto @, dependan de x y t, el
analisis del apartado a) debe ser completado de
acuerdo con las siguientes consideraciones.

l) Respecto a términos de F (t), tenemos:

1 N 5 1
Jylaw = su) dxy (am=8) - fi'u? dx
con tal que

(OJT2 - S) Q""('b,\)> 0, t> O

Para términos de F, (t), podemos escribir:
1)
L6 = 2ha) ui-s2) dx K [(6— 2Aa( T2 —

— 2 12
S] iy, T o U7 dX
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con tal que
a=2Xa<0, [(&—2Aa)n’ — Sh6, <0

) Tenemos que

J,Qud, dx = — J.'Qi® dx

y un término adicional debe ser introducido en
el coeficiente de (2.

. ! R
Similar para fo k:uu. dx con respecto a u.

V) Si escribimos fn‘Suu.. dx =-f0'(S\uu. +
+ Sud) dx, la desigualdad de Schware nos pro-
porciona més términos en - y ul,

De acuerdo con las consideraciones anterio-
res, las condiciones del apartado a) se pueden
extender al caso general, con a=aqa (t), aha-
diendo nuevos términos al coeficiente A, B, C, D
de [4], debiendo verificarse las nuevas condicio-

nes de estabilidad para todo punto x € (0,1) y
t, 0.

3.2, La funcién de Liapunov F, (t)

Escojamos una funcign de Liapunov algo
diferente:

Fott) = [11/2 (ous = sy + (U +
2
+)\. (U" + "B—UU> + 1/2 U} dx
y con‘sideramos las medidas Pe=F. (0) y p=
= fu dx como en 3.1.

a) Supongamos que @ =a (t) es una funcién
real acotada y que los demas coeficientes son

funciones reales acotadas de x y t, x (0,1),
t> 0.

Tenemos:

F)= /{1120~

(i) -

+}\(—§—>“]ui’.+ [— 126+ 2AS |
) -

+1/2|8.

]u3+ [1/2 Q.—B+2[T}‘+
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+1/2|s.

Bz

w2k () o (e 22000,
[ )

ks | .
+A (——B——)]u} dx= f(Mu + Nu + Pi? +

Jos o 228

+ Qua + Rau, + Lu?) dx (7]

Criterio.—La solucién nula de (1] que satisfa-

ce [2] es estable segun Liapunov para las condi-
ciones indicadas si:

(@7 = S)uy 20 (an — S)og, 7+
. ZMB":ZM -2¢CY0
B
—M>0, —Mm =N (= Mn* = N)
(V=W (=P)=1/4R">0 .

u(—-P)(—L)——%—-)0,0(uU

para una constante positiva C Y para todo punto
X€(0, 1) en todo instante t 0.

O bien:
(O,ﬂ" - S).v‘um )]> O, (aﬂ:‘ - S)‘”“!B ), TTE +

+ ZK(B[;“M ~2C>0
TMYL =M= ND (= M= N) e —
—LU(=P=1/4Q>50 (9]
~P>0, R=0

Para una constante positiva C Y para todo punto
X€E(0, 1), t>0.

b)  Si los coeficientes de [1] son constantes,

los resultados se siguen inmediatamente de [8]
y 9]

De [8], obtenemos:

am’ —=S>0, B(1—p AP =22 (@n-
-S| -p (k:- 2go)~>o [10]

0CuC1, 0<k< 8“’\(‘;;"”

[oT3e]
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En particular, siA = —-E—- B=1:

am—=S>0, (1—uy) (@m—S)>
>(kz——3—>0<k1<u, 0<u<

De [9], obtenemos:

am—=S>0, 8\ (B*—2A) [(am—S)m +
+k]— B kIO, (1]
B 200, k- == =0
p
cular siB=1 A= b .
En particular, sif=1,A = e

an—S>0, (am —QS) RIS 20,

k2=———

2

Obsevamos que [11] estd implicado por las
expresiones:
\ ki Q° 5 0, BQ — k.
(am = S) n* + k, Q
Q=% 0, 4m (o' =S) (o' =S —2C)+
+4 (am —8Sm*—2C) k. +ki> 0

20,

para una constante C, donde la segunda desi-
gualdad relaciona todos los coeficientes de

(1.

c) Podemos imponer condiciones de signo
al coeficiente K, de [1] y obtener nuevos crite-
rios. Suponemos que los coeficientes son cons-
tantes v B = 1, por simplicidad, y consideramos
de nuevo la funcién de Liapunov F. (t).

l) Podemos escribir:

F () [ { =X fam = Sm* 4+ k) —:—T— -

—X{om=Sm k) u— (1= (1—2A) &=
—u{1 =20 @ =k ul 4~k +2XQ) utdx

con tal que k. X0, an*=S8>0, 0<C <1

Las condiciones suficientes de estabilidad
son:

(1—u)X(l—2}‘\)(an“—8n2+k|)-——l—l—k%>0
PA (1 =2 A) (am —Sm? + k) —
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n-'l
- k=2A0Q20

k<0, 0<AC1/2, 0<un

donde la segunda desigualdad relaciona todos
los coeficientes de [1].

I} Observamos que:
P S [=2Am=S)uw-—

= 2AQ) = (1 =20 & =2 Ak
-k, UU] dx

de modo que podemos considerar la funcion
de Liapunov

F=Fm+1/2 f ku dx
y las condicione suficientes de estabilidad son:

A’ —=S>0, 2Ar(1—2)\ (@ —8) -
(k. — 2k Q)
4

3]

\//' O, K >/ O

En particular, para K, =0, de [13] obte-
nemos:
k. —2AQ)
BA(1—24)

Para A = 1/4, que dé el maximo de A {1 — 2
A) y Q =0, obtenemos un resultado conocido:

um =S

ksan*—S§
3.3. Estabilidad asintotica

Condiciones suficientes de estabilidad asin-
tética en el sentido de Liapunov con respecto a
la medida se obtienen de las desigualdades:

F () >cp i=1,2 )
Fiy<—c.p (4]

donde ¢, y ¢c. son funciones de t reales positivas
y acotadas, en particular constantes positivas.

De otra forma, estabilidad asintética sigue
de:

FlgS—c() i=1,2 (15]

para ¢ = c (t) una funcién de t real acotada, con
1 (

tal que lim _ - S l=c(t)ydt—¢, para una

constante positiva €.
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Los resultados que se obtienen son similares
a los de los apartados anteriores de estabilidad,

apareciendo alguna constante positiva en algu-
nos términos.

Por ejemplo, los resultados de [8] pueden
transformarse en los siguientes:

(Q.TT‘” - S)miv\ > O, (OJT) - S) min Tf: +
hE(O. 1y k€401
+ 2 )\(B.:—Z)\) -2cy0
B.
~M=1/2¢ a0, (~rv|— = )n’~—
c'S
—( ~ T) >0, (16)

T

e =5)

4

20, 0<u<1

para unas constantes positivas ¢ y ¢’y para todo
punto x€(0, 1) en cada instante t) 0.
Nota.—En las secciones precedentes hemos
. 1, .
adoptado la medida p = J,'u* dx. Ahora bien,

U= [ u dx)? < x Soudx < f w2 dx.

€n cuanto nos referimos a un sélidos monodi-

mensional y con las condiciones de contorno
(2].

Tenemos por ejemplo:

F;’ (t) )/ 1/2 (Q.JTq - S) nim J;!Ux dX + }\. I(U") +

xg(0. 1,

| 2 .
+)\j;) (uz-i- EU )dx1/2foudx>/c UZmix

X€(0. 1)

c>0

2
con tal que (An° = S)nim ) >y 0 AX B

x€(0, 1 4
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Vemos, pues, que condiciones suficientes de
estabilidad segun Liapunov se pueden obtener
inmediatamente respecto a las medidas p, =
=F )y p=u

4. DIAGRAMAS DE ESTABILIDAD

Condiciones limites pueden ser obtenidas de
las secciones precedentes y representadas en
un espacio de tres ejes cartesianos rectangula-
res, resultando diagramas de estabilidad.

Supongamos que f=1.
a) Seaam—S=T,

En los ejes rectangulares cartesianos (k2, Q,
T) las condiciones [13]: 2 corresponden a la re-
gion interior de la superficie envolvente de un
continuo de cilindros parabdlicos, tangentes al
plano (k:, Q) a lo largo de Ia recta k=2 A Q,
cuando A varia de 0 a 1/2.

b} Las condiciones [11] se pueden repre-
sentar en dos diagramas: uno en los ejes (ki, T)
y otro en ejes (A, Q, ki), 0 <A< 1/2: [11]: es la
superficie interior de |3 Curva envolvente de un
continuo de parabolas, excluida la superficie por
debajo del eje k,, y [11]: para los ejes (X, Q, k)
es la superficie de un cilindro hiperbdlico.

c) ParaQ=0,0¢(A<1/2 10¢ u<1 en los
ejes (k. ki, T), las condiciones [12] se represen-
tan por la regidn interior a |a interseccién de dos
cilindros parabélicos y el plano T=0, a las iz-
quierdas del plano k, = 0.

En los ejes (k:, Q, T), Ia [1 2]., k; X 0 dado, re-
presenta la parte del semiespacio T O interior a
un cilindro parabélico, para valores dados de A y
M entre los limites conocidos.

5. APLICACION

Consideramos el problema de una columna
recta, cuya ecuacion variable de movimiento al-
rededor de la posicién recta es:

U + Sun+Ba+ =0
con las condiciones de contorno:
U t)=u.(kt)=0,x=01,t%0

donde S =P, + P,, cos t, siendo P, y P, cons-
tantes positivas. -
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Si consideramos la funcién de Liapunov F; (t),
tenemos:

Fo(t)» (M —Po—Picostm [ 'udx +

+A S <u2+ 2;“ )dx+1/2 [ dx
. 2N ol
Fz(t)x([_ 5 m+ 5 sen wt +

2 A (P, + P, cos wt)

5 ]n? S udx+
+(—B— —?‘BL)fo‘u-“dx

Obtendremos las siguientes condiciones su-
ficientes de estabilidad asintdtica respecto a las
medidas p =‘/;1u2 dx (p = u?):

m = Po— P, cos wt»> 0
2N
8 (m* —Po — P, cos wt) —

B
2

+

ol

senwt> 0, O<CAL

para cada instante t> 0.

El resultadoes: m—P,—P,> 0

16 A2 B
0 —— (M =Py = Pi], O0<KA{—
B: P3 ( L 2
y la pulsacion critica resulta:
4 : 5 el 2
Wi = i (7 — Po)* — Pi]

P
. . Peo v’
En particular si P, =0 y P, = ——, donde po
p
es la carga critica de Euler para fuerza de com-
presién constante, tenemos:

2

Wi = (p*— pd)

5
6. CONCLUSIONES

Las condiciones suficientes de estabilidad,
segln Liapunov obtenidas permiten estimacio-
nes de los parametros de carga.

Cuando la ecuaciéon de movimiento [1] se re-
duce a los dos primeros términos, incluida dis-
pacién, obtenemos la conocida carga critica de
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Euler para el coeficiente del segundo término.
La aparicién del término k, u y de las fuerzas gi-

roscopicas y no conservativas modifican el valor
de dicha carga.

A continuacién hacemos algunas observacio-
nes, pero sin olvidar que los criterios obtenidos

 son condiciones suficiente para ciertas funcio-

nes de Liapunov.

a) Cuando no actlan fuerzas giroscépicas
ni no conservativas (follower forces), va-
lores positivos de k, nos proporciona la
carga critica de Euler, o mayor, segln
[11]. Valores negativos tienen un efec-
to desestabilizante.

b) La presencia de fuerzas giroscépicas y
no conservativas producen un efecto de-
sestabilizante, excepto si el término que
las contiene en [10], [12] y [13] se
anula.

El efecto de k, es similar al del apartado ante-
rior a). Si el término citado en el parrafo anterior
se anula, cuando k, tome ciertos valores positi-

vos da una carga critica superior a ia carga criti-
ca de Euler.

La accion de las fuerzas no conservativas so-
bre la estabilidad, que puede ser estabilizante
en ciertas condiciones, es objeto de un estudio
posterior, por métodos distintos al del pre-
sente trabajo.
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