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Ajuste absoluto de restituidores de fotogrametria:
Jso de cuaternarios y vectores

para las semejanzas en el espacio'’

Por J. M. ANTON CORRALES

Dr. Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos )
Catedratico Universidad Politécnica de Madrid ’»""

Mediante el uso de cuaternios para combinacidn de giros y de vec- i
tores para su calculo efectivo se puede condensar con ventaja la teoria A
de hallar la semejanza que aproxima un modelo del plano a modelo

interno de un restituidor de fotometria, lo que, convenientemente pro- /

gramado en un ordenador personal, permite hacer numéricamente “la /
orientacion absoluta” con ganancia de tiempo sobre el ajuste manual, ¢

y con mayor sencillez de calculo que por matrices ortogonales (y/gf c‘

angulos de Euler).

1. INTRODUCCION

Con las maquinas de calcular locales (micro-
computadores o terminal) se pueden hacer in-
- mediatamente los cdlculos que permiten hallar
- la semejanza espacial o transformacién de Her-
- mert que hace coincidir un modelo con el terre-

- no, referidas ambas a unos ejes ortonorma-
Cles (*%).

Ello permite, girando el modelo en el restitui-
~dor, ajustando su escala y desplazando el plano
en la mesa de dibujo, el hacer la orientacién ab-
. scluta necesaria para restituir de un par de fotos
; a nlanos, si previamente existe el modelo con

vi-idén estereoscdpica, o sea, si se ha hecho «la
relitivan,

.a absoluta suele requerir 1 hora de tanteos
‘e cuatro puntos, generalmente, en el solape
' par de fotos.

0s cuatro puntos dan comprobacion, pues la
'ejanza estd definida por dos puntos y un da-
a z conocidas x ', y’, z“) de un tercero, por
Je un célculo de ajuste conviene que opere
PO minimos cuadrados.

( Trabajo realizado en'e! Servicio de Tecnologia de
la T sccion General de Carreteras.

(") Enrestituidores modernos vendidos con calcula-
dora conectada existen programas, facilitados por la
Casa que hacen diversos ajustes, incluida «la absoluta»
€N a juna configuracién,
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Son datos las coordenadas de P puntos
(P2 3), sean X=(x", y’, z') (***) del modelo
(X para el punto i), y las X del plano x, vy, z de
esos puntos; un indice L es 1, salvo que sdlo se
conozca la z del plano, en cuyo caso es 0.

La incdgnita es la transformacion X =#(X)
de plano a modelo, que depende de 7 incégni-

tas (3 de giro espacial, 3 de translacidén, 1 de
escala).

Es conveniente expresarla de modo que se
faciliten los célculos posteriores, y usar méas vec-
tores o cuaternios (ref. 1) en vez de las matrices
de paso en funcién de los dngulos de Euler.

En efecto, si se intenta efectivamente la
transformacién con las matrices ortogonales de
que hablan los libros de topografia, se tienen di-
ficultades al manejar matrices de 9 elementos,
de los cuales sdlo hay 3 independientes.

Como no hemos visto publicado dicho méto-
do, aunque es probable que lo esté en alguna
revista extranjera que no conNOCemMos, Creemos
atil divulgarlo, tanto por el aspecto geométrico
de semejanza en el espacio como por el de su
aplicacion a la fotogrametria.

(***) Laescala en z” (en z) debe ser la misma que en

x', ¥y (enx, y). Si es preciso se multiplicara la cota leida
por una relacién de engranajes para obtener z°. En nues-
tro programa se puede calcular esa relacién optimizando
la escala vertical independientemente.
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2. SEMEJANZA EN EL ESPACIO

A) Cuaternios

En el plano es muy facil expresar una seme-
janza directa con complejos (z* = az + b) y ope-
rar con ellos. En el espacio se puede recurrir a
cuaternios, elementos de R* que designamos
como (Q) = (a, A) con A= (a, B, ¥).

Se les asigna la suma (a, A) + (b, B) = (a + b,
A+ B) y el producto (a, A)- (b, B)=(ab — AB,
aB+bA+A B), donde A - B es producto esca-
lar y A~ B vectorial. EI (0,0) es el elemento neu-
tro de la suma, y‘*\el (1,0) del producto.

El conjugado de (Q) = (b, B) es (Q*) = (b, — B),
y se comprueba que (Q)-(Q*)=(b*+ B? 0),
con lo que el inverso Q7' de Q es el (Q*)/|Ql?,
donde |O| designa el mddulo de Q igual a la
raiz positiva de b’ + B’. Se comprueba que el
conjugado del producto (Q) (R) es el (R*) (Q*), y
que el de la suma (Q + R) es Q* + R*.

Con ello se pueden comprobar facilmente las

propiedades del cuerpo no conmutativo, de uni-
dad (1, 0).

B) Giro directo por cuaternios

Se designa el vector del plano por (Y)=(0,Y),
del modelo (Y")=(0, Y*) y al vector giro por
Q=(1, A), o bien (b, B). EI (0 0) no representa
ningdn giro.

Teorema: Se demuestra que la expresion
(Y)=(Q (v) (@)= (Q) (v) (@*ylal* [1]

corresponde a un giro de eje A (O, B) que no
cambia si se multiplica Q por un nimero real,
dependiendo por tanto de tres incégnitas; ese
giro es de eje A (oB), que no cambia si se mul-
tiplica Q por un nimero real, dependiendo por
tanto de tres incégnitas; ese giro es de eje A (o
B). v de valor 6 =2 arc tg|A| [0 bien 2 arc tg
(IB1/b)).

Hay dos casos:
— Sib# 0,A=V"tg(0/2), siendo V el vec-
tordel eje Ay B entre —nym, o bien en-

tre O y 7 si orientamos V con el mismo
sentido que A.
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— Sib=0, es un giro de 180° respecto a
eje B (8 =2 11). No hay representacién (1
A), porque A=V -tg (n/2) se hace in.
finito.

Nota: Con 4 dimensiones el giro directo es |
funcion de 2 cuaternios (R) y (S), por (R) (t, x, y, |
z) (S)/(IR] - \S|) y depende de 6 pardmetros |-
independientes. ,

Demostracion

a)  Por calculo se observa que si (Y) = (0, Y) i
resulta (Q) (Y) (Q*) = (b, B) (0, Y) (b, = B)=(—8 |
Y, bY + B .Y) (b, = B); cuya parte real es nula
por ser (—bBY + bBY + {B - B.Y}), anuldndo-

se el producto mixto {BBY}. O sea, queda de la |
forma (0, Y ). '

La parte vectorial es b’Y + 2bB.Y +B.(B-
-Y)+B.)B.Y), ycomoB.BY)=B(B-Y)—B|
Y, queda la expresién general vectorial del 5
giro:

Y =[Y (=B} +2B (B-Y)+2bB.Y)

|b? + B2
b) Esa expresion es lineal en \Z corresponde |
a un desplazamiento si IY\ = IY, lo que se

comprueba mejor calculando con 'cuaterniosl
Y |2 = (") (v"*)=(ava*) (av*a*)/ |q|*=
= (V) (Y7). (2]}

Se puede comprobar que el desplazamiento |
es directo, calculando la matriz de la aplicacion

lineal (2), cuyo determinante A es + 1 si es di- |
recto, — 1 si es inverso.

Siempre podemos mantener b?+B2=1 al|
variar los giros, y entonces A es funcién conii- |

nua de (b, B) y no puede saltar de + 1, valor que |
tenia para (Q) =(1, 0) a— 1 para (Q) = (b, B)

¢) Haciendo (b, B)=b (1, A), queda, si|
b+ 0, la expresién: ’

Y'=[Y(1-A)+2A (A-V)+
+2 ALY)/(1 + A% 3]

De ella deducimos el valor del giro.

Para ello se toma Y perpendicular a A (A - Y
= 0) versor (Y*=1) y se halla el producto esc3
lar Y* - Y =(1 —A%/(1 + A) que se identifi:a
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ton la formula cos 6=(1—1tg* 0/2)/(1 +tg?
t/2), comprobandose en la figura 1 que el senti-
o del giro de eje orientado segin A es entre 0
v 1, lo que orienta el giro.

d) Sib=0, laférmula es
Y =[—-VY. B +2B(BY))/|B (4]
o bien

V' =~=Y+27(v-Y)conv=5/8|

“siendo facil hallar como antes YY"’ si ¥ =0,

quedando YY"’ =

— VY2, lo que demuestra que s
es un giro de eje V y angulo m.

-~ Interpretacion geométrica

Para el giro [4] queda la figura 1, para el giro

(3], la figura 2, referida a los ejes A, Y, ALY.

Observacion

Los productos vectoriales de [3] y [4] requie-
ren que los vectores multiplicados (A e Y) se ex-
presen por coordenadas respecto a los mismos
ejes ortogonales.

; Cambio de sistema

Si se refiere un mismo punto M a dos siste-
mas ortogonales, resultando los vectores de
coordenadas Y e Y', las férmulas anteriores re-
sultan vélidas, si A = Vtg(6/2) representa el giro
que lleva los ejes de Y" a Y.

Se observa que el vector de giro A tiene las
m-smas coordenadas (a, b, c) respecto a ambos

i sitemas de coordenadas. Las ecuaciones son
4 arilogas a [3] y a [4].

i C) Semejanza

s un giro, seguido de una homotecia m (sera
m 0O) y de un desplazamiento E.

leva del punto (X) = (O Xyz)=
Pl al (X)=(0, x"; vy~
m ielo.

ea (E)=(0, E)=
mi nto del modelo.

(0, X) del
z’)=(0, X°) del

(0. e, f, g) el desplaza-

) La notacién mds abreviada es X =f(X),
Qu: en cuaternarios da

() =m(Q (X) (Q*/|Q2+ (E); X" =fX) [5]

ABR . 1934

Vig 8.4
3
G= A
V=120
Q=(1,A)

V'=(V (1-R2) 4 2R(A. ¥ )+ 2 AAV)/ (14 B%)

FIGURA | - GIROEJE A

Y'=(QYQ*/{1Qq*)

)
by
y! Y
2V(vY) V(V.Y)
0 —
-7 )
Q=(0,B)

SIMETRIA RECTAV

-Y+2V(V.Y);V=8/|8|
FIGURA 2

3

Q= (b,B) 5 Y=[V(b2 )4 2B(B.V) 420 (BA)]/(HAF)
CASO GENERAL

2) Es obvio que podemos quitar el m y el

|Ql? y queda una expresion Util general de la
semejanza

X" =Q XQ*+E, con Q= (b, B), (6]
de razén m = b? + B2, expresién muy general.

3) Para el célculo hemos tomado para sim-
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plificar célculos intermedios:

¥ = m¥X, homotecia positiva,

(Y)=(Q) (V) (@*/|Ql?,

giro directo para el que adoptamos el sim-

bolo g, Y =g (Y), (7]
X —E =Y, traslacion.

Estas ecuaciones son equivalentes a la [5]; la
segunda de ellas es la [3] en notacion de
cuaternios.

D) Efectos de un cambio «infinitesimal» en
*» el giro délversorV (eje V) y angulo 0 (entre
0 ym).

Segin la férmula [7): X" =m Q X Q"+ E
llamamos Za Y’ =X’ —E =(0, Z). Es mejor to-
mar Q unitario igual a [cos (0/2), V sen (0/2)] se-
gun II-B, con lo que Q' = Q" ={cos (6/2), — ¥
sen (0/2)], |Ql =1.

Al ser |V|=1,dvV-v=0.

8
2

8

2 sen= (dV cos ?*VAdVlon%)A)_('

2sen —g- 149V

Fig. 3.—Efecto de una variacién (d6, dV) del giro (6, V).

Diferenciando la férmula de giro:

dX =dm(QXQ) +dE+m d(Qxa’).

El primer término es un incremento de la fon-
gitud de Z; el segundo, una traslacion, pero el
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tercero es mas curioso, porque no se ve su for |
ma geométrica.

Como
d(QXQ')=dQ - X-Q'+Q-X-d(Q7),
calculamos: ‘

dQ -X-Q'=dQ-Q"(axQ")= daQ" (Z/mi:
=(Q-X*-dQ")'=—(Q-X dQ*)*,
para lo que se calcula:

'da- QY =d 0/2 (—sen 0/2, ¥ cos 6/2)}
(cos 0/2, —V sen 0/2)+{0, d V-sen 0/2)}
(cos /2 —¥ sen 6/2)=d 06/2 (0, V+[0, (d V|
cos 0/2 - sen /2 —d V.V sen’ 0/2 sen 0/2.2),! |
que por no tener parte real es igual am d QXQ™

y a'su conjugado opuesto m (QXdQ™"). Por lo que
el término tercero buscado es: : é

m-d(Q-X-Q')=d0(0, V.Z)+[0(d V-
. cos 0/2 +Y.d v sen 0/2) 2 sen 0/2.2)

Como W~ OM dt es giro de punto M de eje W |
por 6, valor |W| dt (vdlido Unicamente para giros
«infinitesimales» que se suman), queda descom-
puesta la variacion (dv, d0) del giro en dos giros
infinitesimales a sumar al inicial infinito:

— Uno de eje ¥, valor d, influencia de la} -
variacién de 0 que Unicamente incremen-
ta el giro a'rededor de 6.

_ Otro de eje d¥ cos (6/2) + V~dv sen (6/2).
es decir, dv girando 6/2 alrededor de V.
Su amplitud es 2|dv| sen (6/2).

El que dV quede girado 8/2 es muy curioso
y puede ser interesante en consideraciones so-
bre el espacio, fisico (spin), etcétera.

3. AJUSTE POR MINIMOS CUADRADO )

A) Lagrangiano

Si X% son puntos conocidos del modelc Y
X.., puntos conocidos del plano, y damos a !0
errores en modelo peso 1y en el plano €, hakri
que minimizar una suma ponderada de erroiesjs
en plano y en modelo:

L= 2= TR+ 68 (R—Xip, 8
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londe en el segundo sumando se omiten las

1+~ X)* e (y — y.)* cuando no se conocen x, e Ye
(> sea, si L= 0), usdndose T en vez de X para
¢xpresar esa falta de sumandos.

Después de tanteos se ha prescindido del se-
'~ ¢undo sumando, lo que veremos que equivale a
' lacerg grande frente a 1), razonando que errores
. en el espacio debe dar igual que sean en mode-
i looen plano, tomando (x =x., y = v)siL=1,y
' entodo casoz=1z. SiL =0 es preciso calcular
, {x, y) por faltar (x,, y.). Quedaria el lagrangiano:
i ‘ :

L'=SZ X — X)) (8 bis]

| donde X = (x, v, z) si L=1,
X=(xvy, z)siL=o0,

i siendo incdgnitas las (x, y) desconocidas y los
. siete pardmetros que definen f.

i

B Centroide

Se refieren, previamente al célculo, las coor-

denadas X. e X' a los centros de gravedad o

centroides X, e X, de los puntos con que se
ajustan.

Osea X' X =(Z'X,)

M-

" X/ =PX,

’

it

1

. En este célculo se prescinde de los suman-
idos en X, en los que L= 0.

tsta eleccion de origen al centroide mejora la
precision y rapidez del célculo numérico.

Hlota: Con ello quedard E muy pequefio v, si
Joduslos Lison 1, o sea, si los puntos son cono-

§}Cid«s €n X, y, z, caso muy general, queda E nulo
13p. tado D), 2)].

' tspreciso que haya al menos dos puntos con
=1 para poder definir la transformacidn; en
$' contrario las ecuaciones son indetermina-

'ncégnitas y ecuaciones

Sy 7 incégnitas: E =(e, f, g, m;A=(a, b,

A amds, para todo punto en el que L=0, x
¥ £Hn incdgnitas.
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Las ecuaciones se obtienen derivando L res-
pecto a las incégnitas. Aunque con este plan-
teamiento se ha evitado el uso engorroso de va-
riables de Lagrange y de senos y cosenos de an-
gulos de Euler, las ecuaciones no son lineales,
por lo que se resuelven por iteracidn.

1) Primero se calculan aproximadamente
las incégnitas. En nuestra aplicacion E = 0, por
haber tomado origenes auxiliares (centroides), y
por ser fotogrametria aérea se pueden tomar
a. = b, =o0. Para ¢ y m se calcula la semejanza
plana(z"=a’z+b  cona ' =miwe"yb" practi-
camente 0) que lleva los dos primeros puntos
sobre los otros dos.

Los calculos, son:
Z=x.+ly. (plano) z"=x"+iz." (modelo)
m=iz' =z2'/lz;~z| =

=arg [(z' — z/)/(z. = 2.)]

c. =tg (6/2)

Los valores de m y ¢ son iniciales para las
iteraciones.

2) Secalculan los x,, Y. 2. minimizando L en
esas variables.

3) Se calcula m, minimizando L en esas
variables.

4) Se calcula A={(a, b, ¢), minimizando
en (a, b, c).

—

5) Se calcula E = (e, f, g), minimizando
en (e, f, g).

—

Se repite de 2 a 5 iterativamente. Como en
cada paso se reduce L que es positivo, el proce-
so es mondtono y convergente hacia el minimo
de L, si éste existe para valores finitos de las
variables (a demostrar la convergencia).

D) Ecuaciones

Es preciso‘ desarrollar el primer sumando del
Lagrangiano L de [8]; es Z [X, —f (X)P=L"

Con las férmulas [7] queda ese sumando

ZY-g (V)F=ZV + (g (V) —27 -5 (V).

Aqui es mas cémoda la notacién vectorial,
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En esa formula Y ? no depende de las varia-
bles, y [G(Y)]’ por ser g desplazamiento de vec-
tores, es Y?, y el otro término

Y gV esUASY -[Y (1 —A)+

+2A - (YA) + 2A.Y)/(1 + A) [10]

Para obtener las ecuaciones derivando el La-
grangiano, conviene volver a escribir resultados
anteriores, a fin de poder seguir cémodamente
los célculos que seguirdn:

Se ha de minimizar

L=n X Y/ 2+ Y —2Y -gY)+ (1]
+e X (X=X

siendo L’ la expresion entre corchetes Z (]
donde

A
Y,

I <

iII'_-_-_EI ()’lfx'(%!_-E-i
mX, Yo = mX..

omitiéndose en X sumandos en x, y, si L =20,
y siendo

giY) =¥ (1 — A) + 2A(AY) + 2(A-V))/(1 + A)

Se observa que §' (Y')=
=¥ (1 — A%+ 2A(A - V) = 2(A.V))/(1 + A7)
porque ' es el giro opuesto al giro G.

A continuacién se pueden hacer iterativa-
mente los célculos 2), 3), 4), 5) indicados en C,
anulando en cada paso la derivada del Lagran-
giano respecto a las variables que se calculan
en dicho paso.

2) Caélculodex, vy, 2z

Sea @, una de esas variables x, vy, z.

Las ecuaciones se obtienen derivando L res-
pecto de . Se observa primero que Y~ - g(Y),
producto escalar de dos vectores, se conserva
por giro §' y es Y -G '(Y"), con lo que
OL/2da. =1 _

[wm? — m. Componente . de @™ (Y]] +
donde + e’(—0)=0
g’ =¢gsiL=1,0siL=2;
y donde
€ =0siL=0ysiQesXxoy,;0l, €S X Y

o bien z., segun sea ., X, Y: O Z.
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Queda, pues:

o = [ Componente & de §'(Y.) m +
+¢€ - a/imn+e)

Resulta que:

[12)

Si L=0, a=x, 0y, se toman las x, y, de
g (Ya)

En caso contrario se hace una media de pe-
sos m?n, € de Comp, [m™ G (Y.)] y de ..

Aqui parece que se puede optar por tomar @, lo |-

que equivale a tomar € grande respecto a 1, ©
sea, a ajustar los puntos obtenidos al plano y a
buscar los errores en el modelo. Tiene sentido si
los puntos tedricos del plano estdan dados con
precision; favorece la convergencia rapida.

En nuestra aplicacién se toma, pues, X, = X,,

salvo para coordenadas desconocidas de X, en | '}

las que se toman las de ' (X.).

Nota: Se observa que no se puede hacer ni
n = 0 ni £ =0 sin perder la posibilidad de ajus- |

te (por falta total de precision).

Si se puede hacer € grande (significa darle a

los puntos en plano mucha precision).

3) Calculo de m

En L de [11] m figura Gnicamente en L “atra-|

vés de Y, = mX.
La ecuacidn es:
OLAm = 2% [mX: — Y. - §(X)] =
=0, m= [Al‘: Yo Q()—Q)]/(,Z X?)
4) Calculo de A=(a, b, c)

Figuran Unicamente en
UR)=ZV g(¥)=Z((Y.-¥) (1 =A) +
+2(A-Y)(A-Y+

+2 RV R SW/ AN 1)

Para minimizar esta expresién, puede usa st
cualquier algoritmo eficiente de minimizaci in
Basté hacer Vau =0 (0 Zaw —2 uA - VioA=0
iterando:

A= (0, 0, co); (Y} o (V) +{V}elY'}-
~ (U(A) + ¥ - ¥) (Identidad)] {Ais: } =Y

REVISTA DE OBRAS PUBLIAES




AJUSTE ABSOLUTO DE RESTITUIDORES DE FOTOGRAMETRIA. ..

Es curioso el hecho de que, por ser U propor-

vional a m, el resultado del caso 4) no dependa
e m,

&) Caélculo de E = (e, f, g)

~ En[11] resulta que E figura Unicamente en Y.
Cdentrode L; ViL'Z=2X([—V.+35 (V)=
quedando al derivar

E=ZX.—g (V)P

Se observa que Z §(Y) = mg(ZX).

O sea, que el centro de gravedad del plano se
. transformard en el centro de gravedad del
modelo.

En el modelo, el centroide o centro de coor-
denadas auxiliar tomado es el centro de grave-
dad de los puntos X,., por lo que Z, X, = 0.

Sitodos los L, son 1, lo que ocurre cuando se
dan x, y, z de todos los puntos del plano, resulta
también que X.X. =0 por ser el origen o cen-
troide el centro de gravedad. Entonces si se han

. tomado en [d), 2)] X =X, es inmediato que
LX.=0

En caso contrario, resultan de la expresién
[12] con e’ =¢, ZY,.= X, — ZE unas ecuacio-
nes lineales en E.

ZE=ZX.—n (XX — ZE) m—
—g-f (|}2>_(’.,,)]/(nm7 +¢g).

nc singulares si € # 0, de segundo miembro O.
Er ambos casos E =0, lo que simplifica los
cé'sulos considerablemente al no ser preciso

ha ‘er el paso [5], disminuyendo ademds el nu-
mi:o de iteraciones.

'l los L no son todos 1, no es O el resultado
fin I 'en E, como se ha comprobado.

N ese caso, por repeticién iterativa de [2] a
[5. donde [4] es a su vez iterativo, se obtienen
los salores de A= (a, b, c) my E = (e, , g), pro-
Ce: » que converge bastante bien segln se ha
Vis »; i E =0, al ser todos los puntos del plano
Coi rcidos en sus tres coordenadas, la conver-
gei ia es muy répida.

| 1 practica numérica ha aconsejado el orden
2), ), 4), 3) al efectuar las iteraciones.
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Es obvio que se puede mejorar el algoritmo
de minimizacién de L en [8), con convergencia
mas rapida.

Silos L son todos 1y si en 2) hacemos X, =
= X., ocurre que podsmos hacer 4) y luego 3),
obviandose 5) por ser E = 0, siendo el célculo
muy rapido en una sola pasada (salvo «4)», que
es iterativo y de eficiencia sorprendente).

4. UTILIZACION
DE LA TRANSFORMACION

Hemos obtenidos una transformacion X' =
=1(X) del tipo (X" = (0, X'), X =(0, X),

X' =m(@xayla+ E, X =fX) [14]
con Q= (1, A).

A) Restricciones

La unica restriccion es la del giro respecto
una recta, caso en el que A se haria infinito.

En fotogrametria aérea esto proviene del giro
del plano respecto a las fotos (el Norte del plano
estad en las y negativas del modelo), y se arregla
distinguiendo dos casos:

a) Caso normal: Sea R= (1, O, O, 0).

b) Caso giro en el plano (x a—x, y a -y).
Sea entonces R =(0, O, 0, 1) cuaternio
representando giros de eje z.

La distincién entre ambos casos se podria ha-
ber hecho al calcular aproximadamente 0 en 3,
C), 1), corrigiendo entonces los datos del plano
antes de hacer las iteraciones, es decir, una vez
el origen en el centroide, se puede pasar de X, a
— X.. Como el procedimiento iterativo de 3, C)
es bien robusto, no es en general necesario.

Sin embargo, si lo es en los métodos menos
robustos que siguen. Por lo que se calcula®=2
arc tg|A| (O, m)y si |8 < /2 se supone el caso
a) (es lo mismo que |A| £ 1).

En caso contrario (m/2<084m, o sea, A)1)
se supone el caso b).
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B) Descomposicion de la transformacién en
giros segun los ejes

El producto de desplazamientos «finitos» (no
infinitesimales) se traduce en producto, no con-
mutativo porque cada giro altera las referencias
de un sélido respecto a otro y de los giros, de
cuaternios, R, S, T...

Es preciso adaptar los ejes y el orden de los
giros a la realidad mecénica. En nuestro caso
era un restituidor Wild A-8 (fig. 4).

1) Mesa interna (es mas propia la expre-
sién «modelo interno», pero aqui se presta a
confusién; el Wild A-8 no permite dibujar inter-
namente).

La referencia palpable del aparato es la mesa
interna: en todo momento se pueden leer las
coordenadas x“, y 7, z” X" =(x", y", 27),
X" =(0, X"")] del punto virtual interno ligado a
un soélido que se desplaza mediante unos husi-
llos. Un sistema (EK-5 en este caso, electrome-
cénico por ser antiguo), permite escribirx ', y 7,

z-
Soporte conjunto

« M™ (virtual)

(\\"lu Y

by

Soporte conjunt

z” en una maquina de escribir a voluntad. El eje
x " es a la derecha, y el y " al frente, el z” arri-
ba, las graduaciones son en milimetros (figu-
ra3); (x ", y". z') son leidas en estas escalas.

2) Modelo fotogramétrico X~

El «modelo (fotogramétrico)» es virtual y se
forma al estar «orientadas relativamente» las
fotos.

Para mover las fotos respecto a la mesa inter-

na se dispone de unos giros medibles en unas
escalas como (@, ®, K) en grados y con el cero
en 100 grados.

El giro @ es seglin Oy . Sea S el cuaternio

correspondiente S=(1, O, s, O) con s=1g

[n(¢ — 100)/200)/2].

Este giro mueve el «conjunto general» de las | :

fotos respecto a la mesa interna.

Los giros w mueven las fotos respecto a di- | -

SE CONOCEMN (x,y,z)

Terreno
z

Y
(u,T, ™)

J Glro ©

M (engranaje)

Plano

[wid-A-8

D ——d
e / 2
(Sin mesa de dibujo en el Wild A-8)

Se leen x\y3z"
{como x)y',z")

{Esquema)

Figura 4,
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€10 conjunto, segln el eje x del coanjunto; son
i dependientes a derecha e izquierda (W, wa).

La separacién de las fotos se denomina bx
{ceparacion del modelo virtual de dos haces
conicos).

Al hacer el ajuste relativo aparece un «mode-

lo virtual» ligado a las fotos, con valores iniciales
¥ " (0\0: Wdo‘ (Dn-

Si el operador ve ia «marca» en un punto del
terreno, a este punto le corresponde X en la
‘mesa interna, pudiéndose leer, o escribir, x
yz”

[

Vamos a escoger unos ejes ligados a las fo-
‘tos X, girados w (desconocido, pequefio) se-
-guin Ox respecto al «conjunto generaly, de valor
finicial w,

Si expresamos los giros en cuaternios con

t =1g [(m{w — 100)/200)/2),

T=(1,10,0)
T.=(1,t,0,0)

wresulta que
X"=T.8-X7.8".17"

La escala del modelo virtual es proporcional a
una distancia bx entre fotos, con un valor inicial
bx.. Hace pasar de la escala de las fotos
{1:5.000, por ejemplo) a la del modelo (1 : 3.000)

'y es aproximada porque la escala de las fotos
“lo es.

tlay algunos otros efectos geométricos en el
es' tuidor, de los que prescindiremos por su
aor complicaciéon y menor cuantia.

#simismo se prescinde de traslaciones por

up ner que el origen es el de interseccién de
les de giro.

f vtonces medimos coordenadas X’ del mo-

elt virtual respecto a los ejes internos [S, = (1,
oo O)):

X7 =TS X S;' T, [15]
] Plano y realidad X
E os puntos deberén ser trasladados al plano

€ tscala E (1:1.000, por ejemplo) mediante
No: engranajes de «razém M (1/3, por ejem-
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plo). Conocemos de hecho los puntos del terre-
no en metros X. Para ello hace falta:

— Un giro de eje z de cuaternio (1, O, O,
u) =U, u=tg (giro/2),

— Un cambio de escala, y

— Una traslacién, siendo los puntos inter-
nos X y del plano X ligados por

X" =U XU (1.000 E - M) + B
B=(0, b1, b2 b2) es translacion |6

Los valores de U y de B pueden ignorarse si
se fijan, hecho el ajuste relativo, dos puntos del
plano gréficamente, de modo que correspondan
al modelo, o sea, girando vy trasladando el plano
en la mesa de dibujo hasta que coincidan (que
es lo que hacen en este Wild A-8)

4) Correccién en w, @

Pero los puntos X, no pueden coincidir con
los X", a menos que se den unos giros A, A, a
las fotos (respecto a los ceros de las escalas de

cuaternios T, S) y una correccién de escala N =
= bx./bx:

X"=T-8S-X”-8'.T".N (17]

La transformacién resultante de [1 bla[17]de
los X, a X', o sea, X' =S, T;'-T-S-U-
XU 8T TS (1.000E-M-N)+Dy
tiene que ser la calculada en [14] X' = m (@xam) +
+ E para que coincidan lo mejor posible las X’ y
los X", por minimos cuadrados.

Para lo que es necesario y suficiente que:
Q=8 (To""T):S-U, m=1.000-E-M-N,

(= : es proporcional a, E=S;' T, TSB S T
T. S, =QU™ BUQ™..) [18]

5) Calculo de w, @

Es preciso calcular T y S a partir de Q; T5' -
- T es el giro de eje y, 4ngulo w — w, = Aw de
cuaternio (1, O, At, O) con At= tg (Aw/2)
(At no es t —t,).

La ecuacidén en cuaternios es Q =(1, a, b, c)
proporcional a S;'- (T;'T)-S-U=(1, O, — s,
0)-(1,At,0,0)-(1,0,s 0)-(1, 0, O, u); este

~nN™D
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producto es:

(1 +s:s, —At(s+sd)
u(s—s)+At(1 —s-s,),
— uAt (1 —s-s)+(s—s.),
At (s +s.) + ]

(19]

que son 3 ecuaciones con 3 incognitas s, At, u.
Si las resolvemos {vale cualquier solucion, aun-
que probablemente es unica), se hace:

¢ =(2 arc tg s) 200/m + 100
Aw = (2 arc tg At) 200/n (20]

@ se lee en las escalas, Aw se incrementa a
los valores leidos (compruébese si las escalas
estan al revés en signo).

Se observa que los cuaternios son bastante
cémodos para estos calculos: la alternativa es
con matrices con angulos de Euler. La resolu-
cién numeérica presenta problemas.

a) Como At, s, s. son pequefos, y los giros
«infinitesimales» permutan, (los errores son de
segundo orden) una solucién practica es hacer
Q= (1, a, b, c) proporcionala(T T)-(S'S) U
llamando (1, As, O, O) al cuaternio (S~ S) que
representa el giro de eje x, valor @ — ¢ (As no
€esSs—s).

La solucidn es practica porque siempre se
puede hacer @ = 100° antes de medir los pun-
tos X' (en el Wild A-8 que tiene giro general en
©) y entonces el método es exacto.

Como (T. T)(S. S) Uesigual a (1, At, O, O)
(1, 0, As, O) (1, O, O, uy=(1 —u-At-As,
At+u-As, As— At -y, u+ At As) las ecua-

ciones, son:

1—u-At-As At+ulAs _
1 B a B
As—u-At _ u+At-As
b - c

- Estas son las que se han resuelto por el mé-
todo iterativo siguiente:

— Inicialmente At=0, As=0, u=c¢ (cal-
culado con A). Es una Helmert plana.

— Se resuelve iterativamente en orden:
d=1—u-At:As;
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At=a-d—u As; As=b-d+u At
u=c-d—At-As.

hasta convergencia.

b) Con a, b pequeios convergen mientras; §

u/d, que viene a ser ¢, no sea mayor que 1.

Si es mayor que 1, multiplicamos en [18] a la |
derecha por R en ambos lados, 1o que equivale a | ;
girar 200° el plano. Q debe ser reemplazado por g
Q- R={(1,a b, c)(0, 0 01)(—c b —al)oj

sea, por su equivalente (1, —b/c, a/c, — 1/c).

En el resultado nos queda el giro del plano |
con 200° de menos (o de mas, es igual), que

basta sumar para obtener la U normal si fuese
preciso conocerla (o sea, multiplicando por R la
U obtenida, RU RU.

=(1,0,0,u)(0,0,0,1)=(—u,0,0,1 + )
[1.0,0, —(1 + u)/ul

¢) Para resolver [19] se puede probar ite-
rando a partir de

At=0,s=0,u=c
d=1+s-s.—u-At-(s+s.)
At=a-d—u-(s—s)+At s s,
s=d-b+s.+u-At-(1 —ss);

u=d-c— At (s+s)

con el mismo artificio previo si ic\es > 1.

C) Escala

Ha quedado en [18}:
N =1.000 : E - M/m = bx/bx..

Por ejemplo, E=1:1.000 escala del plaro,
M = «relacién del engranaje» =1 : 3,

m = escala de la transformacidn plano a p'a-

no = 0,3354, resultaria que el plano es un po:og
mayor que el modelo en 1/N =0,3354 X 3, for}

lo que se debe de aumentar la base hasta

bx = bx,/N =1,0062- bx,
D) Precisién

Al final de los célculos se transforman :0s

puntos X, del plano por X' =¥(X) de [14] y stf
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1 alla la desviacidn tipica de las componentes en

: de X" —f(X), que da idea de la bondad de
¢iuste y por tanto de coherencia de los datos.
¢ uele obtenerse alrededor de 1/100 mm en los
ensayos (teéricamente deberia ser menos). Si es
crande, es que hay algin punto erréneo y se
ruede tantear su supresién uno a uno, permi-
tizndo esto eliminar errores groseros rdpida-

- mente que suelen afectar a un Unico punto (tam-
' bién puede resultar que el apoyo de campo esté

. mal... y no hay tres puntos que ajusten...)

La precisién en Apy Aw es muy buena por-

: que son correcciones muy pequefas, nNo pu-

- diendose mejorar por el operador sensiblemen-
! te segun se ha visto.

Sobre bx es un tanto por ciento (nos sale el

1 %), cuyo error es sensible, mejorable por el

operador, por ejemplo en una pasada de ajuste

- (se podria iterar el método con nuevas X' con
“los dngulos corregidos).

‘5. CALCULO, EJEMPLOS

” a) Generalidades

Caben bastantes posibilidades de buena rea-

" lizacidén en cuanto a programacién para entrada
y salida comoda de datos. Se sabe que algunas

casas montan a los restituidores «interfaces» pa-
ra que los X" entren solos en la memoria (den-

- tro de equipos caros de adquisicion de datos) y
. programas de ajuste en absolutas para minior-
. denadores.

Segln se ha comprobado, se puede progra-
mer el metodo en un ordenador personal en Ba-
sic. resultando cémodo el HP-85 (dentro de lo
pesado que es programar), lamentando no tener
un Basic con operaciones matriciales directas
(ei cambio, el HP-85 dispone de capacidad gra-
fic: que no se usd).

>e aprecia mucho la facilidad de correccidn
de errores en estos «ordenadores personales»,
o 1parada con los «centros de célculo por fi-
ch s» de hace diez afios (los terminales de or-
de .ador grande también facilitan la programa-
¢ic 1 de modo parecido), siendo adecuados para
el amafo del problema.

\lo mejor hubiese sido mas rapido disponer
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un compilador APL..., o por lo menos el progra-
ma hubiese quedado mas condensado. En Basic
hacen falta unas 500 lineas «cuidando la pre-
sentacion al operadom y sin ahorrar memoria.

La ejecucion es de unos diez segundos si los
puntos son conocidos en x, y, z; de algin minu-
to en caso contrario, no incluyéndose la entra-
da, comprobacién y depuracién de datos X, X
(el caso contrario es el de L =0 cuando no se
conocen x, y y si la z de algin punto).

Es muy recomendable poder, si el ajuste es
defectuoso, quitar algin punto a voluntad sin
volver a teclear las coordenadas, aunque sea
manual. En varios ensayos se pudo localizar qué
punto tenia error de transcripcién, lo que da una
dispersion en z de muchos metros. Dispersio-
nes menores, de centimetros, pueden provenir
de que el apoyo estda mal hecho.

Como la dispersion esta hecha dividiendo
por P, disminuye al disminuir el nimero de da-
tos, y se anula si se dan dos puntos en planta y
uno mds en alzado, no existiendo entonces nin-

"guna comprobacion.,

Con 3 puntos se comprueba sobre todo si las
X, Y son correctas un «error especial», pudiendo

verse si ese error proviene de la «dispersién en
z» o0 de las x, vy.

b) Ejemplo:
Datos

— Nudmero de puntos, 4.

— Coordenadas X, del plano. Se toman del
apoyo topografico:

(Escala vertical y horizontal iguales.)

Punto X, x (en m) y (en m) z (en m)
i=1 445221,93 443953414 600,7
2 444833,30 4439745,65 602,46
3 445539,65 4440353,17 594,85
4 445871,65 4440111,32 562,63
wa=96529g , wo=9632¢g |,
@=100 , M=1/3 , bx,=130 mm.

Coordenadas X,': Se mete el par de fotos, en
cuyo solape estdn los puntos en el restituidor,
se hace «la orientacion relativa» de modo que se
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obtiene visién esteroscépica con escala aproxi-
mada a la real. Se lee en el aparato y se lleva la
mancha flotante a los 4 puntos escribiendo en
cada uno sus coordenadas, dadas por el res-
tituidor:

Punto X x (en mm) y (en mm)  z (en mm)
1=1 2809,86 3759,34 288,35
2 292457 3826,12 286,29
3 2970,25 3550,54 291,85
4 2856,64 3602,88 284,15

1

Se han de introducir los X, X",

El programa calcula internamente:

a=—2,332X10".

b=1,9289 X 10"

¢ =0,99954

E=F=G=0, la dispersion en z que es de
0,01 mm,

Aw=—1,8601 g,

A¢=0,3386 g,
m = 0,2998 g,
0 =65,243 g;

y los resultados aprovechables son:

0. +Ap=¢= 99,6641 g,
wi=w,+Aw= 98,3802 g,
Wp = W = 98,1 802 g,

bx= 144,538 mm.

independientemente el operador hizo la ab-
soluta y obtuvo:

o= 99,65 g,
Wp = 98,40 g,
w; = 98,20 g,

bx= 144,65 mm.
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Los errores en angulos no son detectables
por el operador, pero si algo el de escala, aun- §
que sea de una milésima. '

Con dos puntos en planta y uno més en alze-
do, el error en = sale de 10" mm, o sea, que ¢l
ajuste es perfecto (la precision es la de la mé- }:
quina de calcular).

c) Posibilidades

El uso de las incégnitas A = (a, b, c) puede|:
probablemente facilitar operaciones tales como |
aerotriangulacién (que no hemos resuelto).

Por ejemplo, se puede ajustar una banda con |
varios grupos [1]. [2], [3] de puntos, obteniendo
transformaciones (A,, E,, my), (A, E., mo), (As, B |
ms), interpolando (A, E, m) para pares interme- |
dios. La interpolacidon con 3 grupos puede ser}-
de segundo grado con la distancia, y nos da una}"
correccién en Aw, A@, bx) al reintroducir un|
par. Resulta una «triangulacion» expedita» (la}
triangulacién con varias bandas o ajuste en blo- |-
que y de verdad por minimos cuadrados es un}.
problema mucho mas complicado). :

6. IDEAS

En el Lagrangiano se puede pedir més preci-|
sién en z que en x e y (no demasiada, como 2 a}f
5 veces). Es curioso el seguir los célculos vien-} |
do cémo se transforman las férmulas (a partir de|
un producto escalar (x,y, z) * (x ",y ", 2)=xx " +}.
+vyy + 42z’ p.ejemplo). No lo hacemos por-}
que requieren mucho espacio de férmulas (por}
ejemplo, al no ser g(¥) * g(Y)=Y »Y =cte en} .
[9] aparecen mds términos...). ‘

REVISTA DE OBRAS PUBLIC

- B



AJUSTE ABSOLUTO DE RESTITUIDORES DE FOTOGRAMETRIA...

IBLIOGRAFIA

M. BERGER: «Geometrie: Espaces euclidiens, trian-

gles, cercles et sphéres». Tomo Il. Cedic/Fernand
Nathan, Paris, 1977.

Es geometria cldsica en una forma moderna, amena y
con figuras. El apartado 8.9 se refiere a |a aplicacion
de los cuaternios a 0" {3). grupo de desplazan.ientos
directos de vectores (euclideos) de dimensién 3, va
0" (4).

B. HALLERT: «Photogrammetry. Basic Principles and

General Survery». Mac Graw Hill Book Company, Inc.
Nueva York, 1960.

Es un manual clasico de fotogrametria, En apéndices
da métodos de ajustes por minimos cuadrados.

'3 S LOPEZ-CUERVO y ESTEVEZ: «Fotogrametrian. Ma-

drid, 1980.

Es el manual més reciente en nuestro idioma. Para
orientacidon absoluta utiliza matrices, en contraste
con el presente articulo, que usa cuaternios.

"4, J. DIEUDONNE: «Algebra lineal y geometria elemen-

tab». Selecciones Cientificas.

También trata los desplazamientos en el espacio
por cuaternios.

José Manuel Antén Corrales.

Nacido el 6 de enero de
1944 en Madrid, Ingeniero de
Caminos, Canales y Puertos,
pertenece a la promocién de
1968 (plan 1957). Trabajé
con J. Batanero y A. Dou, es-
tuvo siete meses en ERT den-
tro de un «staff» de direccion y
en el Instituto E. Torroja hasta
pasar a excedente en enero
de 1971. Participé desde en-
tonces en comisiones interna-
cionales sobre seguridad en
estructuras (actualmente JCSS y CEB), haciendo tesis so-
bre ese tema, del que fue maestro internacional E. Torroja
{doctor el 21 de diciembre de 1970). Dio clases de mate-
maticas, obteniendo en diciembre de 1972 la catedra
de Matematicas 1l en la Escuela Técnica Superior de In-
genieros Agrénomos de Madrid, teniendo algunas publi-
caciones de Matematicas. Entré en enero de 1971 en el
MOPU, pasando a funcionario por oposicién en otofio de
1977, actualmente Jefe de Seccién de Geometria de la
Carre.era en el Servicio de Tecnologia de dicha Direccién
(revision de proyectos de autopistas, calculo mecanizado
de carreteras y estructuras, normas de geometria y dre-
naje, etc.), teniendo varias publicaciones de carreteras.
Excedente en otofio del 83 en el MOPU.,

77



