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SimL_IIa_ci()n mediante un modelo numeérico del
movimiento de la interfaz en acuiferos costeros
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En el presente trabajo, tras una pequefa introduccion, se
expone el conjunto de ecuaciones diferenciales que constituyen el
modelo matemadtico del movimiento, conjunto del agua dulce y
salada en acuiferos costeros, admitiendo la existencia de una
interfaz brusca y la hipdtesis de Dupuit. Se plantea un modelo
numerico, mediante el método de la diferencias finitas, demos-
trando a continuacidn su incondicional convergencia y estabilidad.
Se indica a continuacién el método de resolucién elegido, asi como
el sistema utilizado para acelerar su velocidad de convergencia.

Se expone el problema planteado por la determinacion de las
condiciones de contorno, tanto en la zona de vertido al mar como en
el pie de la interfaz, indicando un metodo para su determinacidn
automatica. A continuacién se comprueba el citado método me-
diante la comparacién de los resultados calculados por el modelo
con soluciones analiticas, exactas o aproximadas.

1. INTRODUCCION

En gran parte del litoral Mediterrdneo Es-
pafol las aguas subterraneas contituyen uno
de los recursos mds utilizados, habiendo
contribuido en gran medida su uso al incre-
mento del nivel de vida en la zona citada. E|
desarrollo cada vez mayor de esta zona ha
provocado una demanda creciente de agua,
recurriendose de una forma masiva al empleo
de pozos, por lo que en amplias zonas se esta
produciendo la salinizacidn sistematica de los
pozos debido a la extraccidn excesiva de
agua dulce del acuifero.

Los hechos anteriores han motivado el
presenie trabajo cuya finalidad es la creacién
de un modelo numérico que permita el es-
tudio del fendmeno de la intrusién salina de
un modo seguro, eficaz y operativo, de forma
que sea posible prever la situacién futura del
acuiferoy evaluar los efectos que las distintas
alternativas de explotacion pueden tener so-
bre la evolucidn de la interfaz.

Existen dos formas de abordar el estudio
de la intrusion salina, la mas rigurosa consiste
en considerar un sélo fluido, el agua, cuyo
movimiento Qsté regido por la conocida ecua-
cion de flujo en medios POrosos, en cuyo seno
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Se encuentra un soluto, cuyo movimiento esta
regido por la ecuacidn del transporte de masa
convectivo-dispersivo, relacionandose ambas
ecuaciones diferenciales a través de |la ecua-
cion que expresa el nivel piezométrico como
una funcién de la presion hidrostatica, la cota
geomeétricay la densidad del fluido, es decir la
concentracion de soluto en el. Este plantea-
miento mas riguroso tropieza con dos pro-
blemas. unas necesidades de tiempo y al-
macenamiento de ordenador que lo hacen
prohibitivo y una falta de suficientes datos
reales que permitan su aplicacion. Uno de los
€Scasos casos en que se ha abordado el
problema, aunque sdélo en un plano perpen-

dicular a la costa, es el debido a Segol, Pinder
y Gray (1975).

La segunda forma de abordar el estudio de
la intrusién salina consiste en considerar dos
fluidos agua dulce y agua salada, inmiscibles
y separados, por tanto, mediante una interfaz
brusca de forma que sobre ella |a presion
ejercida por los dos fluidos es la misma. Con
las suposiciones anteriores es posible reducir
mucho los problemas del planteamiento an-
terior, por lo que, con mayor o menor acierto,
es posible citar los trabajos debidos a Bonnet
y Sauty (1975), Layla (1 980) y Mercer y otros
(1981). Este trabajo pretende mejorar a los
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autores citados creando un modelo numérico
gue cumpla los siguiente;

1. Que sea eficiente, tanto desde el pun-
el punto de vista de la velocidad de
calculo, como de la memoria necesa-
ria.

2. Que sea incondicionalmente conver-
gente y estable.

3. Que genere las condiciones de con-
torno de la intefaz, tanto en la costa
como en el pie de la interfaz.

2. EL MODELO MATEMATICO

El modelo matemdtico que se expone a
continuacion exige admitir las hipdtesis si-
guientes:

1. El agua dulce y el agua salada se
consideran fluidos inmiscibles.

2. Esvalidala hipotesis de Dupuit, siendo
despreciables por tanto las compo-
nentes verticales de la velocidad.

3. Esvalida la ley de Darcy.

4. Las propiedades del sueloy los fluidos
se mantienen constantes en el tiempo.

5. La permeabilidad y coeficiente de al-
macenamiento no varian en una mis-
ma vertical.

De acuerdo con estas hipdtesis el modelo
matematico que representa el fendmeno de la
intrusion salina en acuiferos costeros viene
dado por el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales y sus correspondientes condi-
ciones de contorno:

Ie) hd
° [kc,(h“—- h) ———] +

0 X 0 X
—(%/—[kd(h“— h) %] +q=85, —%%——
0 S (1)
= Iikq(h'—Z’) ths ] +
+ —;y—[ks(hi—zf) —e’o—hy—] = 2)
a2t
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hi:——_ps.__hs._ __pd____.hd:
Ps ™ Pad Ps ™ Pd
(3)
= Qs hs—'ad hd

el significado de las distintas variables puede
verse en las figuras 1-ay 1-b. Si el acuifero es
confinado debera sustituirse en (1) (h¢ - hi) por
(Z' - hi),

AN IR7

MO LN ZLON LN, K\\% A\
2z

Fig 1-a

AN ST

2t

Fig 1-b

Las ecuaciones (1) y (2) son las expresio-
nes matematicas de la ecuacién de la con-
tinuidad, aceptando las hipdtesis 2 y 3,
extendida a las zonas del acuifero ocupados
respectivamente por agua dulce y salada. La
ecuacion (3) es la condicidn de contorno
comun a ambas ecuaciones, que expresan la
igualdad de presiones, sobre la intefaz, en
ambos fluidos.

Admitiendo la hipdtesis (5) entre las va-
riables kqy ks, permeabilidades en agua dulce
y salada, y Sq y Ss, coeficientes de almace-

namiento en agua dulce y salada existen las
siguientes relaciones:

Ke= 2 K,
Pd

S, = Le Sq (en acuiferos confinados)
Pd

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS



.

SIMULACION MEDIANTE UN MODELO NUMERICO DEL MOVIMIENTO DE LA INTERFAZ

Se=0vy S;= 0 (en acuifero libre) donde p re-
presenta las densidades de Ios fluidos.

El sistema de ecuaciones formado por (1),

(2) v (3) puede reducirse a un sistema de dos
ecuaciones, que son:

0 o hd 4] O ht
O X (T" d X >+ dy (T” dy )

5 he (4)
+q=S4(1+aq)
0 oh 0 o he
d X (T“ d X ) dy (T“ c‘)y)
O hs 0 h (5]
= (Ss+ 0 ay (L

Ta=Kq(h'=h) T, =K, (h'—= 2" (acuifero libre).

(6)

Ta=Ky(Z'=h), T, =K, (h'— Z') (acuifero confi-

_ 0 _ o he /O_E’ .
N N YAy, (7)

Por comparacion de (1)y (4) puede compro-

barse que (7) puede expresarse también co-

mo:
0 /oh Joh
a= = — [— ) —
Sy <Ot 0t> ®

dado que las derivadas de h y h*son de sig-
nos contrarios, el signo de ¢ serg necesaria-
mente positivo y por tanto sera posible escri-

bir las ecuaciones (4)y (5) de la forma siguien-
te:

0 0 h 0 0 hd
OX(T" 6x>+ dy < T dy )_(9

O ht
"V Ta
o) 0 hs o) 0 hs
0x<T“ <‘)x>+0y<Tg by)“
(10)
_g0h
Tt %
donde; o
0s=S¢(1+a)>0 (11)
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0:s=S8Ss+0a>0 (12)
Ohd
s =0 aq 51 (13)

Las ecuaciones (9) y (10) son formalmente
idénticas, lo cual permitira un tratamiento
numeérico similar. En las citadas ecuaciones
puede apreciarse el efecto que la variacion de
la interfaz tiene sobre cada una de las dos
partes del sistema, sobre el agua dulce actua
aumentando su coeficiente de almacena-
miento mediante el coeficiente de almace-
namiento ficticio 0,4, sobre e agua salada
actia no soélo aumentado el coeficiente de
almacenamiento mediante el coeficiente de
almacenamiento ficticio 0s, sino mediante un
caudal ficticio qs,

3. EL MODELO NUMERICO

La obtencién de un modelo numérico que
permita aproximar el modelo matematico de-
finido por las ecuaciones (9) y (10), utilizando
el meétodo de las diferencias finitas exige
discretizar la zona a estudiar mediante un
mallado rectangular formado por celdas de
dimensiones Ax e Ay, nombrandose cada
celda por un conjunto de dos subindices i, j. El
subindice i es creciente en el sentido cre-
ciente delas x,y el j lo es respecto a las y.

Si las aproximaciones de las derivadas de
hdy hs respecto al tiempo se efectia mediante
un esquema de diferencia hacia atras, las
aproximaciones numéricas de 9)y(10)en la

celda i, j vienen dadas por (Ferrer y Ramos,
1981).

Tli—10) At
AX? 0q(i, )
Ti(i—1) At
Ay* "04(i,)

T80 —1,j) T9(,i—1)
+ [1 + ( YT

he(i—1,j)—

he(i,j— 1)+

(14)

Ty (,0)

Ay? + Ax2
Ty(ij) At
Ay®  0q(i,])

) At N
Ax? 04 (i, j) he(i+1,i) =hd (i, i)+ q¢(i, )

T \ At
¥ )

) } ne(i.J) =

hei,j+ 1) —
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Ts(i—1,) At
Ax2 0s (i, J)
Tf}(i,j"‘]) At
Ay? 0s (i, J)
THi=1) | Tiii-1)
+ [1 + ( et A
THL) At ]
) 0. 0.1 ] n*G.0)

he(i,j+ 1) —

he(i—1,j) —

he(i,j— 1)+

TR (i,0)
* Ay? * Ax?
Teij) At
Ay2 O"'(lrj)
D) At
axt oGy I L= 0 )

donde el subindice 1 indica valores pertene-
cientes al intervalo de tiempo anterior y:

Oa (1, 1) = Sa (i, )) [T+« (i, J)] (16)
Os (i, 1) =S4 (i, ) + 0, j) as (17)
a“ (i, ) = At qfi, j)/04 (i, J) (18)
q* (i, ) =aa 0 (i, ) (N (i, ) = he (i, D01/0. G, §) (19)

a(i,j) =

0 (i, j) (a — g D) = b G
Sd(i,j) d B}

El significado de las variables T, transmi-
sividades, es el usual en los modelos de flujo
en diferencias finitas y puede verse, entre
otros, en Prickett y Lonnquist (1971) aunque
deberan considerarse algunas particularida-
des que se-indicaran posteriormente.

El planteamiento de las ecuaciones (14) y
(15) en las N celdas en que se ha dividido la
zona de estudio conduce a las siguientes
expresiones en forma matricial:

A h(l — h(]l + qd

B h:=hi+ g

(21)
(22)

Para obtener los valores de h¢ y hs co-
rrespondientes a cada intervalo de tiempo
bastaria, aparentemente, resolver los siste-
mas lineas de ecuaciones que representan
las expresiones (21) y (22), sin embargo, debe
considerarse el hecho de que para definir las
matrices A y B vy los vectores q’y gs es
necesario conocer los valores de las incog-
nitas. Esta uUltima condicion obliga a seguir un
sistema iterativo de resolucién, de forma que
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los valores de h¢ y hs utilizados en A, B,qlyqgs

son, en cada iteracion, los de la iteracidn
anterior.

Para efectuar cada iteracién en las expre-
siones (21) y (22) pueden utilizarse dos me-
todos, bien obtener en forma directa las
matrices inversas de A y B en cada iteracion y
con ello los valores de hdy hs.necesarios para
la iteracion siguiente, o bien utilizar para
resolver los sistemas de ecuaciones (21) y
(22) un método iterativo de forma que no se
complete elproceso iterativo -para unas ma-
trices Ay B dadas sino que en cada iteracion
se corrijan Ay Bde acuerdo con los valores de
h? y hs obtenidos. El segundo método es
naturalmente mucho mas eficiente, pues sal-
VO que es necesario redefinir en cada ite-
racion A, B,q¢y gs el nimero de iteraciones es
practicamente el mismo que si los sistemas
(21) v (22) fueran realmente lineales. Natu-
ralmente para poder utilizar este sistema de
resolucion es necesario comprobar que las
matrices Ay B cumplen alguna condicién que
permita asegurar que es posible, en todos los
casos, su resolucion por métodos iterativos,
en este caso puede comprobarse por simple
inspeccion de (14) y (15) que se cumple una
condicion suficiente como es (Isaccson vy
Bishop, 1966) que para todo i:

bj

———Ju (23)

=N
P>

=1 ~bn
i #j

3.1. Estabilidad y convergencia

La utilizacion correcta de cualquier modelo
numeérico exige conocer el conjunto de con-
diciones bajo las que dicho modelo cons-
tituye una aproximacion estable y conver-
gente al modelo matematico gue pretende
representar. En este caso las expresiones

(14) y (15) constituyen una aproximacion
numerica de (9) y (10)

Un modelo numérico se dice que es es-
table cuando su solucidn para unas condi-
ciones de contorno dadas, es una funcidn
continua de los datos. Sobre |a estabilidad de
un modelo numérico influye no sélo el es-
quema numeérico utilizado sino el método de
resolucion utilizado. En este caso, de acuerdo
con (23), si se utiliza para la resolucién un
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meétodo iterativo sera posible obtener, en
todos los casos, la solucidon de (21)y(22) porlo

gue el modelo numérico serd incondicional-
mente estable.

Un modelo numérico se dice que es con-
vergente cuando los errores numericos, que
necesariamente se producen en cada inter-
valo de tiempo, son eliminados por el propio
proceso de calculo, impidiendo de esta forma
Su acumulacion a lo largo del proceso. Esta
eliminacion se produce cuando las matrices
que multiplicadas por los valores-de las va-
riables en el intervalo anterior nos dan los
valores en el intervalo actual cumplen (Isacc-
son y Bishop, 1966) que:

l' [
am M=o (24)

donde O es la matriz nula.

Las expresiones (21) y (22) pueden tam-
bién escribirse teniendo en cuenta (14),(15)y
(19) como:

hi=A-"hd+ A~ Iqe (25)
h*=B""hi+B~'D (A '— ) hy (26)

El cumplimiento de (24) en (25) y (26)
supone que deben cumplirse simultdneamen-
te las siguientes condiciones:

lim (A=) =0

m (¢ (27)
im (87)"=0 (28)
lim [B-'D (A= =1D]" (29)

La condicién necesaria y suficiente para
que se cumplan (27), (28) vy (29) es que
(Isaccson y Bishop, 1966) el maximo mdédulo
de los autovalores de las matrices cuyo limite
se trata de hallar sea menor que 1. Esta
misma condicidn se puede expresar para sus
matrices inversas de forma que el médulo del
autovalor que lo tenga menor sea mayor que
1, puesto que las matrices inversas tienen los

.autovalores inversos.

Lalocalizacion en el plano complejo, de los
autovalores puede hacerse utilizando el teo-
rema de Gerschgorin (Durand, 1972) que
situa los autovalores en el interior del dominio
formado por la unién de los N circulos de
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centro los términos de la diagonal principal y
radio la suma de los valores absolutos de los
términos de cada fila que no pertenecen a la
diagonal principal.

Por simple inspeccidn de las expresiones
(14) y (15) puede comprobarse gue las ma-
trices Ay B cumplen para toda la fila i que:

1= N
a,— X
=1
=)

3

=N
!a"’ =1 bii— l]§1 l,bi" =1
i ©(30)

es decir, que el centro menos el radio de los
circulos indicados anteriormente es iguala 1,
lo cual supone, puesto que aiy bisonrealesy
positivos, que el minimo mddulo posible de
los autovalores es uno.

Para comprobar lo anterior en Ia expresion
(29) sera suficiente con comprobar que las
tres matrices que alli aparecen lo cumplen
separadamente, pues entonces su producto
también lo cumplird. De ellas Ia primera B! lo
cumple, pues ya se ha demostrado. La matriz
D puede comprobarse mediante (15), (19) v
(26) que es una matriz diagonal, cuyos tér-
minos y por tanto sus autovalores cumpliran,
teniendo en cuenta que S; (i, j) corresponde a
un coeficiente de almacenamiento de acui-
fero confinado, que:

ad(')(i, J) . Qua

d = jd
TS )0 e o

<1

por lo que la matriz D cumplird la condicidn
(24).

Dado que los autovalores de A se encuen-
tran segun (30) situados en el semiplano
complejo tal que la parte real sea mayor o
igual a 1, los autovalores de A" se encon-
traran limitados a la zona del plano complejo
definida por_los nimeros a + b i tales que
Osa=1y—0,5=b=-05 Lamatrizde A~' —
— | se diferencia de la A= en que los términos
de la diagonal principal son de la forma ai'—1,
por 1o que estaran situados sobre la zona de
eje real comprendida entre — 1 y 0, siendo el
resto de los términos y, por tanto el radio de
citados circulos, el mismo, con lo que los au-
tovalores de A~ — | estardn comprendidos en
la zona de los numeros a + bi,talesque — 1 =
=a=0y—-0,5 = b =0,5,ydado que dentro
de ella se inscriben los citados circulos de lo-
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calizacion de los autovalores el maximo mé-
dulo posible de estos es 1.

De lo anterior se deduce que las matrices
que aparecen en las expresiones (27), (28) y
(29) son tales que el maximo modulo posible
de sus autovalores es 1. Aunque el cumpli-
miento de las anteridres expresiones exigiria
gue el maximo modulo fuera menor que 1,
esto no supone un incumplimiento de las
anteriores expresiones puesto que al no ser
las matrices anteriores una Unica matriz, sino
una familia de matrices cada una de las
cuales corresponde a un intervalo de tiempo
basta con que la condicion menor que 1 se
cumpla en la mayoria de las matrices, lo cual
ocurrird puesto que la condicion igual que 1
es s6lo una cota superior del médulo de los
autovalores. Por tanto el esquema numérico
es incondicionalmente convergente.

4. METODO DE RESOLUCION

Como se indica en 3, los métodos mas
eficientes pararesolverlos dos sistemas de N
ecuaciones que aparecen en las expresiones
(21) y (2) son los iterativos, en este caso se
recomienda la utilizacion del ADI modificado
con predictor (Prickett y Lonquist, 1971),
debido a sus buenos resultados desde el
punto de vista de velocidad y almacena-
miento en el cadlculo con ordenador.

Si se desea conservar la ventaja de la
velocidad de cdlculo es necesario separar del
proceso de iteracion las ecuaciones (15) en
las que no se de intrusion salina, pues en
estas celdas se cumple que:

Oa (i, ) = Sa (i, J); 0s (i, ) = 0; oh/ot=0  (31)

Puede comprobarse que la segunda con-
dicion de (31) provoca que la ecuacion (15)
correspondiente deje de ser diagonalmente
dominante, disminuyendo entonces notable-
mente la velocidad de calculo. Este problema
puede solucionarse separando las ecuacio-
nes correspondientes del proceso de célculo,
de forma que el valor de hs en ellas se calcula
mediante (3) considerando hi= Z' tras haber
comprobado en cada iteracion que para el
valor de h9 actual y el de hs de la iteracidn
anterior h' < z'. En el caso en que hd z' la
ecuacion (15) correspondiente se trataria a
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a partir de esta iteracidn como las restantes
en que existe interfaz. Para permitir el avance
y retroceso de la interfaz se mantiene en las
celdas en que no existe intrusion salina un
valor de h'=z'4+¢ donde & es un valor pe-
quefo como por ejemplo 1 mm., de forma que
estas celdas actuan como condicidn de con-
torno del resto de celdas donde existe in-
terfaz, puesto que no quedan totalmente
desconectadas del resto de la zona de agua
salada, manteniendo de esta forma la velo-
cidad de calculo en valores similares a los
correspondientes a un acuifero normal.

5. CONDICIONES DE CONTORNO DE LA
INTERFAZ

En todos los modelos basados en las
ecuaciones (1), (2) v (3) resefados en el
apartado 1 no se plantea como tratar el
problema de las condiciones de contro! de la
interfaz, tanto en su pie como en la costa.

El movimiento del pie de la interfaz no
plantea ningtn problema, como luego se vera,
siguiendo las indicaciones expuestas en el
apartado 4, de forma que la condicidon de
contorno para la expresion (15), es en este
caso, h* conocida, obtenida mediante (3).

Las condiciones de contorno en la costa. si

R

he

YOG NN NN/ NN\ 777 N7z N ops

Fig 2-a

N LN L INSNY LN LIANNY. LLLN

S0

i
o

NZZAY ONNZZA NN NS DN NZLZNS LN 7

Fig 2-b
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el acuitero es libre, 0 en el afloramiento al mar,
si el acuifero es confinado, son dos, el nivel
piezométrico de agua dulce, hg, y la posicion
de la interfaz, hi, tal que se indica en las
figuras 2-ay 2-b. La aceptacion como unicas
condiciones de contorno en la costa de las
dos variables citadas Supone admitir que el
nivel piezométrico de agua salada en la costa

& €s conocido y si se acepta como hipdtesis
que su valor es el que corresponde al nivel
medio del mar en la zona, lo cual es en la
mayor parte de los casos suficientemente
aproximado, es posible obtener los valores de
las condiciones de contorno en la costa
utilizando las soluciones analiticas estacio-
narias en funcién del caudal de agua dulce, qp,
que llega a la costa procedente del interior.
Las expresiones de las condiciones de con-
torno en cada caso son:

a) Acuifero libre

h¢=hs (32)
hi= hs — ag— 1 Qo Oy (88)
o0 o Q,s K
b) Acuifero confinado
h=zit == (m-zy+rdeg (3
Uy K
q(;Cld
hh,= 2\~ 35
vamd: (35)

El parametro B varia con Ia pendiente del
terreno bajo el mar y se ha obtenido de forma
anahlica y experimental en los casos extre-
Mos, pendiente préacticamente nula y aflora-
miento vertical. El valor de B es el mismo tanto
en el caso de acuifero libre como confinado,
siendo =1 para pendientes pequenas (Ve-
rruijt, 1968 y Glover, 1959) y B=0.741 para
afloramiento vertical (Vappicha vy Nagaraja,
1975, Rummer vy Harleman, 1962). En los
casos normales puede tomarse =1, inter-
polando linealmente en funcién del angulo
que forma el terreno con la vertical.

Dado que las expresiones (32), (33), (34) y

(35) son solucion analitica en un plano per-

pendicular a la costa y estan referidas a una
franja de ancho unidad’ es necesario deter-
minar, para cada celda situada en la costa, el
punto A de la linea de costa que define la
perpendicular desde ella al centro de Ia celda,
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para lo cual se hace Ia hipotesis de que Ia
linea de costa viene definida porla lineal que
une los centros de las celdas adyacentes
segun puede verse en la figura 3. Tras ob-
tener el punto A es posible, mediante una
interpolacion lineal, conocer los valores de hd

h.Z' Z'y k en dicho punto, y a través de ellos

el caudal unitario que va desde él a la costa y
calcular por tanto las condiciones de con-
torno en ella, condiciones de contorno que
SON corregidas en cada iteracidn hasta ob-
tener el grado de ajuste deseado.

o N
] ™~

T~

o ~—

o Celdas interiores
®Celdas de contorno

E;g 3

6. VALIDACION DEL MODELO

La validacion del modelo numerico se ha
efectuado en base a Ia obtencién mediante &
de las soluciones analiticas de algunos casos
de solucion conocida, Se han comparado tres
casos, el correspondiente a soluciones ana-
fiticas estacionarias, el correspondiente a
soluciones analiticas transitorias que inclu-
yan variacion de las condiciones de contorno
en la costay, por ultimo, el correspondiente a
soluciones analiticas transitorias que inclu-
yan sélo una variacién de| pie de la interfaz.

De las comprobaciones realizadas, que
fuego se exponen, se ha concluido gue la
mejor forma de aproximar Ia permeabilidad
entre nudos es la obtenida mediante la media
armonica de las permeabilidades, siendo la
mejor foma de aproximar los espesores sa-
turados distinta segun que el acuifero sea
libre, media geomeétrica, o confinado, media
artimeética de los e€spesores saturados. Las
comprobaciones siguientes se ha realizado

teniendo en cuenta las conclusiones anterio-
res.
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6.1. Comprobacién de soluciones anali-

ticas estacionarias

Se han comprobado dos casos, uno co-
rrespondiente a acuifero libre y otro a acui-
fero confinado. En ambos casos se parte de
unos valores arbitrarios de hd y hi obtenido

mediante (3) hs, y manteniendo las condi-
ciones de contorno constante sé considera
gue se ha alcanzado el estado estacionario
cuando en todas las celdas donde existe

interfaz h® es igual a la correspondiénte al
nivel del mar.

Dado que las soluciones analiticas de que
se dispone corresponden a un problema uni-
dimensional el caso resuelto tanto para
acuifero libre como confinado corresponde a
un acuifero de cimension perpendicular a la
costa 1.000 m. y dimensién paralela 300 m.,
las condiciones de contorno son de limite
impermeable en los lados mayores y caudal
constante en el lado menor opuesto a la
costa, credndose las condiciones de contorno
en la costa mediante las expresiones (32)
(33), (34) y (35), seglin los casos.

Las soluciones analiticas estacionarias
son, para cada caso, las siguientes:

a) Acuifero libre (Verruijt, 1968, Vappicha
y Nagaraja, 1975):

)

i— s 2(15 Qg 1 Qg 2
hi= hg \/Kas QoX + ] (B Kq°>
(36)
2
hi=hg+ |/

b) Acuifero confinado (Glober, 1959, Ru-
mmery Harleman, 1963)

| 2 2
hi=Zz— V—K“-"qox+ (B%—qo) (38)

hi=2'+ = (hs—Z) +

ad
d

Las variables que son comunes a ambos ca-
SOS son:

(39)
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J_hi (m)

Z=0m. Lx = 300 m.
h =100 m. Ly = 1.000 m.
68 =01 Ax= 100 m.
Ay= 100 m, ps=1.025 kg/m?®
At= 60d. ps= 1.000 kg/m?®
Kd =60 m/d

En el caso de acuifero libre se tiene:

=1 Jo = 10 m?/dia

En el caso de acuifero confinado se tiene:
Z'=60m. B=0,741 Sy=10"% g,= 5 m?/dia

En las figuras 4 y 5 puede verse la com-
paracidon entre los valores analiticos y cal-
culados asi como las condiciones iniciales,
como puede observarse el modelo se ajusta
muy bien a la solucion analitica, lo cual indica

103

—~ ~ POSICION icial

~ —-= solucion anahitica
A valor catculada 9

~

[o) W h'

50

10
(m)

103

102

hd(m
101 é

— = posicion nicial

—— solucion analitica
A valor calculado nd

e wooh

30

S
400

L{m)

Fig 5
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su adecuacion para obtener el estado esta-
cionario que corresponde a una alternativa de
explotacion constante en el tiempo, partiendo
de cualquier situacidn inicial.

6.2. Comparacién de soluciones analiti-
cas transitorias incluyendo varia-
cion de las condiciones de contorno
en la costa

La solucidn analitica de que se dispone no
es exacta sino sdlo aproximada, pues para el
planteamiento de la ecuacién diferencial a
resolver (Vappicha y Nagaraje, 1975) se han
efectuado dos hipotesis, la primera es que la
forma de la interfaz coincida, en toda su
longitud, con la solucidn estacionaria dada
por (37) 6 (39), seglin los casos, para un valor
de qo igual al que se esta vertiendo al mar en
cada momento, la segunda cosiste en des-
preciar la variacién en el almacenamiento
debido a la variacion del nivel piezomeétrico.
Debido a estas dos hipotesis la solucion
obtenida no es totalmente correcta obtenién-
dose mayor error en el caso de acuifero libre
debida a que, en este caso, la influencia de la
segunda hipdtesis es mayor,

Con los condicionantes anteriores una
solucion analitica aproximada de| tiempo para
el que el espesor de la interfaz en la costa es
Y, cuando se produce un cambio brusco del
caudal sobre el pie de la interfaz Qp = Qq, con
un espesor de la interfaz y9, a otro caudal Q,
viene dada por:

C (1 1 B yc>
t=— - - I'n -

A y2 Ye A ye
_ S . _. (BC , E
5 Ve~V A2 B
_AG\ (A+By. (40)
B2 ) "\ A+Bye

donde las constantes que en ella aparecen
son:

6
__8¢Q g= OMK_ C=po
NOB NOB2a .
E=3b M=N=1 (acuifero confinado)
Qs
M_ O.d—1 y
N = V Qs ((Id_1)

(acuifero libre)
Cqg
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Fig 6-b

El significado de algunas variables puede
verse en las figuras 6-a 'y 6-b.

Se han comprobado dos casos, tanto para
acuifero libre como confinado uno de avance
de la interfaz, Qo= 10 m2/dy Q,= 5m?/q, y
otro de retroceso Q° = 5 m?/d y Q=10 m2/d.
Los datos comunes a ambos €asos son;

Z' =0m. 8 =02

hs =100 m. Ke¢ =60 m/dia
f =0,741 Lx =300

Ly = 1.000 m. At=10d

Ax= 100 m. ps = 1.000 kg/m?®
Ay= 100 m. ps = 1.025 kg/m?®

para el acuifero confinado:
Z'=60m. Sa= 104

Para el caso de acuifero libre puede verse
la comparacion entre los valores analiticos
aproximados y los calculados, para cuatro
instantes distintos, en las figuras 7, para
interfaz retrocediendo, y en las figuras 8 para
interfaz avanzado.Andlogamente paraelcaso

de acuifero confinado pueden verse las fi-
guras 9y 10.

Como puede comprobarse, por simple

1563



SIMULACION MEDIANTE UN MODELO NUMERICO DEL MOVIMIENTO DE LA INTERFAZ
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inspeccion de las figuras citadas en e parrafo
anterior, el ajuste es total en |a costa, punto
donde las dos hipdtesis hechas para obtener
(40) son totalmente validas, produciéndose
un distanciamiento entre los valores analiti-
Cos y calculados que aumenta con la dis-
tancia a la costa, puesto que a mayor dis-
tancia tanto mas incorrectas son las hipotesis
realizadas para obtener (40). Como ya se
indica el ajuste es mejor en el caso de
acuifero confinado, pues en el la segunda
hipdtesis es practicamente valida en todos
los puntos del acuifero. -

Debe indicarse que las discordancias ob-
servadas entre las dos soluciones y en el
mismo sentido, movimiento mas lento de Ia
interfaz calculada, ya fueron comprobadas
mediante experimentos realizados en el la-
boratorio por Vappicha y Nagaraja (1975), lo
cual es otro punto a favor del metodo indicado
en el apartado 5 para establecer las condi-
ciones de contorno de la interfaz en la costa,

6.3. Comprobacion de soluciones anali-

ticas transitorias sin incluir una va-
riacion de las condiciones de con-
torno en la costa

Como dltima comprobacién y para confir-
mar que el modelo es capaz de reproducir
satisfactoriamente el movimiento del pie de Ia
interfaz, se utiliza la solucion analitica debida
a Keulegan (1954), la cual corresponde al caso
de un acuifero confinado con nivei constante
de agua dulce y salada en ambos extremos e
interfaz inicial vertical. Dado que no se pro-
duce vertido en la costa las condiciones de
contorno en ella no intervienen, permitiendo
comprobar como reproduce e modelo el
movimiento del pie de |a interfaz, el cual viene
dado en funcién del tiemp y tomando como

origen de medidas la posicion inicial de la
interfaz por;

S ()= \/

La interfaz es en todo momento un plano.

La comprobacidn se ha efectuado partien-

do de t =0, momento en el cual la interfaz es
vertical.

tKo(Z'— Z)

00l (41)
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R (m)

Los datos utilizados en este caso son:

Z' =0m. Ke =40 m/d
Z' =10 m. ps = 1.000 kg/m?*
0 =02 p. = 1.025 kg/m?3
Lx =15 m. Ay =5n m.
Ly =100 m. At =1d.
AX =5 m,
y en las condiciones iniciales:
t=0 Xx<475 h'=10m.
h*=20 m. h'=20,25m.
t=20 X 47,5 h'= 0Om.
h®=20 m. h'=20,50m.

Entafigura 11 puede verse Ia comparacion
entre los valores analiticos y calculados para
= 20 dias, pudiendo observarse gue el grado
de ajuste alcanzado es muy satisfactorio, por
lo que gqueda comprobada la capacidad del
modelo propuesto para reproducir adecuada-
mente el movimiento del pie de interfaz.

tz 20 dias
posicion inicial
P =SS L LT LCE |
— Analilica
O Calculada
4
2
O—O—0
0 20 40 60 80 100
L(m)

Fign

8. CONCLUSIONES
Como resumen de lo expuesto anterior-
mente pueden citarse como conclusiones

mas importantes del presente trabajo las
siguientes:

1. El modelo numérico propuesto es in-
condicionalmente convergente y esta-
ble.

Su tiempo de célculo y exigencias de
almacenamiento son del orden de las
necesarias para un modelo de flujo sin
intrusion salina.

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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3. El propio modelo crea las condiciones
de contorno correspondientes a la
interfaz en la costa, obteniéndose un
ajuste satisfactorio a soluciones ana-
liticas transitorias.

4. El movimiento del pie de la interfaz,
tanto avanzando como retrocediendo,
es resuelto satisfactoriamente por el
propio proceso de célculo obteniés
dose un ajuste adecuado a soluciones
analiticas transitorias.
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