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Las ecuaciones de Gibbs-Appel.
Una reivindicacion de Gibbs"

Por JOSE LUIS DE LA VEGA BENAYAS

Doctor Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos

Veinte arfios antes de que el renombrado matemético francés
P. Appell publicara sus famosas ecuaciones del movimiento vélidas
para cualquier tipo de enlaces, el fisico norteamericano J. W. Gibbs
llegaba, entre otras, a las mismas férmulas tras una revision de los su-
puestos en que se habila basado Lagrange para fundar esa nueva rama
de la mecanica desarrollada analiticamente, la Mecédnica Analitica.

El objetivo del presente articulo no es tanto mostrar la patente pri-
macia de Gibbs en el hallazgo de estas formulas, como poner de mani-
fiesto que su investigacion es més profunda y de mayor alcance.

1. INTRODUCCION

En 1879, Josiah Willard Gibbs, en un articulo
de unas 15 paginas aparecido en el «American
Journal of Mathematics», titulado «On the fun-
damental formulae of Dynamics», establecid
unas nuevas ecuaciones diferenciales del movi-
miento de un sistema sometido a enlaces, basa-
das en la variacién de las aceleraciones en lugar
de las de los desplazamientos.

Gibbs conoce profundamente la «Mécani-
que Analytique» de J. L. Lagrange. En su articulo
maneja la edicion preparada por J. Bertrand (ter-
cera edicidn, que se publicé en los afios 1853 a
1855), y en la que colaboraron, entre otros,
Lejeune-Dirichlet, Poinsot y Serret.

Y esto es asi porque Gibbs va a modificar la
formula fundamental que Lagrange erigié como
principio de toda la mecénica, «el principio de
las velocidades verticales», mediante el cual dio

forma y contenido a todo el desarrollo de esta

ciencia fisico-matematica del movimiento en su
version analitica.

Aparentemente Gibbs maneja solamente en-
laces holénomos. Una lectura atenta de su ar-
ticulo permite deducir que las férmulas generales

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articu-
lo, que podrdn remitirse a la Redaccidn de esta Revista
hasta el 29 de febrero de 1984.
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que establece son validas también cuando entre
las coordenadas de los puntos del sistema exis-
ten relaciones no integrables entre las diferen-
ciales de las mismas. Nuestro autor vislumbra la
maxima generalidad para los enlaces del siste-
ma. Y en todo caso es un claro catacronismo
hablar de enlaces no holonomos en 1879,
cuando la introduccion formal de los mismos
fue realizada por H. Hertz en su obra pdstuma,
aparecida en 1894, «Die Prinzipien der Mecha-
nik in neuem Zusammenhange dargestellt.

Pero sigamos con esta breve introduccién
historica para enmarcar a los principales prota-
gonistas implicados en el descubrimiento de
unas foérmulas, las mas generales, vélidas para
todo tipo de sistemas, con cualesquiera liga-
duras.

En 1896 Appell publica la primera edicién
del segundo tomo de su extraordinario «Traité
de Mécanique rationelle». Esta obra contenia un
serio e importante error. La lagrangiana de un
sistema no holénomo aparece como funcién de
las derivadas generalizadas que definen los gra-
dos de libertad del sistema en estudio. Y las
ecuaciones de Lagrange se aplican también 4
estas coordenadas. Este paralogismo (o error in-
voluntario) se ha repetido varias veces mas en
otros textos de mecdnica, posteriormente al
desliz de Appell.
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Advertido de su error se propuso la tarea de
hallar unas ecuaciones validas para sistemas
holonomos y anholénomos. Su solucién apare-
ci6 en las Comptes Rendues de I'’Academie de
Sciences de Paris en 1899 y en la segunda edi-
cién del segundo tomo del Traité de 1904. En
ningln sitio cita a Gibbs como adelantado en
esta materia. Creemos que, antes al contrario, lo
menciona falazmente. Asi, en ediciones poste-
riores de este segundo tomo aparece el nombre
del eminente fisico norteamericano en un epi-
grafe dedicado al principio de la minima cons-
triccion de Gauss, del siguiente modo: «M. Wi-
llard Gibbs, dans un beau travail: “On the funda-
mental formulae of Dynamics” ("American
Journal of Mathematics”. t. |, 1879), a donng,
de cet énoncé analytique du principe de Gauss,
des applications a divers problems, notamment
a la question de |a rotation des corps solidesy.

La falacia de Appell es abrumadora: conoce
el trabajo de Gibbs y lo desvirtia. Es un claro

alegato pro domo sua de poca honradez cien-
tifica.

Digamos, de pasada, que el principio de
Gauss aparecié en el «Journal fiir Mathematik»
de Crelle, tomo 4, en 1829. Y o deduce in-
tentando exponer de otro modo el principio de
D'Alembert, pero basandose literalmente en él,
pues Gauss pensaba que nada nuevo se podia
hacer en mecanica después de D'Alembert.

Resulta, pues, paradéjica esta curiosa cita de
Appel teniendo en cuenta que Gibbs conoce
perfectamente el principio de Gauss, que lo cita
expresamente en su articulo con un comentario
a pie de pagina, y que demuestra que no es sino

un caso particular de su formulacién mas ge-
neral.

Appell, pagado de su descubrimiento, rema-
cha ya, a partir de su error, sobre este punto, de-
dicdndole, en posteriores ediciones de su obra,
un apartado sobre la imposibilidad de aplicar di-
rectamente las ecuaciones de la dindmica al ni-
mero minimo de pardmetros, y exponiendo sus
férmulas que se deriven directamente, tras me-
ras operaciones analiticas, de la misma férmula
general que utilizé como principio fundamen-
tal Lagrange en su «Mécanique Analytiquen.

No es éste, precisamente, el camino que si-
guié su auténtico descubridor, como expondre-
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mos a continuacién. Para ello nada mejor que
dejar hablar al propio Gibbs, quien tras estable-
cer su férmula general, dice asi en una nota a
pie de péagina:

«Puede parecer a algunos lectores de la “Mé-
canique Analytique” que el tratamiento de los
problemas dindmicos no es completamente
analogo al de los estaticos. La cuestion estatica,
es decir, si un sistema permanecers en equili-
brio en una determinada configuracién, es re-
suelta por Lagrange considerando todos los po-
sibles movimientos de! sistema y preguntando-
se si hay alguna razén para que el sistema
adopte una de ellas. Un método semejante en
dindmica estaria basado en |3 comparacién de
un cierto movimiento con otros compatibles
con las condiciones cineméticas.

nEn lugar de esto, Lagrange reduce practica-
mente la dindmica a la estatica: y no tiene en
cuenta las posibles variaciones del movimiento
a estudiar; antes bien, los movimientos que se-
rian posibles si el sistema estuviera en equili-
brio. Esta reduccidén de un problema a otro mas
simple, que ya ha sido resuelto, tiene ventajas,
Pero no se corresponde con el estilo del autor
de la "Mécanique Analytique”. Pues lo que més
caracteriza a su tratado es la aplicacién directa
del principio general a cada caso particular.

»Quizé esto tenga poca importancia, y sea en
cierto modo opinable, pero lo menciono aqui
debido a que fue esta consideracion (justificada
0 no), y el deseo de expresar la férmula del mo-
vimiento por medio de unas condiciones de ma-
ximo o minimo compatibles con los enlaces, lo

que me condujo a las férmulas que aqui pre-
senton.

(Se ha omitido una mencién a Gauss, desco-
nocido por el autor mientras descubria sus fér-
mulas, y al principio de minima accién, que lo
juzga insatisfactorio como tal.)

Estas palabras reflejan bien claramente el
ambicioso proyecto de Josiah Willard Gibbs.

2. LAS APORTACIONES DE GIBBS

Parte de un sistema sometido a enlaces del
tipo A(xyz) = A(t); B(xyz) = B(t); etcétera.
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Forma las ecuaciones:

OA . 0 A 0 A

A A
i= OA . O0A . daA
A= S X+ Sy y+ 53 Z+H(kyzxyzt

Considerando constantes el tiempo, la posi-
cion y las velocidades toma variaciones infinite-
simales respecto de las aceleraciones

c_OA . OA .. OA .
8A—~6—;-8x+by6y+6282—0
9 0 A .

(La expresion general S x 8 X debe to-

O A

marse equivalente a la suma % S O x=
‘ Xi
0 A

3% O % usando las convenciones actuales.
i

Para simplificar la tipografia y la exposicién po-
demos resumir cada ecuacion, asi

As-d %= 0: donde

QA

A= 5 X siendo x, la componente cual-
S

quiera de una coordenada).

Tenemos, pues, modernizando la escritura de
Gibbs:

A8 %=0
donde «1» es el nimero de ecuaciones de en-
lace.
Como las ecuaciones que se obtienen to-

mando variaciones en las ecuaciones de los en-
laces son

As-dx=0 (r=1,2 ., 1;s=1,2, .., 3n)

las variaciones & x, y & % son proporcionales,
por lo que podemos reemplazar a aquéllas en
la ecuacién fundamental empleada por Lagrange

Xe=m, %) 8 x,=0 [1]

(s=1,2, .. 3n)

quedando (Xi=m;, %) 8 %= 0 (2]
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Que, repetimos, es vé\lida en un cierto ins-
tante y para un cierto estado del sistema. Es
decir, para las variaciones de las aceleraciones
cuando d t=9§ x=9§ x= 0.

Tal es la ecuacién fundamental que va a pre-
sidir el estudio de Gibbs.

Esto concuerda con las palabras antes men-
cionadas de nuestro autor ya que, como bien
dice, en un problema dindmico lo que estd en
cuestion no es su posicién actual que esta fuera
de toda duda, antes bien, su evolucién futura. Y
como a partir de una cierta posicién la infinita-

mente préxima queda definida por ecuaciones
del tipo

x+ x dt+ -;—x de2+ ..

es aqui donde debemos tomar variaciones para
indagar las posibles futuras trayectorias, tenien-
do en cuenta qué sumando es constante,

Por tanto, en un cierto instante, y con una
configuracién determinada, si hay cambios fini-
tos en las velocidades, la variacién del sistema
vendra definida por las variaciones finitas de sus
velocidades.

Y dado un cierto estado en un determinado
momento, la variacién del sistema vendrsd defi-
nida por la variacién de sus aceleraciones, tal
como resulta de suprimir el factor constante 1/2
dt® en la expresidn 1/28 % dt*.

Gibbs arranca, pues, de la misma ecuacién
fundamental empleada por Lagrange, adaptdn-
dola a las condiciones dindmicas del sistema y
teniendo en cuenta, por supuesto, los enlaces o
ligaduras a que estd sometido.

Una vez establecida la ecuacién fundamental
[2] para la Dindmica, la aplica al movimiento
impulsivo, al movimiento producido por fuerzas
constantes, por fuerzas dependientes del tiem-
po y de la configuracién y por fuerzas depen-
dientes del tiempo, de la configuracién y de
las velocidades.

De intento no nos detenemos en la deduc-
cién de sus férmulas, pero sf queremos destacar
las del movimiento impulsivo que abren un enri-
quecedor y fecundo punto de ataque para su
estudio.
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3. TRANSFORMACION DE LA NUEVA
FORMULA Y NUEVO PRINCIPIO
GENERAL DE LA DINAMICA

Reescribiendo la férmula fundamental de Ia
Dindmica [2] en la forma

X8 % —m. % 8% =0 (3]

y llamando, como él hace,
U= Z-—L m X
2

Tendremos X.0 . — S U=0(s=1,2, .., 3n)

Como las fuerzas no pueden depender de la
aceleracidn la variacién & no afecta a las X.,
por tanto

5 X % —U|=0

De donde se deduce el siguiente principio
general: «Las aceleraciones de un sistema son
siempre tales que la diferencia entre el producto
de las aceleraciones de los puntos y las fuerzas
correspondientes y la semisuma de! producto

de las masas por las aceleraciones tiene un
valor estacionarion.

(He modificado ligeramente el lenguaje vy el
contenido de este principio, pero respetando su
resultado fundamental.)

Dicho de otro modo: tomando como Unicas
variables las aceleraciones y como constantes
las coordenadas y las velocidades el movi-
miento viene definido por el méaximo de la
funcion.

X, %—U

Si en lugar de las coordenadas cartesianas
utilizamos parametros definitorios de la configu-
racion del sistema, p, v las correspondientes
fuerzas expresadas en funcidon de ellos, tendre-
mos que debe ser maxima la funcidn

Pp—U

(k, ndmero minimo de desplazamientos).
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4. EL PRINCIPIO DE GAUSS, DEDUCIDO

Se plantea a continuacién Gibbs el compor-
tamiento de un sistema cuando respetando los
enlaces se le somete a unas fuerzas adicionales,
X.. Llega a la conclusién de que las nuevas ace-
leraciones y las nuevas fuerzas responden tam-
bién a su principio general. Siendo Q las nuevas
fuerzas generalizadas expresadas en funcién de
nuevos pardametros q de configuracién v U la
nueva funcién U expresada en funcién de las
aceleraciones x’ relativas o adicionales, la ex-
presion

Qq4g-uU’
es también un maximo.

Por consiguiente, si en un sistema se intro-

ducen nuevos enlaces, pero no nuevas fuerzas,
la expresion

Uu =x

m X'

o[

ha de ser un minimo respecto de las acelera-
ciones,

Es decir,

- 1 . X\
LT_m (x—-ﬁ)

m

debe ser minimo respecto de las aceleraciones,
considerando constantes las coordenadas y
las velocidades.

Queda, por tanto, probado que el principio de
Gauss queda subsumido en la nueva teoria dina-
mica de Gibbs.

5. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

Con este epigrafe concluye este breve trabajo
de Gibbs.

Supone un sistema definido por los «ky po-
sibles desplazamientos que puede tomar (los
grados de libertad), es decir, mediante unos
pardametros diferenciales independientes, no
necesariamente integrables (lo que hoy denomi-
namos cuasicoordenadas y sus correlatos, las
cuasivelocidades, sus derivadas). Las demds
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velocidades generalizadas de los parametros,
que definen la configuracién del sistema, se

expresaran en funcién de estas cuasivelocida-
des bésicas.

Sean ®, ®; ... @, las velocidades generaliza-
das (0 cuasivelocidades) bdsicas.

Una coordenada p se expresara en funcién
de ellas asf;

dp

o P A .d)\
P S w, '

Vamos a utilizar la expresién [4] que ha de
ser maxima de acuerdo con el principio de
Gibbs antes anunciado. (Simbolizaremos la su-
ma P, - p, mediante P p)

O p

Pp=pP —
P O W,

‘ (bn = Qy. ’ (b].

), serd la fuerza generalizada correspon-
diente a la coordenada w,. Es decir,

O p.
Q=P —
. P b(')u

Derivando P p vy tomando variaciones res-
pecto de las aceleraciones

P‘ sz“ 6 (.'.)H

A su vez, U se expresara en funcién de las
aceleraciones, velocidades y coordenadas del

sistema. Tomando variaciones respecto de las
aceleraciones

S u

dU= —
O .,

O W,

Por tanto, la variacidn de |a expresion [4], que
debe anularse, sera:

§ (P p—U)

Q.8 o= 6 U O M, = (h=1,2, ..,k
, RN -

O sea

Como las & son independientes, las ecuacio-
nes del movimiento son:
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Tantas ecuaciones como grados de libertad
posea el sistema.

Y aqui concluye el estudio de Gibbs, con es-
tas ecuaciones generales vélidas para cualquier
tipo de sistemas.

Tal es la génesis de estas famosas férmulas
universalmente conocidas como ecuaciones de
Appell. La funcién U de Gibbs es designada S
por Appell. EI matematico francés Saint-Ger-
main la bautizard con el nombre de «energia
de las aceleracionesy.

Como un ejemplo de aplicacion practica de
sus formulas, que no del empleo del principio
de Gauss, como resefa Appell, estudia el movi-
miento de un sdlido con un punto fijo.

Recalca que va a emplear cuasicoordenadas
y cuasivelocidades, es decir, velocidades que no
son derivadas de ninguna combinacién de para-
metros. Para ello emplea las componentes de

la rotacién del sélido segun sus ejes principales
de inercia.

Es decir, utiliza® = p; &, = q; ©,=r.

Y llega asi a las ecuaciones de Euler, en fun-
cion de los momentos principales de inercia y
del momento de las fuerzas seguin ellos Con los
términos usuales empleados actualmente:

Ap—=(B=C)gr=M,
Bq - (C_ A) pr= M;{
Cr—(A—B) pg= M,

6. VALORACION DEL TRABAJO
DE GIBBS

Su mérito fundamental es la revisidon de la
férmula que utiliza Lagrange combinando el
«principio de las velocidades virtualesy con el
principio de D'Alembert. La designaremos for-
mula de D'Alembert-Lagrange:

(Xo—=m %) 0 x,=0 (s=1,2, .., 3n)
De ella obtiene su férmula fundamental, vélida
para las variaciones de las aceleraciones en un
instante y estado determinados:

(Xi—=m, %) & %, =0 (s=1,2, .., 3n)
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En un movimiento impulsivo cambia, por in-
tegracién, las fuerzas en impulsos |, y las acele-
raciones por los incrementos finitos de las velo-
cidades A X, para una cierta configuracion:

(b=mAx)8A x=0

Establece un Principio general del movimien-
to, extremando, como funcién de las acelera-
ciones, la siguiente expresion:

P, b.—):;— m k=P p— U

(i=1,2 .., K

(«k», ndmero minimo de desplazamientos del
sistema).

Y desemboca en unas ecuaciones generales
del movimiento:

SU
Sp "

tantas como grados de libertad posea el si,.
tema.

Y, como hemos mostrado, el Principio de
Gauss queda subsumido en su nueva teoria.

Sus férmulas son todas vélidas para sistemas
no holénomos, no hace falta decirlo. Y como en
sus ecuaciones finales solamente aparecen las
velocidades (o cuasivelocidades) bésicas que
definen los grados de libertad de un sistema,
podemos afirmar que vislumbré avant /s Jettre el
tratamiento general de los sistemas holénomos
y no holénomos.

En cuanto a las ecuaciones de Appell, esti-
mamos que lo més plausible es conceder a su
autor su parte de mérito como profundo estu-
dioso del trabajo de Gibbs y el demérito, inexcu-
sable en todo cientifico Yy maestro como él o
fue, y en alto grado, de no mostrar paladinamen-
te las fuentes de sus trabajos e informacién,

Entre los autores citados en Ia bibliografia
gueremos mencionar especialmente a L A,
Pars, a cuya madura Yy muy meditada obra debe-
mos el estimulo y la orientacién para la redaccidn
del presente articulo.
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