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Después de la supercircunferencia
'ila superclotoide! "

Por SANDRO ROCCI BOCCALERI
Dr. ingeniero de Caminos, Canales y Puertos.
Centro de Estudio y Apoyo Técnico de Madrid.

(D.G. Carreteras)

Enunarticulo anterior se desarrollé una curva enplanta utilizable en
trazados de carreteras en los que la velocidad sea variable, tales como
ciertos ramales de enface. En dicha curva (que el autor denomina
supercircunferencia se presupone que la aceleracidn centrifuga no
compensada por el peralte es constante Yy portanto no puede empalmar
con una alineacidn recta. Para ello se requiere una nueva curva, a lo que

el autor llama superclotoide, cuyas caracteristicas se estudian en el
siguiente articulo.

1. INTRODUCCION. VARIACION DE

Denominado z = 1/p a Ia curvatura, vy
LA CURVATURA diferenciando

En un articulo anterior se ha desarrollado una

curva en planta que se puede utilizar para dai = 2 vzdv 4+ v2 dz —g dp (3)
trazados de carreteras en los que la velocidad . dv.
 sea variable (y mds precisamente, uniforme.- Sustituyendo en (1) y recordando que o

I mente acelerada o decelerada), tales como dz dp
ciertos ramales de enlace. Se demostré que, 2vza+va — —ga m~— = 4)
i manteniendo constante la relacidn entre la dv dv
b aceleracion longitudinal y la aceleracion . o .
p centrifuga varia linealmente con el recorrido, el Lo que equivale a la ecuacién diferencial
i producto del peralte por el radio de curvatura
f permanece constante, y el acimut varia V2 iz— + 2vz=N 5
L logaritmicamente con el recorrido. d Ve = (5)
v
t La supercircunferencia (que asi se ha
f denominado a esta curva) presupone que la Con
§ aceleracion centrifuga no compensada por el J dp
2 peralte es constante; y por tanto no puede N= — 4+ g — (6)
P empalmar con una alineacién recta, ya que al dv

| tampoco puede alcanzarse la curvatura nula que
3 ello requiere. Para ello se requiere una nueva

] . . Si N es constante (lo cual requiere que la ley de
(d:g;ivnaidaa plc?r rmea c\i/c;r:ica)]r;gwr?raunﬂcc/)e;reclodtce)/dfé variacion del peralte sea la que mas adelante se
a<§e|eraci6n centrifuga no compensada por el dg'flne), fa ecuacién diferencial (6) tiene la solu-
¥ oeralte con el tiempo (igual que en el caso de cion
¥ Una clotoide): 1 \ V- Vo -
: 7 = em— (
P 2

dat iy (1) v

dt
y La curvatura es nula para v = v, Al ser, por
8Pcro, por definicién definicién
' , V2:V20-28||='V20(1+2K|):V20(1+B)(8)

v :

&= = —gp (2)

el radio de curvatura resulta ser

B (' Se admiten comentarios sobre el presente articulo que
 cdran remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta el 31 p=

v2 _-o1+2K|_ 1-B
de mayo de 1982,

t . —

: .
— — (9)
N v-v N /1+2KI-1 N [/14B-1
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DESPUES DE LA SUPERCIRCUNFERENCIA... LA SUPERCLOTOIDE!

siendo K = ai/v?, (10)
B = 2Kl (11)

La ecuaciéon (9) define la superclotoide, en
cuanto a radio de curvatura (Fig. 1).

2. VARIACION DEL PERALTE Y LONGITUD
MINIMA

Para que N sea constante, el serlo J y aj, se
requiere que también lo sea

dp
— =Q
dv (12)

Integrando y definiendo como v, a la velocidad
correspondiente al punto de curvatura nula y
peralte inicial po

p-po=Qv-ve = Quo (JAF2KI=1) (13)

La constante Q viene definida por el peralte p al
final de la superclotoide (I = L)
PL - Po pL-p

0
Q= Tovo (VTF2KT - 1)

VL - Vg
y su valor absoluto no debe rebasar una
variacién del 4 % por segundo

(14)

‘Ql _ dp;dt Z 4 0’/02389. (15)
Por lo tanto

(wp01/4%é%(vf?ﬂ—” (17)
De donde

2
al (pL-—Po)}

PL - Po 2
= = +
14+ 2KI [1 v (j Kvg . )

L>_V0(PL‘DO) —1 + _K_Vo(pt‘po) - (18)
> — 5 ———'—4
K

4
=C(1+?C) (19)

que representa la
superclotoide, siendo

1

longitud minima de la

pL - Po
C-= E— 20
Vo 4 % (20)
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3. VARIACION DEL ACIMUT

Al ser, por definicién (y diferenciando a la f_"
ecuacion B) 1

1 de dv de ay de
Zz—-z—l=——l=— (21 |
P dl dl dv v dv i
igualando a la expresion (7)
dp = — (1-2)4 \
p = (- T) v (22) §

ecuacion que, integrada, da

N
p= — (v-vginv)+C (20) §
ai

La constante C’ se obtiene por la condicién de
borde ¢ = o parav =v,(locual equivale a situa"
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é»; | origen de acimutes en el punto de curvatura

W wulo).
. = (Vo - Vo In vg) + C (24)
: |
e donde
’=— v [A(v/vo) -1 -1 /vl | (25)

n, lo que es lo mismo, al ser por la ecuacion (8)
v/vg = /1 + B

y recordando (11)

Kv
_Ng ¢ ={1 +B)1/2 -1- ;— In(1+B)= v (B) (fig.2) (26)
&_
E Hallaremos las derivadas en el origen (B = o)de I (B):
;.
1
g (o)= | (1+B)1/2.1 - —1In(1+B) =1-1-0= 0o (27)
2 B=o.
1 1
0 o) = — | (1+8)71/2 (1+8)"" - Ly =0 (28)
2 B=o 2
(2 1 1 3/2 2 1 1 1
o)z — | - — - - s r—41) = — 29
V)= 5 (14B) +(1+B) 5. S5t =7 (29)
Por= 112 (148572 21483 13222 (30)
Uo(g)= — —_— - = — (= . - - =
2 4 B=o 2 4 8
(4 1 15 115 33
Wo(o)=— |- — (1+B) /2 -4 =~ — 4 6) = — (31)
1 =5 |mg B areme™ ) 2ol g 813
(5 ]
Y (o) = 1] 105 (1+B)°9/2 .24 (1+B) D 1 (@-24) _ 279 (32)
2 | 16 B=o 2 16 32
» en general
(-1 (2n -3)!
s = n-1)1 — 33
o S T s ] g )

.| desarrollo en serie de Mac Laurin de v/ (B)
ale

BN
Vo) =y — ™ o) (34)

VIARZO 1982 173




DESPUES DE LA SUPERCIRCUNFERENCIA... LA SUPERCLOTOIDE!

y sustituyendo las diversas derivadas

. E R L
v B 5B e
P8 =o-o0* =78 " 128

TN P 1 T
2(n)! ( 9203 [(n-Z)I] S (35)

Sustituyendo en (26) tendremos el desarrolio
en serie de ¢ en funcion de 2K| = B. Obsérvese

que tomando sélo el primer término significativo
(n=2) |

N 4K2 |2 KN
0 = = |2 (36)
KV2 8 8 Vo

. 174

se obtiene una clotoide de parametro A dado por

4 V3, |
2 = 4y,/KN = ————— (37) 1
A Vo J + gaQ N

lo cual justifica el nombre de SUPERCLOTOIDE
dado a la curva, pues la clotoide es meramente |
la curva que se obtiene al tomar el primer |
término de la serie ¥ (B).

4. COORDENADAS CARTESIANAS

Tomando como origen de coordenadas el
origen de recorridos y punto de curvatura nula, y
como eje de abscisas la tangente de dicho punto

(@ = o), se obtiene por definicion
dx = cos ¢ d | (38)
dy = sen ¢ d | (39)

Pero como de la ecuacion (11) se deriva que

Jl- dB
S 2K
Sustituyendo
coS ¢
dx = 7K dB (40)
sen ¢
dy = K (41)
y desarrollando cos¢ y sen¢ en serie
cos ¢ = X (-1)j ﬂL (42)
j=o - (2))!
: 2j +1
R N L s I
sen ¢ = X (-1) 211)! (43)
) =0
tendremos
. ® Pop2j
= By gy 22 (44)
" ,
gy= 8§ it 22T g
2K j=o0 (2j+1)
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Estas expresiones responden a la estructura

2j
Bl 2 o, (_&) T
2K 1j=1 k=4 Kvg
: B N o\
“dy:—g— ? T ¢ vk | — gk
2K j:O k = o Kvg

e, integradas término a término y teniendo en

cuenta que la constante de integracién es nula

" por el origen que se ha tomado para las

coordenadas (x =y = o para B = 0), resultan en:

@® (o] 2] a k‘2j
Cx =4 Y Al C xk N——-——-I—-——"lk (51)
(=1 k5 v 2¢ - 2]
D e w N2t ko412
y=—— =2 Y Cyik ;
2k j=0 k=2 Vo 2k-2j-1
(52)

5. RESOLUCION POR PROGRAMA

Con objeto de agilizar los cdlculos, especial-
mente los de las coordenadas cartesianas, se ha
oreparado un programa para micro-ordenador
Hewlett-Packard HP-97, que presenta un
:nfoque mas directo, puesto que a partir del
salor de ¢ dado directamente por la ecuacion
26), se-integran directamente por diferencias
‘initas las ecuaciones (38) y (39) que
Jroporcionan las coordenadas cartesianas.

El intervalo de integracion A | se almacena en

MARZO 1982

lk+1

‘ero como
[ 2] - n -
o= N0 ) 1) — —2n3) B" (46)
Kvon =2 2(n) 2203 [(n-2) 1]
; ;ustituyendo
' 12
@ (-1)) -y 2n-3)!
U 1 Y L PSP [ )
2K o () | 2Kvo p=2 (0] 2 2203 [(n-2)1] |
. 2j+1
o (-1)it] ) -3)! |
gy B Y -1 N e S (n-1) — ~(%5‘—3L—— ? BN (48)
K S0 (211 | 2Kv pzp ()| 2203 (n2)

(49)

(50)

el registro A, y los datos preliminares se
introducen por el orden siguiente:

Q en %/(km/h)
J en m/seg?

ar en unidades ‘g’ y con signo negativo
Vo en km/h

luego se teclea E y aparece calculado 1/N en
seg.

Para cada punto, definido por su | (distancia al
punto de curvatura nula, en m), se teclea Ay
aparecen, por orden:

x1 abscisa del punto, en m

yi ordenada del punto, en m

a1 variacion del acimut entre 1=o y |, en grados
centesimales

V velocidad en el punto, en km/h

p-po variacién del peralte respecto del punto de

curvatura nula, en %
p radio de curvatura, en m
X, abscisa del centro del circulo osculador, en

m
yc ordenada del centro del circulo osculador, en
m

Ap retranqueo del centro del circulo osculador,
en m :

Se acompafia copia del listado del programa.
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Program Listing

‘ STEP  KEY ENTRY KEY CONF COMMENTS COMMENTS STEP  KEY ENTRY XEY CODE COMMENTS STEP KEY ENTR KEY CODE COMMENTS
g6l il i : 117 RIS 36 12 Tee B 24
Flum 1 THS -39 17e RCLé 35 84
FILC 15 22 88 iTi : -35
- lie cl Be 72 -14
107 16 23 €l 177 35 15
Floi 1: zz ?4 174 16-51
i el iTs 36 67
12¢e 4: e 36 86
86 1T 16-51
35 46 178 36 14
L [ 41
! 23 83 1se 36 15
-3l 181 -35
4i 162 - -45
23 85 187 FRTA -1
16 21 81 R -3t
36 12 Fiui 36 14
36 11 [ 42
82 RCLE 36 15
T - 3
A * -55
3 2z o8 FRTX -14
: . {; g‘} RCLE 36 15
) 10 < 1 - -45
3 16 22 68 FRIX -14
5P¢ 16-11
RTK 24
£
B 200
: R
(o JE—
96 i —
=35 210 -
-is —
16-€3 —
36 85 —
-35
-45
36 @2 . -]
-35 - h—
-zz2 — - —
-i4 — —— ]
36 &1 720 - —
53
16-63
i
-4
REGISTERS LABELS FLAGS SET STATUS
K Wi T, © ° EniT [P fie= t | mLAGS TRIG DISP
\ 4 S5 y ‘ N P e 0D %G| oee g FIX 8
1 Yy 3 g 2 1 OO GRAD SCi
3 5 5 % (ear 20 ¢ X <t 5 hil - 00| rao @ | Enc O
l a-ia-t 300 n




DESPUES DE LA SUPERCIRCUNFERENCIA... jLA SUPERCLOTOIDE!

. ELECCION DE PARAMETROS

" El valor absoluto de a) no debe rebasar los
. | nites siguientes, ya establecidos en el Articulo
- «bre la Supercircunferencia:

Lo g Yo, Ve VoVe

] ' - en

il ! -~ 6667 303 38771

b . celeracion (53)
¥ \Y Ve Vo Ve
10,184+ ° -—2" en
=T8T 507 7 188 ~ 36774

' (eceleracion (54)
«iendo

\, la velocidad en el punto de curvatura nula,
' Ve la velocidad en el punto de curvatura finita
] mayor.

Por otro lado, J no debe rebasar el valor %9- ,

. que concuerda con los limites dados por la
- Instruccion espafiola 3.1-IC.

Por altimo, el valor absoluto de Q debe ser, por
! la ecuacion (15), inferior a

-4 %/seg .

Con estas limitaciones se puede elegir el para-
metro

N = +0,098 Q

9,8 g

maés conveniente.

7. EJEMPLO

Un lazo en aceleracion de velocidad especifica
30 km/h se pretende conectar con una calzada
principal en curva de radio 1076,921 m., cuyo
peralte es el 2,5 %, y a la que corresponde una
velocidad especifica de 100 km/h. Se toma como
radio minimo del lazo 25 m. y su peralte el 8 %.

Por la ecuacion (7) ha de ser

Vo-30 _ (-1/N)
302 3,6 .25
Vo-100 _ _ (-1/N)
1002 3,6 . 1076,921

siendo V, la velocidad en el punto de curvatura

(m/seg)/(km/h) nula. Este sistema de ecuaciones admite las
3.6 _ 0113 % soluciones
|at] . 9.8 m/seg? " Ja| km/h Vo =124, 3 km/h 1/N = -9,433 seg

. FIG. 3
; 100
804
‘ 40+
|

20+

(TE) % 160 8o 200 X
L 1 1ARZO 1982
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DESPUES DE LA SUPERCIRCUNFERENCIA... LA SUPERCLOTOIDE!

Por otro lado, por la ecuacion (14)

8-2,5
Q-= = 0,079 %/(km/h)
100-30

y por la ecuacion (6)

J
: =N-gQ=-0,106 - 0,098 .0,079 = -
| ‘

=-0,1137 seg'1

Como por la ecuacién (53) - a1 no puede superar,

el caso de aceleracion, el valor

- 100 . 100
0,117 + + 30 - 30
6667 303 38771

= 0,154

si tomamos el valor maximo para la

178

superclotoide salga lo mas corta posible
J=-01137 .98 .(-0,154)=0172 m

que es un valor aceptable seguin la Instruccién (e
maéaximo para 30 km/h es 0,7 m/seg?).

Las distancias a la tangente de entrada (puntc |/
de curvatura nula) correspondientes a los dos |-
radios son, por la ecuacién (8)

2 . 302 ?.
1 (25) = 124,38 - 30 =372,161 m
362.2.98.0,154 .
2 . 2
| (1076,921) = 124,3 - 100

= 139,543}
362.2.98.0,154 !

resultando asi una rama de superclotoide de |-
232,627 m. ‘

La figura 3 representa esta superclotoide.
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