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Orbitas finitas y periddicas
[ roducidas por una fuerza central "

Por JOSE LUIS DE LA VEGA BENAYAS

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos

El descubrimiento de las érbitas descritas bajo la ley de la gravitacién uni-
versal llevé a Newton y a investigadores posteriores a examinar la posibili-
dad de otras formas de fuerza central: planteandose también el caso inver-
so, es decir, hallar la fuerza central que produce una drbita determinada.

El objeto del presente trabajo se centra en la busqueda de todas las fuer-
zas centrales que causan 6rbitas periédicas finitas, sean cerradas o no. Fuer-
28s que suponemos funcion exclusiva de la distancia del mévil al centro de

fuerzas.

Para ello nos basaremos en las propiedades de la ecuacion diferencial
que, juntamente con las condiciones iniciales, determina el movimiento.

1. PROPIEDADES DEL MOVIMIENTO DE

UN CUERPO O PARTICULA
SOMETIDO A UNA FUERZA
CENTRAL

Supondremos, sin merma de generalidad, una

fuerza atractiva.

11 Teorema del momento angular.

d . —
— P mU=F L F
dt

'ty Fson coincidentes, i , F=0
W=cte;F . V=0C

i Hlicando escalarmente porft

F.000

acion de un plano que pasa por el origen. La
toria esta contenida en el plano que pasando
centro de. fuerzas es normal al vector C defi-

or el producto vectorial del radio vector y ve-
diniciales (C=F, , V).

1dmiten comentarios sobre el presente articulo que

remitirse a la Redaccidn de esta Revista hasta el 31
‘to de 1982.

1982

Escogeremos coordenadas polares planas

r, @
con origen en el centro de fuerzas.

En este caso, siendo C el médulo de C.

ST N I
/rAv/~/rAdt/ dt/rAdr/ C, /v , di/ =Cdt
comodi=dr. f,+rd® . 0,

/T & di/=r’d ©@ =Cdt

Portantor2 0= C

De aqui en adelante utilizaremos el punto super-
puesto para designar la derivada (o fluxion) respec-
to al tiempo. Y las comas, para las derivadas res-
pecto a cualquier variable independiente.

. do . dr |, dr
0= =& " Tae !

1.2. Teorema de la energia cinética.

Para simplificar las expresiones que siguen es cla-
sico utilizar la variable 1

u=—s

r
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1 1 du doe

" do dt

La velocidad absoluta es

. : 2
v2=12472 ©2=124 2 —-(; =C'2+ C2y2=C2(u2+y'?)

r

El teorema de la energia cinética para una fuerza
atractiva es:

1 _
d(—2-mv2)=—F.dF=——F.dr;

Puesto que, por hipétesis, F=F (r}, la fuerza es
conservativa. Siendo V el potencial , dV = + Fdr

%mv2+V=E
PeroV=+ [F . dr= —IFJJZ- . du
Hagamos—Ea = f(u)=%g' (u)
V= —;—g(u)

La ecuacion de la energia se escribe
;‘mvz—;j glu)=E

. 1 2E
w242 — g ()=
mCZg mC?

haciendo K2=mC2 h = %

u'2=h+k1—2 g (u)—u2=P (u) [A].

Esta es la ecuacion que va a presidir este estudio.
Es una ecuacion diferencial auténoma (no figura la

variable independiente ©) de primer orden y segun-
do grado.

2. ESTUDIO DELAECUACION
DIFERENCIAL DEL MOVIMIENTO

Sea u=uquna solucién particular cero del segun-
dp miembro de la ecuacion [A]. Se verifica que
u,=0, es decir, que u; es un extremo de la curva

u=u(0): la trayectoria es normal al radio vector en
el puntou=u,.
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Pues en coordenadas polares se sabe que sientlo
V el angulo del radio vector con la tangente

r
th~r, ;

alanularse u’ seanular’'y V=90°.

Por otra parte, como © no figura en [A] se tiee |
que si © es el argumento de uy, la ecuacion [A] se §
verifica para u (20,—0), pues el segundo miemtro |-
permanece inalterado y u'? (0) =u'420,—0) peara

®=®1.

2.1. Portanto, la trayectoria es simétrica

respecto al radio vector

u
2.2.

1 .
=3, tal que uysea una raiz de P(u) =0

una ecuacion diferencial autbnoma
u'=Qlu);

también lo es u(@ +s); lo cual es evidente, ya que
Q(u) no contiene a O y, por ende, Q(u)=Q(u+s):}

conloqueu(@)=u'(0+s).
En nuestro caso, u'2=P(u) y

ur=u(0); up=u(—0); uz=u(x0 +s) [1],

son todas soluciones de (A). Por eso son idénticas}
las soluciones de la forma [1] que tengan un punto}

comun como ocurre para u(@) y uy20,—0) ene
punto ©@=0,.

2.3. Por cada punto del plano pasa una 6rbitay
s6lo una.

Pues si hubiera dos soluciones uj u; de Iz
ecuacion [A] tales que u=u{01) =u0,), de las in-
tegrales up=uy(0) y u;=u(0 + ©,—0,), la segunds
es también solucion de la misma ecuacion auténo
ma por el punto anterior. Y como ambas coinci ien

por hipbtesis para el valor @ = 0,, se tiene, en vii tud|

del teorema de unicidad de la ecuacién diferen: ial,
que uq= Uus.

Esto es el resultado de un teorema mas ge-
neral que afirma que si u;=u(@) es una solucion de§

2.4. Por el apartado anterior sabemos que las
diversas soluciones de [A] no tienen puntos co n
nes. Veamos si una drbita puede cortarse a si nis:

ma. Sea u, una tal integral, que se iguala para Y
0.

Uo(©1) =uy(O7) Sea¥ =0,—0,

Demostraremos que
Uo(O@) =u,(@+VY)
Uol®4) = Ugl@9) = Uo (@ + ©y—04) = i@+ Y)
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} . »riodo principal ¥,
Sihacemos @ =mY +q
u(®@) =u(@+my).

; Sean ahora ¥, ¥, ¥3 ... los posibles periodos.
. $atendré:

U 9)=U(9+‘\"1)=U(@+\P2)=u(®+w1+w2,_.)

En conclusion, las 6rbitas son simétricas respec-
- to de los radios vectores extremos de la funcién
u =u(@), se cortan si son periodicas Y quedan defi-

- nidos por un punto del plano (condiciones ini-
~ciales) (1).

2. Lineas apsidales Y angulo apsidal de la
trayectoria.

- Si u=uj es otro valor de Uy perteneciente a la
- curva integral u=u(@) que anula el segundo
miembro de [A] estamos ante otro extremo, cuyo
-radio vector correspondiente es otro eje de simetria
. de la trayectoria. Los radios vectores que van a
- €S0S puntos, cuya tangente les es perpendicular, se
- denominan lineas apsidales o absidales. Son los
- extremos de U, maximos o minimos. Es evidente
.. que con dos lineas apsidales queda definida la tra-
- yectoria, pues basta con ir haciendo simetrias res-
. pecto a ellas. El angulo entre dos lineas apsidales es
. el angulo apsidal, y es una constante de la 6rbita.

A

— X
B{ X 0
[x,

.t trayectoria se desarrolla entre dos circulos
€0 éntricos correspondientes a dos raices conse-
10U ~as de P(u)=0. Méas adelante habra ocasion de
a0 zar cuales son las raices de P(u) que inter-
1vie an'y su significado fisico.

JOLUCIONES DE LA ECUACION
JIFERENCIAL u’2=P(u).

*demuestra en analisis matematico (2) que en
Mpo complejo las Gnicas soluciones uniformes
sta ecuacion diferencial se producen cuando
€8 un polinomio de 4.° grado. Cualquier poli-
2 de grado 5.° o superior, primo con su deriva-
s decir, sin raices multiples, no admite una in-
luniforme de la misma.

) 1982

Luego la orbita se cortara si es periodica, de

Con mayor amplitud atin se demuestra (3) que
cualquier ecuacién autonbma Fly, y')=0, donde F
es una ecuacion algébrica, exige para dar funciones
uniformes, que considerando F(y Y'}=0, como la
ecuacion de una curva con las variables YY', que
ésta sea de género cero o uno.

3.1. Género de una ecuacion diferencial al-
gébrica.

Recordaremos con rapidez que una curva de gra-

do n queda determinada por N{n +3) puntos o pa-

rametros y que el nimero maximo de puntos dobles

es _gn_—1_)2(_n—_2)_ . Si posee realmente d puntos

dobles su genero es

(-T2 _
2

Una curva de género cero posee
(n—1) (n—2)

2

puntos dobles y la de primer género

(n—1) (n—2) L nin—3).
2 2

Las conicas dependen de 5 pardmetros y son de
género cero o unicursales: sus coordenadas

pueden expresarse racionalmente en funcion de un
pardmetro. ‘

Las cubicas se determinan por 9 puntos y admi-
ten como maximo un punto doble. En este caso
también son unicursales: toda recta variable que

pase por el punto doble le corta solamente en otro
punto.

Las cudrticas dependen de 14 puntos y pueden
tener como méaximo 3 puntos dobles. Si es de géne-
ro cero basta cortarla por un haz de conicas que pa-
sen por los tres puntos dobles y otro punto cual-
quiera de la cuartica. El quinto punto de intersec-
cion se expresara en funcion del parametro de este
haz de conicas de un modo racional.

Esta consideracion de la ecuacion diferencial Fly
y')=0 como una curva de coordenadas yey', estu-
diando el género de la relacion entre esas variables,
da un punto de vista muy amplio Y permite predecir

el tipo de solucién que se va a obtener para la curva
integral.
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Efectivamente, si F(y y') =0 es de género cero,
esta ecuacion es equivalente a una paramétrica de
funciones racionales

y=f(z) y' =glz)

Su-integral se obtiene del modo siguiente

1 f'(2)
= - dy= — dz;

y glz)

f'(z)
— dz;
glz)

X+c= y =1(z)

La ecuacion diferencial y'2=P,(y), donde P, es
un polinomio de 4.° grado en y entrafia una relacion
de primer género entre y e y', pues considerando la
curva y2=P(x), tiene un punto singular en el punto
impropio del eje y, siendo tangentes en &l dos ra-
mas de la curva (como la y?=x* en el origen).
Equivale este punto singular impropio, pues, a 2
puntos dobles. Basta cortarla por la parabola
Y =\ag x?+ Y, Y =Xy para que se transforme en
y12=Paly), que es una clbica sin puntos dobles, es
decir, de género uno por lo dicho anteriormente.

En cambio, la ecuacién y'2=(y—a)2(y—b)(y—c)
es de género cero, pues afiade a los dos puntos
dobles impropios anteriores el punto doble y=a,
y'=0. Considerando y y' como coordenadas de un
punto, la curva es unicursal, Basta cortarla por un
haz de conicas tangentes a la cuartica en el punto
impropio (parabola del tipo y'= my? y que pase
por otro punto de la misma (y'=0y=a 6 y=b). En
efecto, el cambio y'=zly—a) (y—b) da
z{y—b)=y—c: que permite expresar y e y' como
funciones racionales de z.

En general, si la relacion representada por la fun-
cién Fly y')=0 es de primer género, ambas va-
riables pueden expresarse mediante funciones
elipticas de un parametro

dy

dy
U= [ — =
. f Y IVP(y)

donde P(y) es un polinomio de tercer o cuarto gra-
do.

4. ESTUDIO DE LAS FORMAS POSIBLES
DE LA ECUACION DIFERENCIAL

' 1
u'2=P{u)=h -*-E-zlg’(u)——u2

Hemos dicho antes que las tnicas soluciones uni-
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formes de esta ecuacion diferencial son aquel as |’

donde P(u)-es un polinomio de 4.° grado como n &.
ximo.

Se llega asi a las siguientes formas posibles.

1) Au'?=(u—a)(u—b)
) Au’2=(u——a)(u—b)2
)  Au?=(u—a)du—b)u—c)

V) Au2=(u—a)2P+ 1 (y—p)2P—1
p

p
V) Au'2=(u—a)3u—b)
V) Au'?=(u—a)(u—b)(u—c)
V)  Au'?=(u—a)(u—b)(u—c)(u—d)

Que se deducen del estudio realizado por Gour. ‘
sat, por el cual la multiplicidad de las raices de P(ul}
tiene que ser, o bien superior a 2 o bien de la forms 2

2(1 —71—)-, siendo i un nimero entero mayor que 1 (5

En el campo real, que es donde nos desenvolve.
mos, el estudio tiene plena validez con las limita
ciones de que las expresiones deben ser reales y u"
siempre positivo: no se tienen en cuenta los

periodos imaginarios de las funciones integrales yf .

sus puntos singulares son también reales.

Supondremos a, ¢, b realesy a < ¢ < b, salvo en

el caso VI, donde c y d pueden ser imaginarios|
conjugados.

4.1. Analisis e integral de cada una de las

ecuaciones.
* |.—Au'?=(u—a)lu—=b)=P(u)
Para que P(u) sea de la forma
h+;1-2; glu)—u% A= —1
u?=(b—u)lu—a); (h= _ab;le: =a+b; glu)= ) |

Su integral es inmediata. Haciendo u=a an
0=0.

u ‘ du 0
J, 7=—="f
a (b—u){u—a) o

. u—a .
con el cambio z2=-—=se convierte en Ej

b—u

®=2f————~2 gz =2arctgz;
o 1+2z2

!
£
H
H
T
i
]
B
i
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9
2

= al1 +00s0) + b(1—cos0) <
(a+b)—(b—a) cos O,

i=a cos?%wL b sen?

¢ e representa una elipse de foco el centro de fuer-
‘2z stangentealos circulosu=ayu=b

La orbita es cerrada y el angulo apsidal vale

o0
\P~f i du =2 dz__
- b 0 1+22

{b—ujfu—a)

Cue es también el valor de © parau=>b

1 11
Coroglu) =u; F= -;—u2g’(U)= §u2= 72

L1 fuerza atractiva es newtoniana.
.=
"1, Au'?=(u—a)lu—b)2
a<u<b A>0
tingamos A2u'2= (u—a)(b—u)?
ciendo el cambio u—a = z4b—u)

. — z?2=1+2% conz =0parau=a ©=0
o »a)

Z dz A
— =0=2 arg shz
H—a oV1+22 Vb—a

z2
U=a+(b—al——=a+(b—a)th2 (
2241 2A

o)

El movil arranca de u=a y se envuelve en el
circulo asintéticou=b. u=b para 0 - «

Comor? O =C; 0 =Cu2 gfl —Cu?

El movil alcanza el circulo u=b en un tiempo infi-

nito. El dngulo apsidal pierde sentido.

12, A22=(u—a)%b—u) valida para u < b, la
solucion es

—a
u=b-(bh—a)th?(

Q)
2A

El ' movil arranca ahora de u=b y va a enrollarse

para O =, en su tiempo infinito, en el circulo asin-
totico interior u = a.

En este caso Il no hay movimiento periodico y ca-
rece, por tanto, de interés para el presente estudio.
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Desarrollando la ecuacién diferencial de este tipo
Il e identificando con

1

u'2=h+—g(u) —u?
k2

glu)-es el tipo glu) = Aud—Bu?+ Cu

y F{u) sera la forma F = Mu*—Nu3+ Pu?
M N P

Fe —e — +—
A (3 2

fuerza central que produce orbitas finitas amorti-
guadas asintdticamente.

* Ill. Estudiaremos las cinco variantes si-
guientes, suponiendo siemprea < ¢ < b,

m.1.1. A2 2= (u—a)du-c)(b—u)
f1.1.2. A%'2=(u—a)dc—u)(b—u)
H.2.1. A2u'?=(u—a){u—c)(b—u)?
Hi.2.2. A%u'2=(u—a)lc—u){b—u)?
h.3. A%u'2=(u—a)lu—c)ib—u)
1.1, A%2y'?=(u—a)lu—c)(b--u)

Para que el segundo miembro sea positivo
c < u < b, es decir, que la trayectoria se desarrolla-
ra en la corona comprendida entre los circulos u=c
yu=b.

Hagamos el cambio ——C = z2en la integral

u—a
J— u Adu

¢ (u—a)Vi{u—cllb—u]

0=

donde se ha tomado como limite inferior @=0,
u=c, z=0.

2 c—az?

du= (u—a)?zdz;

c—a

380

u=

‘cos tangentes a los circulosu = ¢

_ 2A jz dz
V(c—a)lb—c) “©° b—a

71— 22
b—c
3 2A b—a
- arc sen Z;
\/ (c—a)lb—a) b—c
(c—al){b—a) b—c
Haciendo n?= —— e ——— ¢ k2=
4A? b-—a
z=ksenn©
c—az? sen?n O

=c+(c—a)lb—c). 3
(b—a)—(b—c)sen?nf:

1—22

2

n

u es, pues, una funcion periddica de periodo

Inicialmente, el movil arrancade u=cy describf -
una curva continua, acercandose al circulo exterio} .
u=Db, que alcanza tangencialmente cuanddq !
sen ©=1, ‘

- ‘
0 sea, para O= . Este es, por tanto, el 4

gulo apsidad. La trayectoria son una serie de a
u=nb. Esta cury

multiple se cerrard cuando n sea un nUmero er:ter
o fraccionario.

REVISTA DE OBRAS PUI LICK :
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120 AZu2=(u—a)2 (c—u)(b—u)
. Aparte de las soluciones singulares u=a, u=b
1+ =cla curva integral sélo sera real cuandou< ¢

’

’

; decir, que la trayectoria se desenvolverd entre

{
“i s circulos u=a Y u=b, pues suponemos
tu<c<bh.

Y aqui si podemos avanzar de antemano que al
s ru=aun punto singular de la ecuacién diferen-
“ ¢l que hace infinita |a integral, el circulo u=a es
. a-intdtico: se alcanza cuando © — , 0 sea, en un
s tiempo infinito (6). La trayectoria arranca, pues, de
‘U Cyseaproximaau=aenun tiempo infinito. Es

un movimiento aperiodico asintoticamente amorti-
: guado.

1210 AZu2= (u—a){u—c)ib—u)2

La integral tiene validez parau > ¢.

Por tanto, u estara entre ¢ yb. Comou=besun
circulo asintético, por las razones apuntadas en el
- - apartado anterior, el mavil ejecutara un movimiento

aperiodico, que partiendo de u=c va a envolverse
- asintomaticamente en el circulo u = b

2,

AZu"?=(u—a)lc—u)(b-u)?

integral tiene una validez para a > u >c. Co-

P! !=ay u=c no son circulos asintobticos, la in-
il lvaaseranaloga ala del apartado I11.1.1.
u—a
";;HE mos el cambio =72
b—u

2

U ——(b—u)2zdz
b—a

Ut ) 1982

Tomando como posicién inicial 0=0;,u=a,z=0

la integral

u
@=Af du
a (b—u)V(u—a)(c—u)

Se convierte en

2A 2 o=q
0= —dz=
b—a o c—u
2A
_ [ _
Vb—a 7o Vc—a—(b—c)z?
2A b—c
- arcsen z
vV (b—allb—c) c—a
(b—a)lb—c) c—a
Haciendo p2= ; k'2=
4A2 b—c
z=Kk'senp Q
22
u=a+b—a =a +
1+ 22
sen?p ©
+ (b—a)(c—a)

(b—c)+(c—a)sen2p ©
Funcién periddica de periodo TTT

El movil arranca de u=a vy alcanza el circulo u=c
tangencialmente cuando sen p ©=1, o sea, para

0 2% que es precisamente el angulo apsidal.

La trayectoria es multiple: se compone de una se-
rie de arcos simétricos respecto a las lineas apsida-

les@=0, 0 =g—p, que son tangentes sucesivamente

aloscirculosu=ayu=c. La trayectoria se cerrara
si p es conmensurable con T, es decir, para p entero
0 numero fraccionario.
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M.3. A2u?2=(u—a)lu—c)?(b—u)

La curva integral sera real siempre, pero tiene un
circulo asintotico en u=c intermedio entre a y b. Si
inicialmente arranca de u = a, finalizara en un tiem-
po infinito, envolviéndose en u=c. Y si, por el
contrario, empieza en u = b acabaréa aproximandose
asintéticamente al circulo u = c.

En ambos casos no hay solucion periddica.

a<u<c A

R AV
2p+1 2p—1
p
V.1. Ad'?2=(u—a) (b—u)
p, nimero entero
du
do=A |
2p+1 2p—1
2p 2p
{u—a) {(b—u)

Como el exponente de u-—-a es mayor que 1}
u = aes un circulo asintotico (7). '

La trayectoria arrancara de u=b y se aproximar| -
indefinidamente al circulo asintotico u=a. No hay -
solucidn periddica.
b+aMo2

1T+MOM

2p--1 2p + 1

IV.2. A?u?=(u—a- (b~u)

En este caso el circulo asintotico es elu=b. Tam!l -
poco hay solucion periddica

a+bM@E2

1+ MO

* V. Es un caso particular del IV para p=1}
No tiene interés para el presente estudio, pues las}
curvas integrales no son periodicas.

* VI A2u'2=(u—a)lu—c){u—b)

Puesto que el polinomio del segundo miembi 3 &}
una cubica, estamos ante una integral eliptica.

Hagamos el cambio u=a+ (c—a) sen? ¢

du=2(c—a)sen ¢ cos ¢ d .

du
A =
vV (u—a){u—b){u—c)

2A ® de
(c—a) Vb—a

1—k2sen? g
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c—a

—

b—a

1< ndok2=

( e es la expresidn canonica de Ia integral eliptica
¢ 1.2 especie.

-a funcion eliptica ¢ vale @ = am(M ©)
(c—a) Vb—a

2A

donde M=

- por tanto, como sen ¢ = sn(M 0)
- u- a+{a—alsn2 (M Q)
| como sno=0y snK=1la drbita se desarrolla entre
u=a Yy u=cconun angulo apsidal K
M
La «integral completay

n/2

f d
= K
0 V1-K?sen?q

- define el periodo real de sn(M ) que es 4K.

- Portanto, u es una funcion periddica; su periodo,
2 K

; |2VT depende dea, b, cy A.

Las érbitas multiples se cerraran sn—~K, es mul-

tiplo o fraccion de n. M
4K p
Y = —)

N q

- F yqueteneren cuenta que K contiene el nime-
- fon 8),

L A?2u2=(u—a)lu—c)lu—d){u—b).

> onemos  reales las
oya<c<d<hb.

raices del segundo

=1 ecuacion diferencial de primer género en u,
ugar también a una integral eliptica de 1. es-
es decir, finita para cualquier valor de u.

forma mas comoda para integrarla se consi-
reduciendo el segundo miembro a una
'0n bicuadrada del tipo

Nz2—r3).
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Para ello partimos de una transformacion involu-

tiva que tenga como puntos conjugados (a,b) vy
(c,d) (9). Se tendra:

Uqua+ M(uy+ug) +N=0
ab+M(a+b)+N=0
cd+Mic+d)+N=0

Eliminando My N, la ecuacion de Ia involucién es

Uqup ui+up 1
ab a+b 11 =0.
cd c+d 1

Y los puntos dobles salen de

D2 2D 1
ab a+b 11=0.
cd c+d 1

La involucion referida a los puntos dobles es

ui—Dq7  uy--Dy
+ =0

up—Doy

U1——DQ
Haciendo ahora la transformacion
u—D,
U— Dz

los homologos de dos puntos conjugados verifica-
ranz;+z,=0,

Los transformados de a, b, ¢, d seran

a—-D] b—D]
4= , — 1= ,

a—D, b—D,

C—D] d—D‘]
+rp= , — o=

c—D, d—D,

Aplicando este cambio de variables a la ecuacién

diferencial, tomando como punto de partida © =0,
z=0,u=Dy;

u
du
o= | _
D, Viu—allu—cilu—d){u—b)

—A(D,—D,)

V'(D3—a)(D,—c)Dy—d)(Dy—b)
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J‘z dz
o Vi22=iz2—1)

Comory>ryporsera<cyd<b

hagamos el nuevo cambio z=r;sen ¢, denominan-
do:

ro . (Dy—a){Dy—cHDy—d)(D,—b)
k= — \ B2= r%

M A2(D,—D4)?

@ d o
—-BO= :
1—kZsen? ¢

conloquep=am(—B @)= —am(B )
Y, por tanto, z=rp sen = —r, sen am(B O) =—Ty
snB 0.

La «integral completa» es, como siempre

n/2 do

o 1—k?sen? ¢

Porlarelacibnentrezy u

D7_Z——-D1
u= = 4
z—1

DorosnB ©+ Dy

14+r,snB O

u es una funcion eliptica del periodo -%i Estu-

diemos su evolucion en un periodo.

B O o snB O y4 u
0 0 0 0 D,
K K/B 1 - c

2K 2K/B 0 0 D,

3K 3K/B —1 rs d

4K 4K/B 0 0 D,

Como D, esta entre ¢ y d, la trayectoria se de-
sarrolla entre los circulos u=c u=d, en cuyos
puntos de tangencia estan los sucesivos apsides. El
angulo apsidal es

3K K 2K

B B B

. . N . . 1S
un semiperiodo, que sera mayor o igual que g

384

4.2. Conclusiones del estudio de las integravf

les de las ecuaciones diferenciales

Puesto que nuestro objeto es la busqueda de to}
das las trayectorias finitas y periddicas de un maovi}
en un campo central de fuerzas, solamente son vali}
das las que se derivan de las ecuaciones siguientes:

*

1

u'?2=(u—a)(b—u)

A2y 2=(u—a)c—u)lb—u)
A2 u'2=(u—a){c—u){b—u)?
A2y 2=(u—a)lu—c)lu—b)
A2u'2={u—a){u—cllu—d)(u—b)

* VI
* VI

Han desaparecido todas las ecuaciones diferen}

ciales que entrafiaban un valor de u que diera lugs

a un infinito logaritimico, o sea, més geométrica
fisicamente, a un circulo asintotico o, lo que eslt
mismo, a un movimiento de amortiguacion asintoty
ca: aproximacion en un tiempo infinito a un cicruif .

apsidal.

De todas ellas, solamente la primera responde:

la accion de una fuerza newtoniana y su trayecorif
es una elipse con un foco en el centro de fuerzas. |

Las demas son rosetas que se inscriben er dosi_ :
circulos tangenciales y cuyo desfase da lugar a v}

circulo apsidal bien definido.

Para hallar las fuerzas de las que derivan st}
movimientos basta comparar cada una di- i
ecuaciones con la de la energia cinética, o for nu |

[Al, gue ha presidido y preside este estudio:

u2=h+1-glu)—u2

(A) (k?=mCZ%
k2

hk2=:E)

c< u’<h;
a%udf

t

Recordando que F(u) =%u29’(u)
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u'?= —ab+(a+bju—u?
glu)=Mu; g'(u)=M

2F(u)=%Mu2 =% -?—g- ley newtoniana.
il A2U'?= —aZbc+(a2b+a?c+2abclu —
—(a%+2ab +2ac + bc)u2+ (2a + b + ¢)ud—y4
3
g'(u)=M—Nu+Pu2— f‘A—%-
M N P Q
2F(u) = - + -
2 (3 r 5

' siendo M, N'y P funciones de a, b, ¢ y de un paré-
. ‘metro arbitrario A.

: ' 2
% g’(u)=M—Nu+%’2—
M N

Flu)= —_
ot r2 ) r3

P
+ —

ré

M, N, Pfunciones de a, b, ¢y de un parametro A

S

VI, A%'2=(u-a){u—c)(u—d)(u—b)

| A%fu2=u—(a+b+c+dud+(ab+ac+ad+be+
4 “*bd+cd)u2—(abc + abd + acd + bed)u + abed

it g'lu)=—=M+Nu—Pu2+ %g-u3

M N P Q
1P = — p —
r2 r3 r4 r5

4 M N, P, Q, funcionesde a, b, ¢, d y de un para-
1t ;!‘net- A.

MPLIACION DEL ESTUDIO
NBUSCA DE FORMULACIONES
'AS COMPLETAS DE LA LEY
EFUERZAS

ta aqui el estudio se ha basado en Ias' pro-
les de la ecuacion diferencial del movimiento
or 1la [A]) y en la busqueda de soluciones unifor-
ara la misma, es decir, en hallar una solgcién
J), que, cumpliendo las condiciones iniciales,

1982

RV fu'2= ud—(a+b+c)u2+ (ab+ac + bc)u—abe

sea una integral de dicha ecuacién diferencial para
cualquier valor real de 0.

En el campo complejo una relacion z = f(x) puede
dar valores muy diferentes para z, segln el camino
que sigue x para ir de un valor Xp a otro x1. Por eso
se llaman funciones uniformes o monédromas
aquellas cuyo valor final z (x) no depende del cami-
no seguido por x para pasar de xpa X.

En el campo real, tal camino es Unico y s6lo se
atiende a la continuidad y al valor real o imaginario
de la variable dependiente.

Consideremos z4=x.

En el plano complejo si x pasa de Xp & X4, rodean-
do el origen de coordenadas, el modulo de z no
varia, pero si su argumento que se incrementa

n
en —— por cada vuelta completa. Pues
4

Z4=r e {@+2kn)i

o " 2k i
z=r1/4 g4 l 4

En el campo real z=x1/4 tiene un valor constante y sblo
esta en juego su realidad cuando x es negativo.

Por estas consideraciones parece razonable y
con significado fisico cefirnos al campo real de un
lado; y de otro ampliar el alcance de las ecuaciones:
diferenciales ya aprobadas para nuestros fines, ha-
ciendo la sustitucién de u porum , siendo m un nu-
mero real cualquiera racional o irracional. Procede-
remos después, a la vista de los resultados obteni-
dos, a estudiar su campo de validez y la continuidad
y regularidad de las funciones obtenidas si procede.

5.1. Paso a un mayor campo de variacion de
la variable u, es decir, del inverso del radio

vector r de la ecuacion polar de las trayecto-
rias centrales.

Si en la ecuacién u’'2=P(u) cambiamos u por um
tendremos (um)’2=P(um). Como P(u) es de 4.° gra-
do como méximo, m2u2m—2y'2=P ,(um),

Por tanto, la ecuacién que nos planteamos ahora
es

agtaj um+ap uZm+ ag udm+ g4 ydm
u'2=

u2m-—2

Siu'2seanulaparau=a,b, c, d pondremos
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(um_am) (um_cm) {um—dm) (um—bm)
Au'2= .
u2m-—2

Considerando, como siempre, a<c<d<b

5.2. Analisis de las ecuaciones diferenciales
posibles.

(um_am) (bm_um)

U2m 2

Con el cambio y=umla ecuacion se convierte en

1
— y'2= (bm—y) (y—am)
m2

Tomando como punto de partida ©=0, u=a,
y: am

f mde = -J’ —
o am bm_“y) (y__am)

2y_.bm._am n
=arc sen +
bm-—gm 2

I

2y =bm+am—(bm—am) cos mO
Trayectoria:
2um=bm+am—(bm—am) cos mO
2um=am(1+cos mO) + bm(1—cos m O)

Tanto la ecuacion y=y(0) como la um=y(0)
representan curvas periédicas. Comor2© =C;

de La trayectoria se
0= =Cu2 > o. desarrolla cre-
dt ciendo d.

Como u es siempre positiva, el valor u=y!/m
tiene, pues, pleno sentido sin restriccion alguna.

2n )

El periodo de la curva es —. El dangulo apsi-
dal sera el valor de d para u=b, es decir, cuando
cos m@=1, W=Fﬁ-1. Valor que se deduce también

tomando b™ como limite superior de la integral. Es
decir, cuando pasa de un apside al otro.
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Hallemos la fuerza que causa este movimiento.

fum—am) (bm—ym) (ab)m  pbm4gm
u'2= = - + —u!
u2m—2 u2m—2

um-2

ldentificando esta ecuacion con la [A].

bm4 gm (ab)m
g(u): k2 —_ —2E
um_2 u2m«2
, (2m—2 (ab)m bm+am
g'lul= k? | ———— — (m—2)
u2m»! ym-!
2 {(2m—2) (ab)™ b+ am
Flu= < (22 )
2 U2m 3 um’3
‘Siendo s la media armoénica de am y bm
2 1 1
—_— = — ——
S am bm

m

la ecuacion de la fuerza puede escribirse:

m-—1 m-—2
F(U):B Sm — 0
u?.m 3 um 3
m—1 m-2
Flu)=A -B ;
u2m~3 um_3
conA=Bs_

Esta formula de la fuerza juntamente con la ta
yectoria

2um= am('] + COoS md) + bm(‘] —COS md)

permiten la obtencién de un sinnimero de 6rb as
finitas periddicas.

Por lo pronto puede establecerse una prin ra
clasificacion en el tipo de fuerzas centrales atre :ti-

vas delimitada por el valor m = %

3 . .
Para m > o) la fuerza es proporcional a la dis an-
cia, r, al centro

F=A(m—1)r3-B(m~—2) rm-3
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e ik
[

fram <—2— la fuerza es inversamente proporcional Angulo apsida: ¥ = l
ST 2
i m—1 m—2
f= A —— - B —m———— Periodo: T=n
m3A2m rJ- m
La ecuacion de la orbita
3
| 5.2.1.1. m= —- 2u*=a?(1+cos 2 O)+b*(1—cos 2 O)=2a? cos?
2 ©+2b%*sen’*0O
| A B 1 pasando a coordenadas cartesianas
- Fuerza: F= — + —
1 2 2 cos @ =ux; sen © = uy
Orbita: 1=a%?+ byy?
2u%2=2a3%2 (14 cos .g_@) +b¥2 (1—cos ;23_ 0) Ecuacion de una elipse de centro el de fuerzas.
| | 2n T
Angulo apsidal: Y= —3— o \-\
i
4n \
- La orbita es cérrada ysuperiodoes T= - \
1 P | / F\ \
| s ~ \\
? //ﬁ \\ \ . S wa \
| N |
~\
A\
ﬁ )
!
| /'/,; \\\
A T
| /
B /
/
/” Este movimiento es el arménico eliptico.
m=3
Fuerza: F=2A r’—
3 Orbita: 2u®=2a*(1+cos3 0)+b® (1—cos3 o)
2.1.2 m> —
2 n
Angulo apsidal ¥ = —
‘aram=2 3
uerza: F= Ar . 2n
_ Periodo T= —
Irbita: 2u?=a%1 + cos 20) + b1 —C0s0) ' 3
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/
\\ // / \\/ //
\ \ /
AN \ P ya
- N

Como estas oOrbitas carecen de interés fisico nos
limitamos a incluir su dibujoparam=4ym=5

3
5.2.1.3. m <—
2

m=1

1 .
Fuerza: F=B — es la ley newtoniana que vol-
r

vemos a encontrar-de nuevo como caso particular
de esta familia de curvas periodicas.
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Orbita: 2u=a (1+cos ©O)+b

con foco en O.

Angulo apsidal: W =n
Periodo: T=2n

5
m= —
4
A 1 3
Fuerza: F= =— —— + — B
4 2 4
Orbita:
2u54=25 {1+ cos 3) +b% (1—cos 2 0]
4n
Angulo apsidal: ¥ = —
5
8n
Periodo: T= —

REVISTA DE OBRAS PUB. ICASf;
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i Analogamente pueden obtenerse las caracteristi-
1 ¢ is de las 6rbitas que obedecen al exponente

3
m<2

Nos limitamos, como en el caso anterior, a reco-
- g 'r su dibujo para distintos valores de m, escogidos
* d:ltipo fraccionario para que la 6rbita sea cerrada.

5.2.1.4. Conclusion parcial de las orbitas obte-
nidas de la ecuacion diferencial:

(um—am(bm—ym)
u'?=

u2m—-2

Todas las curvas integrales u=u (@) son periodi-
T

cas. Su angulo apsidal es ,— ;. su
m
, 2n
periodo —— . Normalmente se componen de ro-
m

setas tangentes a los circulosu=ayu=b, excepto
en dos casos muy especiales: para m= 1 se obtiene
el movimiento kepleriano, es decir, Una elipse con
foco en el centro de la fuerza que sigue la ley de
atraccion universal descubierta por Newton, y para
m=2, que da lugar al movimiento arménico elipti-
co, con una fuerza proporcional a la distancia.

Fuerza de estos dos casos no hay mas orbitas
simples cerradas, es decir, en forma de évalo.

Bastara probar: a) que todas las orbitas rodean al
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centro de fuerzas; b) que solamente algunas tienen
constante el signo de su curvatura.

a) Enlaecuacion general de estas trayectorias

2

U= — =am(‘| + cos m@) +b"‘(1—C05mO>
rm

a un valor de® corresponde un solo valor de r: toda
recta pasando por el centro O(©@ =0,)s6lo corta a la
curvaenunpuntor,.

b) Como sabemos F= —mc2u?{u+u’).

Y siendo R el radio de curvatura, se demuestra
facilmente que

u? ds
utu’=

R do

1 v . .
Como T y u+u’ tienen el mismo signo y

contrario al de F, la fuerza estarad siempre dirigida
hacia la concavidad de la trayectoria. Los puntos de
inflexion se deducen de la ecuacion u+u’'=o0y se

producird en aquellos puntos donde la fuerza
central se anule.

La fuerza se expresa asi en este caso

m~—1 m—2
F=B [s, — =
u2m—3 um 3
B Sm
= (m—1) — m+2
um~3 um

(s, media armonica de a™y b™)

Para valoresde m 1 < m < 2 la fuerza tiene un
signo constante y las curvas correspondientes se-
ran todas concavas.

Param < 1y m > 2 la trayectoria presenta ne-

- cesariamente inflexiones: la trayectoria es alternati-

vamente concava y convexa. Los puntos de infle-
xion se obtienen anulando el valor de la fuerza.

1 1 m-=2 T 2—m
rm= = =
um s, m—1 s, 1-m
2 1 1
= +

s, am bm

-

valor que es siempre positivo para m < 1y péra
m > 2.

i
¥
3
!

Por tanto, las (nicas orbitas céncavas se procu.
cen para los valores de m comprendidos entre 1y 2}
Para un valor intermedio la trayectoria sera mil|
tiple, cerrdndose Unicamente cuando m sea un r .+
mero fraccionario.

Solamente para m=1y m=2 aparecen las elip|

ses con uno o dos ejes de simetria, respectivamen.} -
te. '

Ya que citamos al principio del establecimiento}
de la ecuacion diferencial su uniformidad o mof
nodromia en el campo complejo podemos comprof -
bar que se cumple esta condicion.

En efecto, designando por z=r e®i al afijo de un}

punto de la trayectoria y sustituyendo el valor de|
modulo.

1 i
U= ~——— =

r Z
Zemei

= (am+b") — (b™—am) cosm ©:;
z"\
2€mei
zm=

a"+b™—(b™—am cosm 0

Como el denominador nunca se anula, por se|
esencialmente positivo, y e ™ es una funcién tras|
cendente entera, z no tiene puntos criticos. Extra
vendo la raiz m-sima

km
2Vmaeig _fh_d I
zZ= — ; f(0) > o
vV T(0)

Cuando z da una vuelta alrededor del origer,, sif -
guiendo un circuito cualquiera, © se incrementaer -
2n y el valor final de z solo varia en su modulc ad!
quiriendo siempre el mismo valor independi nte;
mente del circuito elegido. Es més, cuando pa: a j'f
z,a z,de varios modos, el valor final z, es siem) re&‘#é

mismo, sea cual sea el arco recorrido por el cor 1ple
jozdez,az,

5.2.2. I,

(um_am)z(um_cm) (bni_um)
a) Aw?= c<uf

u2m—2
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(um—am (c™—u™) (b™—um)

u2m—2

La primera ecuacion diferencial es an4loga a la
1111.1.1. estudiada en el apartado 4.1.

. Hacemos el cambio y =u™, tomando como punto
i d-partida@=0,u=c.

La ecuacion se transforma en

A2

— y'?= (y—am?(y—c™ (bm—y)
m2

Haciendo los cambios oportunos en aquella
- ecuacion, la solucion es, con

m2
n2: P, (cm_am) bm_am)'
4A>

sen?n©®
um=c™+{c"—a") (bm—cm)

Wi Awz= a<u<ec

bm—am™—(bm™—cm senzn O

La soluci6n es periddica con un &ngulo apsidal o

~angulo de losejes de simetria de W=

Yy un
n 2n
periodo T = ~—

n

| Como la fuerza que produce este movimiento es
|+ aniloga a laapuntada en 4.2., es decir, polinbmica,
segun las potencias de u™ o r™, puede anularse en

" aledn punto de la trayectoria que describe el movil

- incorita tangencialmente entre los circulos u=c y
Su- b,

-1 Lo mismo cabe decir de la solucion de la
| BC. acidn

(um__am) (Cm__um) (bm_ um)Z

L aws

u2m-2

se desenvuelve del mismo modo entre los
losu=ayu=c.

»'k Cir
2.3.  Arrancamos ahora de la ecuacioén VI.

A%'2=(u—a) u—c) (u—b)

diada en el apartado 4.1. Cambiando u por un,
valores apsidales por a™, ¢™, b™ para simplificar
dlculos (a™< ¢cm< b™)

10 1982

la «ecuacion ampliaday es

(um_am) (um_cm) (um__bm)
VI') Aw"2= '

u2m—-2

con el cambio y =u™ se llega por un proceso anélo-
go al indicado alli a una funci6n éliptica en funcion
del seno de la amplitud (M ©) con el médulo k

K
p el periodo fﬁ- siendo ahora

cm_am
k2 =
bm_am
ni2 d(p
= VvV 1—k?sen ¢
(0]
(cm—am) BF=an
M = m
2A

um=am+(c™—am sn? (M 0).

La trayectoria se desarrolla entre los circulos
U=a,u=c,puessno=oysnK=1.

El angulo apsidal es, por consiguiente:

K
Y= —
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5.2.4. Partimos de la ecuacién VIl

Ad'?={(u—a)(u—c)(u—d)lu—b) a<c<d<b

naciendo los cambios similares a los anteriores para
llegar a la ecuacién ampliada

¢

(um—am) (um—cm) (um—dm) (um—bm)

VIF) A=

u2m~2

Siguiendo un proceso analogo a los anteriores se
llega a la funcion eliptica del tipo

D, rsn(mB ©)+D,
um=

r, sn{mB O) +1

Siendo: D, D, los puntos dobles de la involucion
que tiene por pares conjugados (a™, b™ y (c™, d™);

B’-=(D?—C"‘) (D?__dm) . (Dz——b”‘)rz/Az(Dz—D])z

r, r,las raices de la ecuacion bicuadrada en que se
transforma el segundo miembro de la ecuacion VII’
por la aplicacion de la homografia

um_D

um_D2

(véase el estudio de VII, ap. 4.1.)

2
El modulo de la funcion eliptica es k= — (r,> r,)
y laintegral completa r

n/2 do

o VvV 1—k?*sen?e

K =

Para®@=0,sn (mB®)=0, u™=D,
ParamBO=K,snK=1; um=cm
ParamB ©=3K,sn3K=—1:um=dn

Por tanto, la curva es periddica; se desarrolla
entre los circulos u=c y u=d, siéndoles tangente
con un desfase o angulo apsidal igual a

3K K 2K
— = igual al semiperiodo.
mB mB -mB
392

. n
Como el valor minimo de Kes — (para k=o},|

el periodo serd mayor que 31

m B
K es un nUmero irracional y también o}
es — K. Por tanto, tedricamente nunca pueden |

n

darse orbitas cerradas, aunque siempre periddicas, |
con las funciones elipticas.

Aunque en la practica nos bastan las aproxima
ciones. Por ejemplo, para k=0,98443251, K &, y}{

para k = 0,99986569420, K z-} .

6. CONCLUSION GENERAL DEL
PRESENTE ESTUDIO

En numerosas obras de Mecénica se alude a! te-} -
ma de la existencia de orbitas finitas producidas por |
una fuerza central funcion exclusiva de la distan.:ia.

El estudio parcial mas completo que hemos en-
contrado se debe al brillante matematico francé; J.
Bertrand, que presentd en 1873 a la Academie des| |
Sciences de Paris (10) un breve trabajo. donde de | -
muestra mediante aproximaciones diferenciales qué |
las Gnicas orbitas cerradas son las producidas pof | -
las leyes :

A
- Yy
r2

F(r) = F(r) = Ar

Otros trabajos de similar alcance fuerdn acor et
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¢ s por Halphen, Darboux y Koenigs (11), aunque
1 1sobrepasaron el hallazgo de Bertrand.

ORBITAS FINITAS Y PERIODICAS PRODUCIDAS POR UNA FUERZA CENTRAL

Solamente Marion (12) menciona en una nota a
i 2 de pagina que «ciertos valores fraccionarios de

'l potencia n (en r") pueden producir érbitas cerra-
G sy,

Cabannes en sus «Problemas de mecanica gene-

‘re» también se plantea la posibilidad de curvas
- ¢ rradas con fuerzas centrales del tipo r, pero por
. la metodologia empleada sélo llega a las mismas
. conclusiones que los autores antes citados (13).
Analogo procedimiento y resultados parecidos
. logra Lamb (14), manejando 6rbitas casi circulares.

Por esto creemos que debido a la mayor potencia

_cientifica que suministran las ecuaciones diferen-

ciales, hemos logrado mostrar tanto la existencia
como las condiciones de posibilidad de 6rbitas

- centrales finitas periodicas, asi como las fuerzas

que las producen.

Hemos obtenido los siguientes tipos de solu-

ciones periddicas finitas:

5.2.1.

2 . |
2um= — =a"(1+cosm@)+ b™1—cosm'@;
rm

- curva periddica inscrita entre los circulos u=a y

u=b. Periodo —@—-
m

£2.2.

sen?nE

i

+{c™—a") (bm—cm)
bm_am_ (bm__cm) Se”Z n @

Cu 3 periddica inscrita tangencialmente entre los

clre losu=cyu=bh. Periodo __:1_:_

1

rm -
sen?pe
+(bm—am) (cm—gm)

(bm—c™ +(cm—am) sen?p @
A periédica inscrita en la corona u=a, u=c.

{2)

5.2.3.

1

—

rl“

ums= =a"+(cm™—a" sn?(MO)

curva periddica inscrita en la corona u=a, u=c,

Periodo —2—'—(—
M
5.2.4,
1 D,r,sn(mB@) +D,
UMm= — =
rm r,sn{mBO) +1
curva periddica inscrita en la corona u=c, u=d.
4K
Periodo ——
m B

Son cuatro familias de curvas periddicas, normal-
mente no cerradas, que se desarrollan dentro de
una corona circular. En todos ellos u™ esta acotado
y es siempre positivo, cociente de funciones circu-

lares o elipticas, por lo que u es una funcion regular
y continua.

Son las Gnicas soluciones que cumplen las condi-
ciones de posibilidad de orbitas finitas y peribdicas
de una particula sometida a una fuerza central de-
pendiente de la distancia que mantenga una rela-
cion algebraica con la velocidad, es decir, Cuyo mo-
vimiento venga determinado por una ecuacion dife-
rencial algébricaenuyu’.

Y de todas ellas las Gnicas érbitas simples cerra-

das (elipticas) son las que responden a las fuerzas
atractivas

F=ku?=

—
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