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Se expone inicialmente la ecuacién que representa, con toda
generalidad, el movimiento de un contaminante disuelto en un acuffero,
realizando una breve revisién de los distintos métodos utilizados hasta la
fecha, indicando ventajas, inconvenientes y campos de aplicacion.

A partir de la revisién anterior se expone un planteamiento simplificado
para abordar, con mayor eficiencia de célculo, un tipo concreto de conta-
minacién de aculfferos, aquella que tiene caracter regional, que es tanto
como decir, asociada a la agricultura. Se efectua la discretizacién, utilizando
el método de las diferencias finitas, de la ecuacion diferencial, demostrando la
convergencia incondicional de la aproximacién numérica a la analftica, se
recomienda un método para la resolucién del sistema de ecuaciones
resultante indicando sus ventajas. Por ultimo se comparan las soluciones
dadas por el modelo con las analfticas para cuatro casos de solucién

i

1. LA ECUACION DEL TRANSPORTE DE
MASA EN ACUIFEROS

La ecuacioén diferencial que describe, bidimen-
- sionalmente, el transporte y la dispersion de una
i especie quimica no reactiva en un acuifero
: homogéneo e is6tropo es la siguiente (Redell y
~Sunada, 1970; Bear, 1972; Bredehoft y Pinder,
1 1973; Konikow y Grove, 1977).
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do:de:

C es la concentracién de la especie quimica
; disuelta.

§ Di es una de las componentes del tensor de dis-
persion hidrodindmica

i b eselespesor saturado del acuifero

i C' es la concentracién de la especie quimica en
una fuente o sumidero

3 Vv esel caudal de agua en la fuente o sumidero

£ X esuna coordenada cartesiana

: V. esla velocidad real del agua en la direccion de
Xj

£ "' » admiten comentarios sobre el presente articulo que
4 P¢ nremitirse a la Redaccidn de esta Revista hasta el 31
1 4o josto de 1982.
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conocida con las caracteristicas de contaminacién regional.

El primer miembro de la variacién total de masa
por unidad de superficie en todo el espesor del
acuifero. El primer término del segundo miembro
corresponde a la variacion debida a la dispersion
hidrodinamica, despreciando la difusién molecular
(Bear, 1972). El segundo término, corresponde a la
variacion debida al transporte por conveccién. El
tercer término corresponde a las posibles fuentes o
sumideros.

La aplicacién de la ecuacién (1) a casos reales se
enfrente con dos problemas béasicos:

—No existe en general solucién conocida de (1)
—El acuifero-no es homogéneo e isétropo.

Por ambas razones conjuntamente se recurre a |a
obtenciéon de soluciones numéricas aproximadas
recurriendo a los dos métodos clasicos para la
resolucion de ecuaciones en derivadas parciales, las
diferencias finitas y los elementos finitos.

La aplicacion directa del método de las diferen-
cias finitas sobre la ecuacién (1) provoca, en ei
termino de transporte convectivo, una dispersion
numerica que puede ser del orden de magnitud e
incluso mayor que la variaciéon debida al término de
dispersién, lo cual ha provocado el desarrolio,
dentro del método de las diferencias finitas, del
denominado método de las caracteristicas (Garder,
Peaceman y Pozzi 1964; Pinder vy Cooper, 1970;
Redell y Sumada, 1970; Bredehoeft y Pinder, 1973;
Konikow y Bredehoeft, 1978), medianté el cual se
suprime la dispersién numérica citada, siendo pre-

357



UN MODELO BIDIMENSIONAL PARA EL ESTUDIO DE CONTAMINANTES

ciso imponer ciertas restricciories a la discretizacién
espacial y temporal:

La resolucién de la ecuacion (1) por el método de
los elementos rinitos puede abordarse bien median-

te el método variacional (Guymon, 1970; Smith y

col. 1973) o mediante el método de Galerkin {Ariz y
col. 1968; Price y col. 1968; Bruch vy Zyvoloski,
1973; Gray y Pinder, 1974), obteniéndose grados de
ajuste similares de la solucién numeérica respecto a
la analitica en ambos casos (Smith y col., 1973). En
el caso de que la conveccién predomine fuerte-
mente sobre la dispersidn, aparece una dispersién
numérica que reduce la calidad de la solucién
(Pinder, 1973), obteniéndose, por contra, mejores
resultados que en el caso de las diferencias finitas,
cuando en el movimiento del contaminante tiene
gran influencia la dispersién, como es el caso de

una fuente puntual de contaminacién (Price y
col., 1968).

Como criterio valido, en general, puede indicarse
la conveniencia de utilizar el método de los
elementos finitos cuando se pretenda estudiar el
avance de un frente de contaminacién desde una
fuente puntual, dado que por ser muy importantes
los gradientes de concentracion suele ser muy im-
portante la dispersién, por contra cuando la
situacién no sea de este tipo sino que la contami-
nacion provenga de un conjunto de focos puntuales
o superficiales es conveniente la utilizacidon del
método de las caracteristicas.

En cuanto a las necesidades de programacion v
de ordenador, son similares para el método de las
caracteristicas y el de los elementos finitos.

2. LOS CONTAMINANTES DE TIPO
REGIONAL: SU MOVIMIENTO EN EL
ACUIFERO

Se denominan contaminantes de tipo regional a
aquéllos cuya entrada en el acuifero se realiza por
toda la superficie y en forma aproximadamente
uniforme. Los contaminantes reales que se adoptan
a esta definicién, son, en general, todos los
asociados a la agricultura de regadio, pues es el
riego el medio que este tipo de contaminantes,

abonos, aguas residuales, etz. tienen para alcanzar
el acuifero.

El movimiento de este tipo de contaminantes en el
acuifero viene caracterizado por dos efectos, la
ausencia de un frente de contaminacién propia-
mente dicho y por consiguiente gradientes de con-
centracion muy pequefios. De acuerdo con esto
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puede suponerse que al no efectuarse el movimie n.
to de contaminantes en forma de frente la disp . §!
sion numérica producida en el transporte por ccp.F:
veccion, si se utiliza exclusivamente el método 1 |
las diferencias finitas, ser& pequefa y que adem: 8§ b
la variacion de concentracién, debida a |3 .
dispersidn hidrodinamica también lo serd, por |of
que se propone utilizar como ecuacién represen :a.
tiva del movimiento del contaminante, en et §
caso, la siguiente:

2 (bC N o b

que no es mas que la (1) suprimiendo el términof
debido a la dispersién. En los apartados siguientes|
se procede a la discretizacion de la misma, para suij -
resolucion por el método de las diferencias finitas |
se demuestra la convergencia del esquema numé §
rico propuesto, y se compara la solucién numérics §
en cuatro casos de solucion analitica conocida parn |
comprobar que la dispersién numérica es pequefiay
que, por tanto, las simplificaciones propuestas son
validas.

La utilizacion de la ecuacion (2), resuelta por d|
método de las diferencias finitas supone, desde ¢
punto de vista de trabajo de programacién y caps
cidad y tiempo de ordenador, una mejora muy im
portante que permite, en el caso de no disponer d}
grandes ordenadores, abordar estos problemas.

3. DISCRETIZACION DE LA ECUACION
DIFERENCIAL

Este problema ya fue abordado para el caso de
i6n nitrato (Ramos Y Ferrer, 1979) y, en genera,’
para acuiferos libres (Ferrer, 1980), en este trabajo:
se generaliza para el caso de acuiferos semicon
finados, puesto que en este caso es posible el paso
del contaminante a través del acuitardo.

La obtencién de la ecuacién discretizada st
efectia a partir de razonamientos fisicos. St
efectia un balance de masa en cada una de las
celdas i, j (Fig. 1) en las que se divide la zon: d&
estudio, conociendo, por medio de un model de}'-'»
flujo con Ja misma discretizacién espacici §! -
temporal, los volimenes de agua que entran o s ‘len
subterraneamente de la celda i,j, los cuales mul iplr _
cados por su concentracién en el contaminante qu¢
se estudia permiten obtener la masa de conta: ait
nante que se estudia permiten obtener la mas:: d¢
contaminante que entra o sale suberrdneame 1te,
siendo la masa que entra, a través del riego, o sat
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p medio de bombeos, valores conocidos en
fu .cion de las dotaciones de riegos y la explotacién

'd. acuifero. Lo anterior se puede expresar en la
fc ma

DM (i) _ dMglij) d Mt (i)
dat = dt + dt S

"dcde:

M{i,j) eslamasatotalenlaceldai,

Ms(i,j} es la masa que entra o sale subterranea-
mente en la celdai,j

M (i,j) es la masa que entra o sale a través del
: terreno en la celdai,j

El primer miembro puede sustituirse por:

d M (i,j) dVGi,) Ch,j) _ dViii)

dat = dt T Cli,j -

v LG sy dhld e
vy SEH (@)

‘jdonde:

-V {i,j) eselvolumen de agua almacenado en la cel-
, dai,j

S:.j) es el coeficiente de almacenamiento de la
celdai,jporel &rea Ax Ay, dela misma

‘h{ i) eselnivel piezométrico en la celda i,j

+ la expresion (4) las derivadas pueden aproxi-
'@ por un esquema de diferencia hacia detras,
» 1o que si se representan los valores de h y C en
tporh1y C1, se tiene:

A ey hiii) —h14(,)) ..
T =S 1 Cli,j) +

primer término del segundo miembro, consta
uatro sumandos correspondientes cada uno de
+alos intercambios de la celda i,j con los cuatro
*centes, asi para las celdas i,j e i-j, de la figura 1
2ne que el caudal que entra o sale de la celda i,
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Figura 1.

aplicando la ley de Darcy, viene dado por:
. a4 Ay C A g
afg (i,j) = T§li—1,j) Y [h(i—=1j) = h(ij

(16)
donde:

Tf (i-1,j) esla transmisividad en el lado comun a las
celdasi-1,jei,j

este caudal de agua esta asociado al transporte de
la especie quimica que se estudia, obteniéndose el
caudal de masa muiltiplicando qfj (i,j) por C (i,j). si
se produce paso de agua a la celda i-1,j o por
C (i-1,j) si se produce paso de agua a la celda i,j.

Para tener en cuenta ambas posibi_lidades, se
adopta como expresion de la entrada o salida de

masa por unidad de tiempo de la celda i,j debida a -

su conexion con la i-1,j la siguiente:

(6fali,)) Cli-1,) — (1 — sfa(i,i) q fa (i,j) (7)
donde:

1sih(i-1,j) > h{i,j)
s fali,j) =

Osih (i-1,j) < h{i,j)

Procediendo anélogamente con las otras tres
celdas adyacentes a la i,j, se obtiene como expre-
sién de la variacién de masa por unidad de tiempo

en la celdai,j, debido a las entradas y salidas subte-
rraneas la siguiente:

AMs(ij)  _
At -
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= (6 fa (i) Ci-1,) + (1 — & fa(i,j) C (ij) afa (i,j) + salidas subterraneas se puede expresar como

T (o fp L) Cli+1,0) + (1= & fp (i) Ciiafp (i) +

+ (8cali,j) C(i,ji-1) + (1— 5 ¢ca(i,i)) Ci,j) qca (i) +

+(ocp ) Cliji+1) +(1=0 cplij)) C i) qep (i)

(8)
donde:
qu(i,j) = T¢i,j) (h(i+1,) — h(ij) Ayl Ax
qcali,j) = Tcli,j-1) (hi,j-1) — h (i) Aax/ Ay
QCp(i,j) = Te(i,j+1(h(i,j+1) —h{i,j) ax/a y
siendo:

T (i;j) la transmisividad entre las celdas ijei+1,
Tc (i,j—1) la transmisividad entre las celdas ibi—1le i}
Tc (i,j) la transmisividad entre las celdas ijeij+1

y definiéndose:
Tsih(i+1,)>hij
Osih(i+1,j)< hi,j
Tsih{i,j—1) > h(i,j)
Osih(i,j—1) < h{i,j
Sep i) = 1Sih (i,j+1)> h{i,j)
Osih(i,j+1)=<h i)

o} fp (i,j) =

dcalij) =

La expresion (8) corresponde exclusivamente al
transporte por conveccién, que es el Gnico que
aparece en la ecuacion (2).

En el segundo término del segundo miembro se
deben distinguir las salidas y las entradas a través
de la superficie del terreno.

Las salidas se deben exclusivamente a los
bombeos y su expresién por unidad de tiempo sera:

—Q(i,j) C (i,j) (9)

Las entradas se produciran a través del riego y

para la celda i,j se pueden expresar, por unidad de
tiempo, como:

Qm (i,j) /7 at (10)

siendo Qm (i,j) la cantidad total de masa que
alcance el acuifero en la celda i,j, durante el
intervalo de tiempo A t.

Por tanto la variacién de masa por unidad de
tiempo, en la celda i,j, debida a las entradas Y
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+ los términos que corresponden a una mising }.

. . .. Q -,-
LBl - _adpcp + Smlid

anf

Igualando (4) a la suma de (8) y (11) y agrupard b
concentracion, se obtiene como expresién de |3 §
ecuacion (2) discretizada para la celda i,j I3

siguiente

— 5 calid)acalij) VA%T Cli,j=1) —

hii,j) —h1(i,j)

(—Sfi,j) AT

Vii,j A
11 L + (1— 5fa(l,J)Qfaw

+ (1= 8fp (i,j)) afplij) + (1— dcaliidaca (i) +§.

+ (1= ocp i) acp i) = QUi Fy Cil) - |

1 | 3

o . At . _
5 ¢p (L,j) qep Vi) C(ij+1)
. Y . .
— & Ca(I,J)QCa(I,J) W C(l+ 1,J)""
_ : Qmili,j)
C1(,j) + Vi (12)

Al plantear la ecuacidn (12) para todas las celdas
en los que se ha discretizado el acuifero, se obti :ne
un sistema de ecuaciones de la forma:

(A fci=4c1t +fjAacri={cFr] 13

El vector }C FTf agrupa las concentracione; al
final del intervalo de tiempo anterior y la variaciér de
concentraciones que se producird debido a la an
trada de masa a través de la superficie del terrenc La
matriz'A incluye los cambios de concentracién jue
se producirdn debido al movimiento del agua e €
acuifero, obteniéndose todos los elementos d : 12
matriz a partir de los valores suministrados pcr el
modelo de flujo asociado. Por tanto, el probl ma
queda resuelto sin més que hallar la matriz inv rsa
de A de forma que:

fci=(a) jcr| 14
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4 CONVERGENCIA DEL ESQUEMA

NUMERICO PROPUESTO

La aplicacién sucesiva de la expresion (14) permi-

‘te obtener una aproximacién numérica de la
e uacion (2), siendo preciso demostrar que dicha

. ap roximacion converge hacia la solucién analitica,
- e« decir que es posible aproximarse a dicha solucién
' taito como se quiera sin mas que disminuir el
 ta nafio de los intervalos de espacio y tiempo.

tas condiciones necesarias y suficientes de

~ convergencia de una aproximaciéon numérica son,
~(Isacson y Bishop, 1966), los siguientes:

a) Las derivadas se han aproximado directamente

' sobre la funcion, es decir se ha utilizado un
- esquema de diferencia hacia delante, diferencia
- hacia atras o diferencia central.

b) El radio espectral de la matriz A—1 de (14) es

estrictamente menor que 1, es decir el maximo
- modulo de los autovalores, es menor que 1.

La condici6n a) se cumple por la forma en que se
han aproximado.las derivadas en el apartado 3.

La demostracion de b) se efectuard mediante la

- equivalente de que el médulo minimo de los auto-

~valores de la matriz A de (13) sea mayor que 1, ya

~que al ser las matrices inversas sus autovalores
. también lo son. Para la demostracién se utiliza el

teorema de Gerschgorin (Durand, 1972), el cual
enuncia que los autovalores de una matriz A se

~encuentran situados, en el plano complejo, en el

interior del recinto obtenido por la unién de los cir-
culns de centro, para cada fila 1, A (1,1) y de radio

' par.ila citada fila, el siguiente:

Rex JA(m (15)

28i6n (15) se obtendra por suma de los coefi-
es de {12) no asociados a C (j,j), es decir:

\f(+,) (5 a (i) afalid) + foli,j) afplij) +
Calij) aca (i,j) + ocplij)acp i) = Ii/((illiji)
(16)

le Eg (i,j) es la suma de todas las entradas sub-

‘neas de agua a la celda i,j durante el intervalo
2mMpo At. '

centro del circulo correspondiente a la celda i,j
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ipuesto que la fila 1 corresponde a la celdai,jla

es el término de (12) asociada a C (i,j), el cual puede
escribirse como:

1450 —M")V“(“i J.T ip 3 ,“J.'" + Q“'ﬂ’]“

(17)

donde Sg (i,j) es la suma de todas las salidas subte-
rraneas de agua de la celda i,j durante el intervalo
de tiempo A t, las cuales pueden también escribir-
se, a partir de 1a discretizacién de la ecuacion del
flujo de agua subterrénea utilizando un esquema de

diferencia hacia atrds (Prickett y Lonquist, 1971)
como:

Ss i) = Eg{i,j) + I(i,j) —Q(i,j) at—S{ij)
(h(i.j) = h1 (i) (18)
donde 1 (i,j) es el volumen de agua que alcanza el

acuifero, en la celda i,j, procedente de la superficie
del terreno en el intervalo de tiempo At.
Sustiuyendo (18) en (17) se obtiene

Es (i) + 1(i,j)
)

1 + (19)

Por tanto, y para el autovalor L de menor valor
absoluto de la matriz A se cumplird que para al
menos una de las n ecuaciones del sistema (13)

L)
Vi, j)

Esli,j) Ii,j)
1+ <[L{<‘1+2 ¥ +W-TI,J

(20)

De la expresion (20) puede deducirse que solo
dejaria de cumplirse la condicién b) en el caso en
que se anularan simultaneamente las entradas sub-
terrdneas, celda fuente, y la infiltracién a través de
la superficie del terreno, condiciones que son prac-
ticamente incompatibles, debiendo considerarse
ademas que en el tipo de acuiferos reales a los que
se aplica la infiltracién no debe ser nula en casi
ningun caso. En cualquier caso debe indicarse que
siempre | L | > 11lo cual supone que los errores
numéricos de cada intervalo de tiempo no son
aumentados sino, en el peor de los casos sumados,
bastando que en la mayor parte de los intervalos de
tiempo se cumpla que | L | > 1 para tener asegu-
rada la convergencia de la aproximacién numérica
propuesta.
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5. METODO DE RESOLUCION PROPUESTO

En general, la resoluciéon de un sistema de ecua-
ciones lineales como es el (13) es resuelto mas
eficientemente por métodos iterativos, tanto desde
el punto de vista de capacidad como de velocidad,
siempre que pueda asegurarse que las caracteristi-
cas del sistema admite este tipo de resolucién. Este
es el caso del sistema (13), puesto que cumplen una
condicion suficiente para ello, como es (lsacson y
Bishop, 1960) la siguiente:

n

max ¥ Allm) < 1 (21)
- A(1,1)
m=1
1#£m

en el caso que se estudia y de acuerdo con (16) y
(19) la expresion (21) puede escribirse como:

max <1
i 1 4 Eslig) +1(i)
L

expresion que es evidentemente cierta. Por tanto se
recomienda la resolucion mediante métodos itera-
1ivos.

(22)

Dado que la matriz A es pentadiagonal el sistema
iterativo méas eficiente es en este caso, el IADI
modificado, cuyo desarrollo no se efectia aqui.
Puede consultarse el Boletin n.° 41 del S.G.0.P.,
donde aparece dicho sistema aplicado a la resolu-
cion de la ecuacion del flujo en un acuifero, basta
cambiar h (i,j) por C (i,j) y considerar los coeficien-
tes de la matriz A para abordar el problema sin
mayor dificultad.

Se ha comprobado que el método propuesto es
de una gran eficiencia, pues tanto en la fase de
comparacion con soluciones analiticas, apartado 6,
como en la aplicacion a un caso real, ha bastado
una sola iteracién para obtener la solucién con
aproximacién de 5 cifras significativas, lo cual es
'més que suficiente para los fines usuales en este
tipo de modelos.

6. COMPARACION ENTRE SOLUCIONES
NUMERICAS Y ANALITICAS

Como comprobacion final de todo lo dicho en los

apartados anteriores se comparan las soluciones’

numéricas en cuatro 'casos, representando los
valores numéricos obtenidos para distintos espacia-
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150 Ars Ay = 300m

dos de malla y distintos valores del intervalo de;
tiempo.

Los casos estudiados se corresponden con og}
esquemas siguientes:

a) Acuifero circular, con pozo central de reca g m{
y borde de nivel constante, flujo estacionario.

a.1) Acuifero semiconfinado (fig. 2y 3)
a.2) Acuifero libre (fig. 4y 5)

b) Acuifero rectangular con dos bordes opuestos §é‘

impermeables y niveles constantes en los otros cos }-
flujo estacionario.

b.1) Acuifero semiconfinado (fig. 6y 7)
b.2) Acuifero libre (fig. 8 y9)

En todos los casos se impone una entradf -
constante de masa a través de la superficie def !

Clyr/m)

— Solucion anahtica

x At =15horas
o At=40nhoras
A At=060horas

100

50 /

Q 50 100 150

200

Fig 2 Acuitero crcular semiconfinado |

Clgrim) e

150 Axzhy=600m /

— Solucion analitica v
X At=15horas

o At=40horac :
a  Ats=70horas 0

o]
o

50

0 50 100 150 200

Fig 3 Acuifero circular semiconfinado
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) Clyr/m)
Ay =200m
— Solucienanalitica
o s anners
: Lo At=T70 T ores

Figa Acuifere arcutir ne o

T e [NEYEY
bl ) L

Fig b Acaiiero circular Na ST

;(ig'

Sy s hm /

ot

1

]

;

!

L0 . R

Fig 6 Acurierc rectangular 6200000 1000

N AR

Ta T Acmioro reclangular somconiinaco

~ 0 N u
Ciarim’)

A Ay 300m

Aatitien

o

S horas

>

A0 hoaa

0 0 160 ST 700

Fig 8 Acuifero rectangular confinado

= Ay = 600 m

Setucian analitca
At =15horas

<AL= A0 noras

o AL =T70horas

50 120 120 200

oy Acaiizeo rectanilar no confinado

B

A

t(horas)
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terreno, M, cuyo es valor es de 4,1667 gr/mz/hora
en los acuiferos libres y 3.125 gr/m2/hora en los
acuiferos confinados. La porosidad, es, en ambos

casos a) y b), de 0.1 y la permeabilidad de 100
m/dia.

El error méaximo admitido por celda es de 0.1
gr/m3

En los casos a.1) y b.1) el espesor del acuifero
es de 30 m.

El caudal recargado en el caso a) es de 1 m3/seg.
y el nivel constante, situado a 5.000 m. del pozo
central de recarga es de 50 m.

Los niveles constantes en los casos b) son de 50 y
30. :

Los puntos de observacidn estan situados a 3.000
m. del pozo de recarga, casos a), y 3.000 m. del
borde de nivel superior, casos b).

La observacion de las figuras 2 a 9, pone de mani-
fiesto la concordancia entre las solumones analitica
y numérica en todos los casos. En los casos a.2) vy
b.2) aparece una pequefia dispersién numérica, que
se ve afectada por la variacion de la amplitud del
intervalo de tiempo. La amplitud del espaciado de
malla se |nfluye significativamente sobre la disper-
sion. numérica, que se reduce al disminuir aquel,
aunque la cntada dispersién se mantiene pequefia
en valor relativo para valores del espaciado de malla
lo suficientemente grandes como para hacer
aplicable el modelo propuesto.

7. CONCLUSIONES

El esquema numeérico propuesto es incondicio-
nalmente convergente a la solucién analitica de la
ecuacion que aproxima, independientemente de la
discretizacion espacial y temporal utilizada.

La dispersién numérica en los casos de conta-
minacién de tipo regional, es pequefia para los
espaciados de malla usuales en los modelos en
diferencias finitas.

* La utilizacion del modelo propuesto, en los casos
indicados supone, respecto a los métodos usuales,
un aumento muy importante de la eficiencia del
calculo, disminuyendo la capacidad de ordenador
precisa y aumentando la velocidad de calculo.
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