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‘Una aplicacion elemental del teorema
‘del punto fijo a la resolucion

,
:
.
}
.
3

de la ecuacion de tercer grado"

Por JOSE LUIS ROMERO MARTIN

Ing. de Caminos, Canales y Puertos

Se presenta un método numérico para la resolucion de la ecuacion de
tercer grado de sencilla utilizacion con calculadora de bolsillo, y asimismo
ficilmente programable. EI método no emplea la derivada (método de
Newton), ni tampoco emplea las cuertias (régula falsi), sino que maneja las
sucesivas aplicaciones de una funcidn contractiva a un valor inicial ar-
bitrario perteneciente a un determinado intervalo.

INTRODUCCION

Abordamos la resolucion de la ecuacidn de tercer
grado por el método iterativo del punto fijo, pre-
tendiendo destacar el resultado de obtener interva-
los cuyos extremos son funciones sencillas de los
coeficientes de la ecuacion y en los cuales la conver-
gencia de las iteraciones estd asegurada debido a la
contractividad en los mismos de dos funciones
determinadas por los coeficientes de la ecuacion.

Damos un cuadro resumen de los casos posiblies
y de los intervalos donde localizar las raices reales
con la funcién iterante correspondiente.

Se estudian todos los casos posibles no triviales
en funcidn de los signos de los coeficientes de la
ecuacidn, realizdndose un grafico de cada caso.

Sea la ecuacidn de tercer grado con coeficientes
reales X®+ AX?*+ BX+ C=o0, donde A#o. Pase-
mos de esta ecuacidn a otra de tercer grado donde
el coeficiente del término de segundo grado es nulo;

para ello haremos la sustitucién X=x—

A
3 obte-
niéndose una ecuacion del tipo x*+ px+q=0,

e A _ 2A  B-A
donde p=1B 3 yq=C+ 57 3

{*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que
podrdn remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta el 31
de agosto de 1982,
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Sea

. X34+ AX*+BX+C=0 A#0

donde X=x — A

I, x*+px+q=0 3

M. 3x'+p=0

Teniendo en cuenta que en una ecuacién de
coeficientes reales se cumple que si posee una raiz
compleja, también posee como raiz a la compleja
conjugada, tenemos una de las alternativas si-
guientes:

1.2 La ecuacidn |l posee tres raices reales sim-
ples.

22 La ecuacidn |l posee una raiz real y dos
complejas.

3.2 La ecuacidn |l posee una raiz real simple y
una raiz real doble.

4@ En el caso de la ecuacidn |l, poseer una raiz
triple, ésta es x= 0, sucediendo esto cuando p=0y
q=0.

En efecto:

(X = Xo)*=x>—(3 %) X2+ (3 x3) x —
—x3=0 que para X, ¥0
es de distinta forma a la li.

En el caso de que Il posea una raiz real simple y
otra raiz doble, éstas cumplen la relacion:

Raiz real simple = — 2 raiz real doble.
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En efecto:

(X = Xo) (X = ;)2 = (x = x,) (=2x x+x})=x—
= (2% + %0) X2+ X, (2 %0+ X,) X —=xox2 =, que es del
tipo Il cuando xo=—2 x,.

La raiz real doble de Il debe satisfacer la ecua-
cion lll, y esto sélo se tendra para p € 0.

Por tanto, la raiz doble de Il es una del conjunto

Vistas estas propiedades, recordemos el enuncia-
do del teorema del punto fijo:

Sea (S, d) un espacio métrico completo, y sea f
una funcién que cumple a) f(S)cS y Vxy de S,
d(fx), fy)< K a (x, y), oL K< 1. '

En estas condiciones f posee un tnico punto fijo,
que es p= limx, donde x, es un elemento cualquiera
N —% 0

de S, x,="f(xo), X, = (x,), ..., x, =¥ (Xn—1)

En el caso de funciones de R en R tal gue
f[a, b]<[a, b] que sean derivables en [a, b] con|f'(x)
S K <1 es facil ver que dichas funciones son con-
tractivas en ([a, b], d), donde d es la métrica del valor
absoluto y ([a, b}, d) es un subespacio métrico com-

pleto de (r, d), por tanto, f posee un tnico punto fijo
en [a, b].

De la ecuacién Il. se puede despejar x de dos
—_—y3 - —

modos diferentes x = xhpq__ yx'=\/ —px—aq,
p¥ O, esto nos sugiere dos funciones fy @ definidas

por fix) = —X =9 yolx)=V=px—q.

Log puntos fijos de fy ® son soluciones de la
ecuacion Il y reciprocamente, es decir, f(xo) =
=X X3+ p %+q=0,y O(Xo) = xo%> X3+ pxo +
+qg=0.

El propdsito de este trabajo es estudiar las fun-
ciones fy @ para poder aplicar el teorema del punto
fijo y obtener de este modo las raices reales de la
ecuacion i,

Observemos primeramente que fy @ son inversas
la una de la otra, es decir, f-@=i; en efecto, (f )
(x) = f(o(x)) = x = i(x) ¥ x€ R, en todo momento p #0.

Como consecuencia de esto, las graficas de f yo
son simétricas respecto de la recta Yy =X

En efecto:
Si fla)=b, veamos que ¢(b)= a; @(b) = (f(a)) =

=(p-f) (a)= i(a)=a, y (a, b) y (b, a) son simétricas
respecto de y =x.
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La funcién f(x) = —xpdé-responde al tipo fix) =

f(x) =a x* =B, cuyas gréficas son del tipo de la fi-
gura |, que en x = 0 poseen un punto de inflexién de
tangente horizontal.
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Figura 1,

Veamos cudl es el lugar geométrico de los puntos
de la pendiente 1 y de la pendiente — 1 de Ia familia
de curvas f,(x) =a x% para ello obtengamos las iso-
clinas de pendiente 1y — 1 correspondientes a la
ecuacion diferencial de la familia anterior

y =a x*
de donde y'=3 ia— xt=3 L
y'=3q x? X X

es decir, la ecuacién diferencial de la familia es y'=

=3 —::— la isoclina de pendiente 1 es la recta y=

1 .

= 3~ x para a? 0, y la de pendiente — 1
1 . .
es larecta y=-— 3 X para a < O (ver figura 2).
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Para las funciones y=a\¥xcona >0y a < Qel
lugar geométrico de los puntos de pendiente 1y —1
estdn situados en las rectas y=3 x e y=—3 X,

respectivamente.
Estudiemos ahora para la funcién f(x) =

—x*—q
p
-—3x

el intervalo donde|f(x)|[< 1; f(x

’

—3 X ‘(1 3 x2<]p|;|x|< es decir, dicho
P
intervalo es | = \
Los puntos f{x)=1 o f(x)=—1 son |- _P_\

NG

>)f<\/if§-'

. f \-—g—-D (ver figu-

gura 3).
Y »/ \\ Y
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Figura 3.

El conjunto de puntos donde |(p (x 1 es
J— ( o0; min f — . :\) \Y
(max ;f ( l (p no es-

td dsfinida para x—-— q/p
En los cuatro casos que a continuacién estudia-
remos p#o y q¥Fo.

Las funciones f(x) =

—_ x3 —
—E——(LV(P(X): V—px—q
s$on estrictamente crecientes o decrecientes.

Seguidamente se da la idea clave para la bus-
queda de las raices y para la determinacién del
nimero de las mismas, dicha idea es la comparacién

(\q P \/ P
d —_— - —_— -
e 3 )y de . 3 conf(
—l para valores de.p { Oy p > O respectiva-

P
=3 conf

mente, dicha comparacién indicard el nimero de
cortes de la gréfica de f(x) con la recta y=x y por
tanto el ndmero y localizacién de raices reales de la
ecuacion x*+ px+q=0.
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Pasemos a continuacién a estudiar los cuatro
casos en funcion de los signos de .p y g consi-
derando en todo momento p#0y q#F0.

— Caso1° p>0, 20

— Caso 2° p»0, g0

— Caso 3° pf0,g>0

— Caso4° p<0, g<0
CASO 1.0

Seap» Oy q?> O lafuncidn f(x), puede escribirse
del modo siguiente:

3
flx)=— X~ Jﬂ— se trata de una funcién es-
p P

trictamente mondtona decreciente, de ordenada en
el origen negativa; esto nos indica que sélo habra
una raiz real y que ademds en este caso es negativa.

Veamos que la comparacidn de -—V‘ P con f (
P P
—5—) nos puede darf H l V 3 l

en cuyo caso el problema esta resuelto, pues x=r=

1.0 a)
H ‘ —\/ —P—|< 0, hay una sola raiz,

como hemos dicho (ver figura 4).

es la solucidn de la ecuacion.

Figura 4.
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La gréfica de f(x) Y @(x) nos indica que la raiz

hemos de determinarla con |a funcién o(x), que es \\\ H R
\ ' s’
N\ <
contractiva en el intervalo [f (— \/ ;D +a?% - AN e
VTP . ) ' N N o
- v —é——J Para un cierto a’ lo suficientemente pe- \ I (LE) ,
queno.
En efecto:] o 1x)|< ”“Pj\\ V2
n efecto: {x)|< 1 en {f (—-1( 1—3—-;/ ,"s‘j T;]
\ 'TT Y ' i3 P r
ademds E‘(— e - cif (—
1=V Yimeil <

- \/EP_TD a \ﬂ_g”'

I N\
Ahora bien, 9'=—1 parax = f (—- l-—i——] luego \

. f(x

. \/ P P a
® no es contractiva en |f (— \J N Y . Figura 5
sin embargo si o es en un cierto invervalo S.
= —_— _.P_ 2 P 2 7'0' C)
S !}‘( \/‘3)+a,. 3Jconalo

. ) P
suficientemente pequefio, ya que en este intervalo S f (‘ \ ,‘3“!)> 0! "3" en este caso hay
se cumple que ¢(S)e Sy quel@ <1 ¥ xeS, juego la '

] , s6lo UNA RAIZ.

raiz la podemos encontrar partiendo de un valor

cualquiera x, r 5 5 La raiz la determinamos con la funcién f(x), que es
Xo€ {f (— \/’—5—) Y T] (ya contractiva en el intervalo [~V la] Q]

que X, pertenecera a algun S) e iteraremos con 0,
. ’ . \
es decir, raiz=r= ’l1|m X, donde x, = Q(%o) X2 = Q(x... -V
— — 00
o Xn T O(X, 2 )

Para obtener r la raiz basta con tomar  x,g[
lal. O] e iterar con la funcién f(x) (ver figura ).

En los demds casos se hace un razonamiento . ™y .
andlogo a éste; en ellos se ha abreviado el mismo N .
por lo sugerente de las gréficas de f(x) y q(x). N e
?.0, b/ \\\ ///
JL(X) \\ /’/
0 )f P > V[P i \ e P
M= ITI —\ IT en este caso hay \\\ \\\ R
UNA RAIZ \\R::_"‘"""“"“'\‘\‘“ ﬂ;‘m)
. . ., A NS . ——
La raiz la determinamos con la funcidn f(x) que 3 TITTTF =
( ) g ﬂl\?ﬂ }‘h_ﬁ?:\ \\f\// \\
P * —= e
85 contractiva en ef intervalo [— ’-3— +a?f (—- \\ s SN -
L N \
P*— \\ \‘
- \/'TD] para un cierto a? lo suficientemente N ‘\\
. .
pequefo. N \f
/ AN (X)
Para obtener rla raiz basta con tomar x,€ | — 7 AN
AN
- ’%’,f - ‘?P-l ] e iterar con la funcidn
f(x) (ver figura 5). Figura 6,
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CASC 2.°

Seap?0OyqgrCla func&on puede escribirse del si-

C}U‘ente mogo: )' = - --—SI— *SJ[A

e 3 g ‘“ P ; . :

Piifi—l <A/l en este caso s6lo hay
'.\\ g ll 'f!i [V

UNA RALZ

La raiz la determinamos con ia funcidn f{xj, que es

contractiva en e! intervaio if 4 ;;-—-—1\1 ‘\i’r’_vP z—-

1 5
1 para un Q7
i

- lo suficientemente pequeio.

iz raiz basta con tomar X€

Para obtener| r
A
i

[V

(ver figura 7).

P .
—,—,—-‘i e iterar con la funcion f(x)
o {4

o

.‘
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(,// h \}({rﬂ) \“%J' XI'(\,‘-}
/"1 : ‘\ J b
. N
Ve \
./ AN
/" \“\‘
AN
1 \\
Figura 7. i \\
2.0, b)

f (\/ -—g—D <o« \/l—g—- en este caso sélo hay

UNA RAIZ REAL.

La raiz la determinamos con la funcién f(x) que
es contractiva en el intervalo [0;V [q|].

- JULIO 1982

Para obtener r la raiz basta con tomar x,€{0;

\3’?1] e iterar con la funcién f{x) (ver figura 8).

N ~
NN
N i
e
N
T 3 v .
RN
j((l\l) R \\ .
N \
\ AN ()
Figura 8, A
2.° ¢

() Vi

UNA RAIZ REAL.

t> 0, en este caso sélo hay

La raiz la determinamos con la funcidén @(x), que

1 (150

3
—q?| para un .’ lo suficientemente pequefio.

|
2

gs contractiva en el intervalo l

Para obtener r la raiz basta con tomar Xy€

H <\/ )1 e iterar con la funcién @(x)

\ver ﬁoura 9).
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Figura 9.
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CASO 3.°

Sea p<oyq>0lafuncién puede escribirse del si-

3
guiente modo: f(x) = —[’ér +

3.0, a)

o(f ‘ \/'-E—D < l—g— en este caso hay TRES
RAICES REALES.

La raiz r; la obtenemos con la funcién @(x), que

. . P
es contractiva en el intervalo =

;a2) con Q2
lo suficientemente™grande.

Para obtener r, partimos de x,€ V . 00

iteramos con Q(x).
La raiz r, la obtenemos con la funcién f(x), que es

%—"— B") con 32 lo

contractiva en el intervalo (0;

suficientemente pequefo.

Para obtener r,, partimos de x,€ (O; |—;'D e ite-

ramos con f(x).

La raiz r; la obtenemos con la funcién @(x), que es

contractiva en el intervalo (—yz; - \/ —g-l) con y
lo suficientemente ‘grande.

/
Para obtener r; partimos dexo€ {—o0; — ‘%. )
e iteramos con Q(x) (ver figura 10).
3. b)
P P
f (VI—B—D > \/’-3—|> O, en este caso hay UNA
RAIZ REAL.

La raiz la determinamos con la funcién @(x) que es

: . P
contractiva en el intervalo <— a% - l-S—D para un

a? lo suficientemente grande.

Para obtener r la raiz basta con tomar x, € (—oo; -

’-g-l) e iterar con la funcidn @(x) (ver figu-

ra 11).

ARA

Figura 10,

Figura 11.
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CASQO 4.°

Sea p< 0y q<O0 lafuncién puede escribirse del si-

do: f{x) = ==
guiente modo: f(x =—l—-l———H—
p P

4.0 a)

f(— \/‘%D (- l—g-' 0, en este caso hay
UNA RAIZ REAL.

La raiz la determinamos con la funcién @(x), que

: - P
es contractiva en el mterva!o( l—é— ;

(12> para un
a? lo suficientemente grande.

(

ra 12).

Para obtener rl la raiz basta con tomar Xg€

3

; oo) e iterar con la funcién ®(x) (ver figu-

’1‘1

Figura 12,

O

en este caso hay

O>f - \/ ____
TRES RAlC REALES

La raiz n la obtenemos con la funcmn ©(x), que es

contractiva en e! mtervalo H ’

suficientemente grande.

con a2 lo

JULIO 1982

Para obtener r, partimos de X0 € (V‘-%—‘ 00) e

iteramos con @(x).

La raiz r, la obtenemos con la funcién f(x), que es

contractiva en el intervalo <— V‘ —-—;——\—FBZ; O) con

B? lo suficientemente pequefo.

Para obtener r, partimos de xq€ (— Hl—g—l O) e

iteramos con f{x).

La raiz r. la obtenemos con la funcién @(x), que es
l £ cony?
3 Y

Para obtener r, partimos de: x,€ (— 0; —

contractiva en el intervalo <— v -

lo suficientemente grande.

e iteramos con @(x) (ver figura 13).

\d /

Figura 13.

Damos a continuacién un cuadro de casos po-
sibles en funcién de los signos de py 1, en sl que
estdn definidos los intervalos donde localizar las

raices y con la funcién f o @ que sea contractiva en
cada caso.

Completemos todo lo anterior viendo los casos
no considerados en el estudio precedente, y que no
estan incluidos en el cuadro resumen.

p=0yq=0 laraiz del Il es x=0 triple.
p=0yq#0 laralz real es \3/ 'y las comple-

jas \/—
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p~ 0, la raiz real es O y las comple-
S jas \/pi.
¢ O, las tres raices reales son 0,
+ \/_- - \/_
En los casos estudiados 1., 2.2, 3.2y 4.° para los
que pF0 y g#0, no se consndero el estudio de

- Vb G

p#qu=C<

CASO 1.0

P>0,sif “' ‘ 3 = E
es la raiz real de la ecuamon temendose este caso
cuandoq=4 l—g-—

CASO 2.°

P>OS|f H ) H X = \/ esia

raiz real de la ecuacnon temendose este caso cuan-

3
woq=—a \[Z]
CASO 3.°
. p P
P<O,suf( ’TD \/ 3 \/ lesla
. P .
raiz real doble y x=—2 —'2_! es la raiz rea!

3
simple, esto se tiene cuando q=2 \ /l-g-! .

CASO 4.°
p<o, s1f \/ ‘ \/ \”—g—-l

es laraiz del dobley x = H es la raiz real sim-
ple, teniéndose este caso cuando q=— 2 \/

i P
~ 3258798me&ﬂmndof(\A—§r

Para ilustrar el método, resolvamos ia ecuacidn:
¥+ 15 x =500 =2,
p=15y g=~500, el cuadro nos indica gue esta-
P —x*+ 500
mos en el caso 2.°, f{xi =

=\ — 15 x4 50C; reaiicem fa comparacién
5 i ‘E ['E g L

l = iconf \ DAl —=—i=
fr03 P S IR R

—_— ” -

A PR~ o)
RS B Z,ZJ6OL‘) .A’b

=f\/5)=

? 'i;§ V&
[ H
v

mos en el cuadro que corresponde al caso en el ude

la raiz real estd localizada en el intervalo [\/i —--,;
P

f et
( 3

En este intervalo la funcién que es contractiva es
la @(x;.

Comencemos, por ejemplo, por xo=17.

)J [2,2360679...; 32,58798...)

x, = (7) = 7,337233
X, =Q(x,) =7,305775
X3 = Q(x,) = 7.308723
Xa = @(x3) = 7,308444
X5 = (x4} = 7.30847 1
Xs = O{xs) = 7.308469

0{xs) = 7,30846¢

Luego r= 7,308469. La capacidad de la calcula- ‘

dora de bolsilio utilizada no nos puede dar una
aproximacion mayor que 7,308466,

7,308469° + 15 X 7,308462 — 500 = 390,3726 +
+109,62703 — 500 = — 0,0004.

Si hubiésemos partido de x,= 32, la sucesisn
serfa x; = Q(32) = 2,714416; x, = @(x,) = 7,715431,
X3 =Q(X,) = 7.270173, x, = @)x,) = 7,312053, x,=
=7,308134,%5=7,308499, x,=7.308467, x,:=
=7,308469, x, = 7,308468, sucesidn evidentemen-

te convergente a la misma raiz como asegura el
teorema del punto fijo.
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