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Una aplicacion del método de
los elementos finitos al trazado de carreteras

Por AVELINO SAMARTIN
y LUIS MORENO

E.T.S. Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos
de Santander.

El método de los elementos finitos ha encontrado numerosas
aplicaciones en la resolucion de problemas de tipo estructural. No
obstante sus posibilidades son mucho mas amplias, como se pone de
manifiesto en la aplicacién que en el siguiente articulo se hace de dicho
método al trazado de carreteras, de interés en casos especificos, como el
tratamiento de problemas de optimizacion.

1. INTRODUCCION

El método de los elementos finitos surgidé hace
mas de veinticinco afios (1), como respuesta para
la resolucién de un problema estructural. Desde
entonces su progreso ha sido extraordinario,
constituyendo actualmente una importante
herramienta para el estudio de problemas de
campos matematicos, que permiten modelar una
gran variedad de situaciones fisicas. Los funda-
mentos matematicos del método han sido bien
establecidos (2), y numerosas variaciones y plan-
teamientos son posibles: técnicas de las
funciones pesantes (Galerkin, colocacion, etc.),
procedimientos semianaliticos (bandas finitas,
lajas y prismas finitos, etc.), asi como el conocido
meétodo de los elementos de contorno, son
algunos ejemplos de las numerosas posibilida-
des existentes. Una revisiéon de las mismas puede
verse en (3). Aqui, se presenta una aplicacién
Muy concreta al trazado de carreteras, que puede
ser de interés en algunos casos especificos como
en el tratamiento del problema de optimizacién.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Desde un punto de vista matematico el trazado

en planta del eje de una carretera puede estable-
cerse como sigue:

Se conocen las coordenadas globales de N
puntos, Pi(xi, yi), ordenadas, segtin la direccién de
avance en el eje. :

—————

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo que

podran remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta el 30
de abril de 1982.
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El problema consiste en determinar una curva
que pasepor los citados puntos y sea continua, y
mas aun, con pendiente y curvatura continuas.
Esta curva podré satisfacer, ademas una serie de
condiciones adicionales de “contorno’’, en el
sentido, de imponer pendientes en los puntos de
entrada, salida o intermedios, o bien valores de

las curvaturas en algunos de estos puntos
arbitraios P..

3. APLICACION DEL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS

Se denomina i, al segmento que une los dos

puntos, Pi y Pi1 y segin la figura se puede
escribir:

=172 Ve 1 — %02 + lyig 1 — yp2

Xi+1— X

; Yi4+1 —VYi
21;

211

Cos nj = sen aj =

i-1

Figura 1. Poligonal.
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UNA APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL TRAZADO DE CARRETERAS

A la curva que se busca, y = y(x), que pasa por
los puntos Pi y es continuo C?, se le impone la
condicién siguiente de “suavizado’”:

y (x) minimiza la funcional (f) %32— [1]

_ En donde la integral curvilinea se extiende a
y = y(x),ds es la diferencial de arco y R el radio de
curvatura (*).

Como es conocido, la técnica de los elementos
finitos permite resolver el problema [ 17, mediante
la expresién dey = y (x) como unién de funciones
a trozos. En este caso, son validas las siguientes
consideraciones:

Se adoptan para el segmento i, Pj Pj 41, los ejes
de coordenadas adimensionales ( { , 1), indicados

en la figura 2 y que se relacionan con los globales
mediante las expresiones:

1 Xi + Xi+1
x._-—-—-—.

{"’=Ti( 5 )cos aj +
+—1,(v~—Yi+—Yi+1)senui
i 2
1 Xj + Xj [2J
o= — = ZEXH
ki 2
_t__ i(y—yl+yl+1)005ﬂ|
l 2
1
® ®i 1
i_ +
(-1,0) (1,0 g

Figura 2. Elemento genérico.

(*) La funcional a minimizar expresada por la formula (1] re-
presenta unicamente una posibilidad entre muchas. Otras
formulaciones de la funcional podrian incluir derivados de
la curvatura indicadoras del nivel de comodidad del usua-
rio. La generalizacién a estos casos es directa. Ver (7).
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¢ = 42y H(d_v_'z —¥2 . a2y
d 2 dg d§2
es decir, se supone ‘
dn\2
(g'l) << 1 (5]

y cuya transformacién inversa, es:

Xi + Xi+1

x:———-z——————+li(,{COSrli~ 1 senaj)
Bl |
y:l’i_+_2\’i_ﬂ + 14 sennj+ 1 cosq i) k’

Como es usual en el método de los elementos fi-
nitos, la curva y = y{x) que se desea conocer,

puede expresarse dentro del tramo Pi Pi-1, en la
siguiente forma:

i = (N1, N1, N2, No) | ey 4]
C1
82
c2

en donde G, , ¢, (o =1,2) son las pendientes y

curvatura del punto « (primero o segundo) corres-
pondientes a i e i +1 respectivamente en el caso de
la figura n? 2. Se ha introdcido, como se
comprueba, una numeracion local en el segmento
Pi Pj4+1. Las funciones N, N, (@ =1,2) corres-
ponden a las funciones de interpolacién o de forma, |
y se adoptan normalmente polinomios de la absci-

4

Sa ¢

PR I

Con objeto de linealizar el problema, se supone
que los puntos Pi, Pi1 estdn lo suficientemente
préximos para que la curvatura pueda expresarse
por la derivada segunda de la abscisa respecto a
la ordenada, es decir, se admite la aproximacion:

En este caso, las funciones de interpolacidn son
los polinomios hermiticos de quinto orden:

Ni=1/16(6—=7¢& —6 42+ 10 £3+¢4 — 3 (D)
Npg=—1/16(6+7 §{—6i2—-1083 + (4435
N1 =1/16(1—¢ —282+2¢3+ {4_ ¢5)
No=1/16(1+ ¢ —2:2-2¢3+ ¢44 £5)
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UNA APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL TRAZADO DE CARRETERAS

Se comprueba que estas funciones de interpola- Nz (—1) = 0,N2(1) =0,
cion satisfacen las igualdades:
N1(—1) = O,N7(1) = 0, _dN2 Y
déls= _1q
dNy = 1 i
d ¢ £ =1 dN2 -0,
Al -y
ANy o ’
dé o d2Np
£ =1 =0,
A2 o
a2l iy a2 1
| di2], -y
d_2N_1 =0 !
> =0.
djg & =1 Estas propiedades tipicas de las funciones de

forma, permitan su determinacién analitica. Se re-
presentan en la figura 3.

2
I
[
o
Z|
1
o

d2Nj
d 2

f=1 Figura 3. Funciones de interpolacién.
9
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La ecuacién [4] se puede escribir en la si-
quiente forma mas conveniente:

n=(INITN"2  [dj

d2
con:
N':.l: (N(l U N-(l )
T [ dy ]
TR

(rl = 1,2)

Las condiciones de continuidad a cumplir, son
de tipo C?, es decir, la primera y segunda deriva-
das respecto a unos mismos ejes deben de ser
iguales en los nudos considerados como
extremos de los elementos contiguos. Es decir,
segun la figura 4 se puede escribir:

oh=1—m =, 8% + mj = .\ j (derivadas primeras)

[8]

1 i 1 P .
LN S R A B
T 02 i Cy A¥ {derivadas segndas)

siendo:
aj— aj-1

mi = tg >

Figura 4. Condiciones de continuidad.
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8l,, ¢/, son la pendiente y cwatta del extremo
deltramoj. (e =1,2;j =i-=1,0)

Los parametros .1 Y 1, ,deben de elegirse de
modo que la funcional 1] sea minima, es decir:

g2
E = Ely) = 1/2 [’d y)2 ds =

= 1/2

” 1 ey

A g2 ni\2
oA J (d '/') d (9]
1 b 1 D42

en donde 11 corresponde a la flecha en el intervalo
P; P; 11, dada por la expresion [41 el es el nimero
de tramos (igual a N-1 en el caso de una poligonal
abierta).

La contribucién a [9] de un elemento genérico i,

es.
E_1_I1(Q.2L')2d,=
! 20 ), 442 ’

A

r T "ot
=1 f E(N%,N’z’) d1§ %(N1N9_) d1 (d
20 ) 4

| d2 d2

o bien

E=——(dTd™ [Kk11 k12 d

2‘| -
k21 k22 d2
con
. 1 _1d:
L(_””‘; = Nl(r N/S Nu_ N/S h
Ning Ly

matriz de dimension (2x2) y en donde se indica por
doble acento la derivada segunda respectoa ¢ .

Las expresiones de las matrices k, una vez reali-
zadas las integraciones, son:

96 1]

k =
k11 = 1/35 [11 6
B 54 —4
k12 = 1/35 [4 1]
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y se obtiene el sistema:
. 9% —11 [ 1 M,
k22 = 1/35 {—11 6] K K 0 0 0 (|u
k1 kb + ki Kkdp 0 0 jluz2-
LT
#r k21 = K12 0 k1 k9o + k31 0 0
| S supone, en principio que los valores mj son 0 0

nulos, es decir que se cumple:

2 0 0 0 Ko kbo || ui+1
1 b1 L il T o
T ch = T G = i que corresponde a la situacién de poligonal abierta
usual en la practica de carreteras (N = | + 1).
Por lo tanto se obtiene: Evidentemente, la solucién del sistema lineal de

ecuaciones [10], con 2N incégnitas, es trivial: uj =

T ' ) , = O paratodoi, que corresponde a una recta.
Ep=1/2 [ul ] I | | o
2 { b al 22 o Seintroducen unas distorsiones en cada tramo i,
kEZ1 kEZZ UE de valor en sus extremos:
By = —m; 0h = mj4q
. con:
: 9 R 1 conloque resultan los “esfuerzos iniciales o de em-
i OO A E W oy otramiento rigido" en cada tramo:
K;/E | =1 ~1
, n: . , .
1 o (1o Ph | = | K Ko | [ uhg
'i I Nr)'“ N/iu d .((J 'i [ N(,” /,;” d <(, ns . . .
) 1 ] ph ko1 Kk | lubg
. A
b= b delextremo o, { « = 1,2), del tramo i con:
o , ~
| uo= | —mi
Uy i 0
!iz =y ] -
1{ ubg = | mi+1
| Resulta, entonces que la funcional [9] se 0
* transforma en: )
E - \l E; Ph= | i las cantidades duales a
1=\ . i ,Tl-(ll
Cuyo minimo se alcanza, para las condiciones: la pendiente y curvatura. (a = 1,2) ,
De esta forma, resulta el sistema final de ecuacio-
—D—E. =0 i =1,2...N(nudos). nes lineales, que permite determinar las incég-
o u! nitas u,

I
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Jy K2 0 0
Ky kb K2 O
0 k%1 K3+ k{0

conl =N — 1, el nimero de tramos y N el nimero
de nudos de la poligonal.

Resuelto el sistema [111, se deducen los valores
de la pendiente y curvatura en los extremos de cada
tramo i, (8!, , ¢, ) y mediante las ecuaciones de
interpolacio [4] vy las de transformacion {3], las
coordenadas (x, y) de los distintos puntos de la
curva y =y (x) solucion.

4. EJEMPLOS DE APLICACION

Con objeto de comprobar la aproximacion que se
alcanzaria con la utilizacion del método, se estudian
un conjunto de casos muy simples.

En los seis primeros, los datos corresponden a las
coordenadas (x;, yj) de cuatro puntos Pjsituados en
una circunferencia de radio R = 100, y separados
entre si angulosiguales o q = wp = ag = A}
(figura 5) (*).

Se analizan los resultados correspondientes a la
pendiente 8;y a la curvatura cj, en cada uno de los
puntos Pj, deducidos mediante el método de los
elementos finitos y los valores correspondientes a la
circunferencia. A efectos de conocer la sensibilidad
numérica del calculo, se han considerado sucesivos
valores del angulo de separacion entre puntos,
con « = 5° 10°, 15°, 20°, 30°. También se ha
estudiado el caso de los angulos de separacion
distintos: «q = 10°, ag = 20°, @3 = 30°. lLa
comparacion de los resultados se resumen en la
tabla 1.

De la inspeccién de la misma se deduce que los
resultados son practicamente coincidentes con los
valores correspondientes a la circunferencia cuando
se especifican los valores de la curvatura y pendien-

(*) También se especifican en algunos casos las pendientes
y/o curvaturas en los puntos de entrada y salida, es decir,
en los puntos P1y P4 respectivamente.

LW aYe)

u2 E§+ Ef

: P3 + P

R=100

Figura 5. Ejemplos de aplicacion.

te en los puntos de entrada y salida, incluso en 'a
situacion de angulos elevados de separacion entre
puntos consecutivos (hasta 30° en angulos iguales
y 10°, 20° y 30° en el caso de angulos desiguales).
Esta misma consideracién sigue siendo vélida
cuando Unicamente se considera especifica la
alineacion (pendiente) en los puntos extremos. Por
el contrario, si se dejan completamente libres los
valores de la curvatura y pendiente en la entrada y
salida de la circunferencia, los resultados difieren
con los exactos. La explicacion de este hecho debe
encontrarse en que es posible hallar una curva
que pase por los cuatro puntos y produzca en la
funcional [11 un valor menor que la circular
prevista.

Otro caso, que permite representar una situacion
mas real que la anterior, corresponde a él
indicado en la figura 6, que puede simular-un
cambio de curvatura en planta de un trazado. A
efectos ilustrativos, se supone que la transicion
se lleva a cabo mediante dos clotoides de para-
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cLotomy A =100
vowo
L, OI0 000 0G0 GO0 009 .

CASO 1 2 3 4 5

Ly bbb 57 3333 3333 3333900
iy H3333 6667 16567 133311000

o X000 20000 20000 20000 300 () o 163"

Figura 6. Ejemplo de aplicacién.

metros A =100y longitud 100 cada una, como se
indica en la figura 6. Se conocen como datos las
coordenadas (xi, yi), alineacién (i) y curvatura c;
de los puntos extremos P, y P,. Las coordenadas
de dos puntos intermedios, P, y P,, son asimismo
datos. Estos dos puntos interiores se eligen al
azar, situados sobre la curva de transicion, con

objeto de comprobar la bondad del método en
situaciones extremas.

En particular se han estudiado cinco casos en los
que la situacion de cada punto viene definida por su

distancia en desarrollo sobre la curva al punto de
entrada.

Los resultados obtenidos se representan en la
Tabla 2, asi como su comparacién con los valores
de la clotoide. Se comprueba, como era previsible
dado el escaso nimero de puntos intermedios, cier-
tas discrepancias entre ambos valores, que se
aminoran sensiblemente cuando los puntos inter-
medios elegidos se sitGan en las cercanias del punto
singular de la alineacién (inflexion o encuentro
entre clotoides), como es el caso 5.

Con objeto de comprobar la influencia del
numero de puntos intermedios en la bondad de los

resultados, se procede a realizar un célculo
analogo al anterior, pero considerando ahora seis
puntos cuya situacién viene indicada en la figura

45 3 K 8
. toc 200 Coe
. 333 6166 3332
O BEET  9C0T  9r7r
. 13333 1000 100C
- 166 €7 13323 1RE ("
200 %

R

Figura 7. Ejemplo de aplicacién.
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7. Los resultados se muestran en la tabla 3,
observadndose una mejoria sensible en la concor-
dancia de resultados.

En conclusién, se comprende que mediante el
método de los elementos finitos, la alineacién de
puntos (xj, v, 6;, cj) permite definir univocamente la
traza del eje, de modo que ésta sea continua, con
pendiente y curvaturas continuas y que minimice
una funcional de suavizado adecuada, del tipo de la
ecuacién [1] (*). De este modo, no es necesario
incluir tipos especiales de curvas (rectas, circulos,
clotoides, etc.) para definir un eje; es suficiente
expresarlo como una serie de puntos (xj, i) de
paso, con restricciones adicionales (ya sea en
alineaciones o curvaturas especificadas). Todos los
puntos del eje comprendidos entre dos nudos
consecutivos base, pueden ser determinados
mediante las funciones de interpolacion o de forma

[6] de la técnica numérica de elementos finitos,
como se acaba de indicar.

Evidentemente, en el caso de que las coordena-
das de algunos puntos base Pj no se conozcan pre-
viamente, si bien se encuentren limitadas dentro de
una zona o intervalo de validez, es posible su
célculo mediante métodos de falsa posicién o direc-
tamente por programacion matematica no lineal.

5. EXTENSIONES DEL METODO

Se comprende que la técnica que se acaba de
describir puede ser extendida a casos mas
complejos, que incluyan condiciones de pendiente
y curvatura especificadas en uno o varios puntos de
la poligonal. El procedimiento es muy simple, y es
exactamente igual que en las situaciones estructu-
rales, en donde se introducen condiciones de
contorno de una forma automaética y general para
célculo mediante computador. A este respecto, es
interesante la consulta (4). En particular, es posible
la utilizacion de programas generales de calculo de
estructuras, como el STRESS, STRUDL, SAP,
etc., en el tratamiento de estos casos.

Evidentemente, el tratamiento simultaneo de la
planta y alzado se puede llevar a cabo siguiendo
lineas paralelas a las indicadas. En este caso el fun-
cional a minimizar podria ser:

q@ {1/R2 + 121/T2| ds [12]

——

{*) Es posible, como se ha indicado, generalizar la funcional
(1} mediante adicion de términos que incluyan derivadas
de distinto orden. A estos efectos, puede verse el reciente
articulo de lrons, que trata el mismo tema, si bien desde
otra perspectiva (7).
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15

(Polinomio de grado 9 )

15gdl O w, w,, W

W’xxx W’xxy W’xyy W’yyy
Wi xx xx W‘xxxy W'xxyy
Woxyyy Wovyyy
1gdl B w, =~ (derivada normal )
1gdl e W,oh (derivada  normal)
lgdl e W (funcion)

Figura 8. Elemento triangular de continuidad C2.

En donde 1/R y 1/T corresponden a las curvatu-
ras principal de flexion y torsién, A un parametro
que se puede especificar de acuerdo con las condi-
ciones de serviciabilidad de la carretera. Puede a su
vez, y probablemente es mas adecuado, descom-
ponerse la funcional anterior (12) en la siguiente:

§$1/R2H+ A2/R2+ A2/T 1 dS

con RH y Ry las curvaturas en los planos horizontal
y vertical de la curva alabeada del eje.

Por ultimo, si bien su aplicacion al trazado de
carréteras es mas remoto, puede utilizarse con éxito
el método de los elementos finitos, en las lineas
anteriormente indicadas, a la representacion de
superficies (por ejemplo el terreno), que pasando
por un conjunto de puntos Pi {xi, vi. zi), se
encuentren condicionados por unos requerimientos
de continuidad simple, que incluya laprimera de-
rivada hasta la curvatura. El aspecto mas impor-
tante del método de los elementos finitos, en estos,
como en otros problemas, estéa constituido por la
seleccion de las funciones de forma o interpolacion,
puesto que el ensamblaje y resolucion del sistema
de ecuaciones {11) es standard y se encuentra pro-
gramado en todos programas matriciales generales
de estructuras, por ejemplo: (SAP, STRUDL,
ANSYS, NASTRAN, etc.). Porello, a titulo indica-
tivo, se representa en la figura 8 una posibilidad de
elemento C2 que podria ser utilizado en estos
problemas de representacion de superficies muy
suaves y continuas. En el caso que solamente se
exigiera la continuidad de las pendientes, la selec-
cién de elementos triangulares y conformes, es
inmensa, y corresponden a todos los elementos
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conformes de flexion de placas, que pueden verse
en la literatura especializada, en particular las
recientes publicaciones (5) y (6).

6. CONCLUSIONES

El método de los elementos finitos constituye
una herramienta de discretizacion de problemas
continuos. La aplicacién a la solucién de los
problemas de los mds diversos campos de la
Ciencia y Técnica es impresionante. Aqui se ha
mostrado mediante un ejemplo muy simple, las
posibilidades que encierra en el estudio del
trazado de carreteras.
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TABLA 1. Anélisis comparativo de resultados. Circulo

NUDO ALINEACION CURVATURA
CIRCULO| MEF. 1 l MEF. 2 | MEF. 3 | MEF.4 |CIRCULO| MEF.1 | MEF.2 | MEF.3 | MEF. 4
CASO: « =50
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0205 0.0262| 0.0100 0.0100 0.0100 0.0100 0.0000
2 0.0875 0.0875 0.0875 0.0795 0.0787} 0.0100 0.0100 0.0100 0.0109 00120
3 0.1763 0.1763 0.1763 0.1845 0.1853 | 0.0100 0.0100 0.0100 0.0109 0.0120
4 0.2680 0.2680 0.2680 0.2461 0.2401{ 0.0100 0.0100 0.0100 0.0100 0.0000
CASO:< =100
1 0.0000 00000 0.0000 00410 0.0523| 00100 0.0100 0.0100 00100 0.0000
2 01763 0.1763 0.1763 0.1601 0.1585| 00100 00100 00100 00109 00120
3 03640 03640 0.3640 0.3819 0.3837| 00100 00100 00100 00109 00120
4 05774 05774 05774 05239 05096 | 00100 00100 0.0100 00100 00000
CASO:« =180
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0615 0.0784| 00100 00100 0.0101 0.0100 0.0000
2 02680 02680 0.2680 0.2428 0.2403| 00100 00101 00101 0.0110 0.0121
3 05774 05773 05773 0.6030 0.6123| 00100 00101 00101 00110 0.0121
4 1.0000 1.0000 1.0000 0.8841 0.8545| 00100 0.0100 00101 0.0100 00000
CASO:4 = 200
1 0.0000 0.0000  0.0000 0.0819 0.1045| 0.0100 0.0100 0.0102 0.0100 0.0000
2 0.3640 03641  0.3640 0.3290 0.3265 | 0.0100 0.0102 00102 0.0111 0.0122
3 0.8391 08390 08391 0.8932 0.8987 | 00100 0.0102 00102 0.0111 0.0122
4 17321 17321 17321 1.4450 1.3781 | 00100 0.0100 00102 0.0100 0.0000
; CASO: 4 = 250
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.1023 0.1305| 0.0100 0.0100 0.0102 0.0100 0.0000
; 2 04663 0.4665 04663 04199 04154| 00100 0.0103 0.0102 00112 00123
; 3 1.1918 11914 11918 1.2884 12984 | 00100 0.0103 0.0102 00112 00123
4 3.7321 3.7321 37321 2.6268 24223{ 0.0100 0.0103 0.0102 0.0100 0.0000
CASO:< =300
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.1226 0.1563| 0.0100 0.0100 0.0104 00100 0.0000
2 05774 05777 05774 05175 05117| 0.0100 0.0104 0.0104 00113 0.0124
3 1.7321 17310 1.7321 1.9272 1.9479| 00100 0.0104 00104 00113 00124
4 o © © 8.1569 6.3987 | 0.0100 0.0100 0.0104 0.0100 0.0000
CASO: « = 50: .= 100; L= 300
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0447 0.0561 |.0.0100 0.0100 0.0100 0.0100 0.0000
i 2 0.1763 0.1760 0.1759 0.15624 0.1502 | 0.0100 0.0101 0.0101 0.0101 0.0107
f 3 05774 05755 05757 0.6229 0.6280 | 0.0100 0.0103 0.0102 0.0118 0.0132
H 4 17321 17321 17321 1.3456 1.2575 | 0.0100 0.0100 0.0104 0.0100 0.0000
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MEF. 4: Valores de y' e y" sin especificar.

MEF. 1. Condiciones especificadas de y' e y"' en los puntos de entrada y salida.

MEF. 2: Condiciones especificadas de y' y el valor de y" libre en los puntos de entrada y salida.

MEF. 3: Condiciones especificadas de y"' y el valor de y' libre en los puntos de entrada y sanda.
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UNA APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS AL TRAZADO DE CARRETERAS
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TABLA 2. Analisis comparativo de resultados. Clotoide (4 puntos).

ALINEACION
NUDO CASO 1 CASO 2 CASO 3 CASO 4 CASO5
EXACT. | MEF. | EXACT. | MEF. | EXACT. | MEF. | EXACT. | MEF. | EXACT | MEF.
1 10.000 0.0000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000 0.0000
2 | 02255 02605 00656 00605 00555 00852 0055 01093 04287 0.4461
3 02255 02605 02255 0.2021 005556 00857 0.2265 0.2131 04287 0.4461
4 |00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 00 0.0 0.0 0.0
CURVATURA
NUDO CASO 1 CASO 2 CASO 3 CASO 4 CASO 5
EXACT. | MEF. | EXACT. | MEF. | EXACT. | MEF. | EXACT. | MEF. | EXACT. | MEF.
1 | 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000 0.0 00 0.0 0.0
2 |ooos7 00087 00033 0.0041 00033 00070 0.0033 00082 0.0090 00098
3 | 00067 -00087 00067 00029 -00033 -0.0070 -0.0067 -0.0062 0.0090 -0.0098
4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
TABLA 3. Analisis comparativo de resultados. Clotoide (6 puntos).
ALINEACION
NUDO CASO 6 CASO 7 CASO 8
exact. | MEF. EXACT. | MEF. EXACT. | MEF.
1 00000  0.0000 00000  0.0000 0.0000 0.0000
2 005556  0.0491 02255 02213 0.0555 0.0529
3 0.2256 0.2526 04287 04423 0.4287 0.4451
4 0.2255 0.2526 04287 04423 0.4287 0.4451
5 0.0555 0.0491 02255 02213 0.0555 0.0529
6 0.0000 0.0000 00000  0.0000 0.0000 0.0000
CURVATURA
NUDO CASO 6 CASO 7 CASO 8
EXACT. |  MEF. EXACT. |  MEF. EXACT. | MEF.
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000
2 0.0033 0.0016 0.0067 0.0066 00033  0.0030
3 0.0067 0.0094  *0.0090 0.0106 00090  0.0100
4 |-00067 -00094 -00090 -00106  -0.0090 -0.0100
5§ |-00033 -00026 -00067 -00065 -0.0033 -0.0030
6 0.0000 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000  0.0000
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