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Aproximacion de perfiles
longitudinales por minimos cuadrados "’

Por SANDRO ROCCI BOCCALERI
Dr. Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos.
Divisién Regional de Construccién.

Primera Jefatura Regional de Carreteras.

Se presenta un método de sencilla aplicacién para la resolucién del
problema, frecuente en el trazado de carreteras, de ajustar la rasante al perfil
longitudinal del terreno, siempre dentro de los limites geométricos impues-
tos por las Instrucciones correspondientes.

1. INTRODUCCION

En el trazado de carreteras (y otras vias de comu-
nicacién, o conducciones de liquidos) el Proyectista
intenta encajar una rasante, a la vista del perfil
longitudinal del terreno; rasante que esta compues-
ta de arcos de parabola enlazados, dentro de un
marco de validez representado por no rebasar unas
pendientes maximas o minimas ni bajar de ciertos
parametros minimos, todo ello fijado por la Instruc-
cion correspondiente. El problema se complica por
el hecho de que al separarse del terreno encarece la
obra proyectada, al implicar un mayor coste de las
explanaciones y la presencia de obras de paso
especiales.

Este problema ha tenido solucién mediante el
empleo de ordenadores, existiendo cierto niimero
de programas para ellos; pero rebasa las posibili-
dades del Proyectista modesto, y de los Servicios
en fase de replanteo. El método que se presenta
aqui permite la resoluciéon del problema, sin mas
ayuda que la de una calculadora programable
HP-97; aunque también puede realizarse el calculo
con otras calculadoras no programables, resultando
tan s6lo mas laboricso.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
GENERAL

En un determinado tramo, definido por sus abs-
cisas (distancias al origen en planta), se tiene como
dato un conjunto de n puntos (del terreno) definido

{*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que
pueden remitirse a la Redaccion de esta Revista hasta el 31 de
Julio de 1981.
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por sus cotas: x, zTj. La eleccién del conjunto debe
ser acertada, si se desea que el resultado sea cohe-
rente; y con un poco de practica, a la vista de una
representacion grafica, se puede lograr acertar a la
primera.

La rasante que se pretende encajar sera de la
forma

ZR = Ap + A1 x + Ax2

siendo Ky = 1/2A2 el parametro del acuerdo
vertical, definido por la Instruccion.

La condicién de minimos cuadrados impone que
n

) (zR — zT)i2 = minimo

i=1

es decir, que debe ser minima la expresién

‘ n -
Q=3 (Ao—zT,i) + A1xj+ Agxi2 2_
| =
n
= I |(Ag—2zT,j2+A122+ Axi4+2 (Ap—

—2zT,i) A1X; + 2 (Ao —zT i) A2xi2 + 2A1A2x;3

n
=nAg2 4
| =

+ A22xi4 + 2A0A1Xi — 2A1xXizT | + 2A0A2X2 —

ZT,1 — 2A0zT i + A12x2 +

—2A2xi22T i + 2A1A9xi3

NOTA: Pueden imponerse otras condiciones, p. ej.
minimo costo, etc.
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Ello equivale a anular las derivadas parciales de Q
respecto de los tres pardmetros Ag, A1, A2.

o 2nA°+ 2 — 227 + 2A1xj +'2A2x2 | = 0

20 _

—'a—;] l= 1 [ 2A1X|2 + 2AOX| - 2X|ZT i+ 2A2xl3 =0
2Q n :
dA2 i Z 1 [ 282xi* + 2A0xi2 — 2x22T i + 2Aixi3 | = 0

Utilizando la notacién simplificada

n

A=n E= ¥ x|4
i=1
n n
B= 3 xj F= X zTji
i=1 i=
n n
C= £ xi2 G= 3 XzT,
n n
D= X xJ3 H= ¥ x#zT1

i=1

queda el sistema de tres ecuaciones con tres incog-
nitas.

AAp+BA1+CA2=F
BAoc+ CA1+DA2=G
CAp+DA1+EA2=H

que, resuelto, permite conocer la definicion de la
rasante (Ag, A1, A2).

3. PARAMETRO Ky IMPUESTO

En el caso de que el pardmetro Ky = 1/2A2 ob-
tenido por el procedimiento descrito en el apartado
anterior no cumpliera las limitaciones de la Instruc-
cion, puede interesar conocer cuél es la rasante con
Ky impuesta que cumple la condicién de minimos
cuadrados. En este caso se conoce.

A*g = 1/2K*y

y las derivadas se reducen a dos, que dan origen al
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

AAo + BA| =F— GA*
BAog + GA1 =G — DA*

que resuelve el problema.
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4. UNA RASANTE CONTIGUA

En los dos apartados anteriores se ha fijado el
método que permite encajar, por minimos cuadra-
dos, una parabola de eje vertical a un conjunto de
puntos, sin o con parametro impuesto. Al estudiar
el perfil longitudinal, sucede casi siempre que una
sola parabola no puede aproximarse bien al conjun-
to de puntos, existiendo otro conjunto a continua-
cién que requiere una nueva parabola, que debe ser
tangente a la anterior en un punto xq desconocido
“a priori’’.

Seaz = ap + aix + a2x2 la parabola contigua,
va determinada con anterioridad. La ecuacién de su
tangente en xgp sera
z = (ag — agxg2) + (a1 + 2ag) x
la nueva rasante a definir sera, por tanto

ZR = (ag — a2xo2) + (a1 + 2a2xp) X + A2 (x —

— xp)2 = [ ap + (A2—a3) x02] +
+ [ a1 — 2(A2—a2) xo] + Aox2

Es decir, que si denominamos m = A2 — a2, seré

Ao=ao+mX02
A1 =a1—2mxg
A2=a2+m

El problema estd en determinar la combinacién
(xo,m) que cumple la condicién de minimos cua-
drados, siendo

n
Q= _21 [(ao+a1xi+a2xi2) + mxg2 —
|I=
— 2mxgxj + mxj2 — zT j ] 2

Las derivadas a anular son

n I
1229 X | tap+atxj+a2xi2) + mxg2 —
aXo i=1L
—2mxoxj — 2T,i ] (2mxo—2mXx;)
-
1222~ 3 [(ap+arxi+a@) + mxo2 —
om j=1]

—2mxoXj — 2T,i] (Xo? — 2XoXi + Xi?)

Introduciendo la notacién simplificada y operan-
do, queda

(Axo3 — 3Bxg2 + 3Cxo—D) m + (Aag+Bat+
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+ Ca2—F) xo = (Bag+Ca1+Da2—G) = o

(Axp4—4Bxg3 + 6Cxg2—4Dxg + E) m + (Aag +
+Ba1 + Ca2—F)xg2—2 (Bag+Ca1+Da2—G)

Xo+(Cap+Daq+Eaz—H) = o
Introduciendo la notacién simplificada
R = Aag + Ba1 + Cag — F
S = Bag + Ca1 + Da2 — G
T = Cap + Day + Ea2g — H
Queda
(Axo3—3Bxp2+3Cxo—D)m + Rxg — S = 0
(Axo% — 4Bxo3 +6Cxo2—4Dxo +E) m + Rxg2 —
—2Sxg+T =0

Eliminando m entre estas dos ecuaciones, queda la
ecuacién de 4.° grado en xg siguiente

(AS-BR)xg4 — (AT +2BS—3CR)xg3 +
+ 3(BT-DR)xg3 — (CT-2DS-ER)xg + (DT—ES) = 0

que, resuelta, permite elegir el xg conveniente, y
por consiguiente, calcular m y los parametros Ag,
A1y A2 buscados.

5. UNA RASANTE CONTIGUA, PARAMETRO
IMPUESTO

Si, al igual que ocurre en el apartado 3, el para-
metro K¥*y es. impuesto, también lo serd m* =
= 1/2 Kv* — a2; las derivadas de Q se quedan re-

ducidas a la primera, y xg estard dado por la ecua-

cién de 3€r grado.

Axg3 — 3Bxg2 + (3C + R/m*) xo — (D+S/m*) =0

6. DOS RASANTES CONTIGUAS

Especialmente al final de un estudio, suele
suceder que la rasante a encajar por minimos cua-
drados tiene que ser tangente, ademas de a la para-
bola anterior, a una parabola siguiente z = bg +
+ b1x + b2x2 en un punto (desconocido ‘“‘a
priori”’) x1. La tangente en dicho punto ser4

z = (bo—b2x12) + (b1 + 2box1)x

MAYO 1981

y su interseccién con la tangente a z = ag--aix+
+ a2x2 por xo (también desconocido ‘“a priori’’) nos
da el vértice

o = (a2x02—b2x12)— Ao
V'™ AT+ 2{agxo—b2x1)

Adoptando la notacion simplificada

Ao=ao—-bo
A1 =at1 —bq
A2 =ap —bz

Pero, por definicion de la rasante a encajar
— Xo + X1
2

de donde se deduce la siguiente relacién entre X1y
Xo

X1 = — 240 + A1Xo

1= A1 + 2A9%g

Por otro lado, también por definicion

Ko = X0 =X
VA1 + 2(agxg—b2x1]

y por tanto, sustituyendo

A2 — 1/2K — 32A2X02 + a2 A'] (bZAo + A12/4
v A2X02+ A1xo + Ao

Yy entonces

(41/2)2— Ap A9

m=A92 —a9 =
2 2 A2X02+ A1X0+Ao

“Igualado'm a la expresién derivada para este para-

metro en el apartado (4)

—RXO + S

m =
Axg3 — 3Bxg2 + 3Cxg—D

y utilizando la notacién simplificada U = ( 41/2)2
— A A2 resulta que xg esta dado por la ecuacion
de 3€r grado siguiente:

(AWU+RA2)x3— (3BBU — RAT + SA2Mx2 +
+BCU+RAo—S A1)xo—(DWU+SAag) =0

que permite conocer Xq y por tanto m, x1 y (Ag,
A1, A2). ‘
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APROXIMACION DE PERFILES LONGITUDINALES POR MINIMOS CUADRADOS

7. DOS RASANTES CONTIGUAS, precision. Tampoco se aconsejan valores negati-

PARAMETRO IMPUESTO vos, que pueden inducir a confusion.

El caso descrito en el apartado anterior se sim- Los datos (ag, a1) y (bg, b1) que representan,
plifica mucho, al conocerse m* = 1/2K*y — a2. La respectivamente, la cota y la pendiente en el origen
tangencia xo esta dada por la ecuacién de segundo de coordenadas (x = o) de las parabolas contiguas,
grado deben ser, obviamente, referidos al nuevo origen de

coordenadas.

2 _ *) _
A2+ Axo + (A0 —U/m*) =0 Hay que recordar, al introducir una Ky impuesta,

que ésta tiene signo (positivo para acuerdos cén-
cavos y negativo para convexos). En el caso de
rasante uniforme (K, = ©<), basta con poner

8. ESQUEMA DE CALCULO CON LA HP-97 EEx99.

Se han preparado una coleccién de 4 programas En la fase de introduccion de datos (xj, zTj), hay
para la HP-97, cuyo esquema de explotacién se que recordar que debe haber al menos 3 para definir
representa en la Figura 1. una parabola.

Al elegir tramo, conviene trasladar el origen de El esquema representado en la Figura 1 permite la
coordenadas (x, z) de forma que no resulten gran- realimentacion de datos, p. ej. si el Ky hallado no
des nameros para xj, zTi, pues ello haria perder resultara satisfactorio.

Figura 2.
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APROXIMACION DE PERFILES LONGITUDINALES POR MINIMOS CUADRADOS

Si no se impone el pardmetro, se pulsa la tecla B
y se carga el programa 4, que arroja las siguientes
Xo posibles

£33 4

Se desprecia la 0,000 (se trata de una ecuacién
de 3€r grado) y se elige xo = 89,643, cargando el
programa 3 otra vez, lo que da la solucién

£3,643 GSED
Xy 2.3BE595362+82 dwk
Ao 1.TI1G56342+86 wix
A4 -3.35518932 XK¥
Av 210483876 FEX
Kv 2.376382674+83 ¥ox

NATU 1901

Con un pardmetro de 2 376,382 m. 5i s& desea

‘que el pardmetro sea 2 500 m, se introduce este

dato _
A, C.BEACEBBEE-84  ¥wy

y se carga el programa 4, que arroja las siguientes
Xo posibles

&5Ee
B.EBE ¥k
8.866 w¥x

3 kiR
RT3

Se desprecian las 0,000 (se trata de una ecuacién
de 2.° grado) y se elige xo = 86,675, cargando de
nuevo el programa 3 se obtiene 1a solucién

86.675 GSED
Y  2.3296B4265+02 wky
A»  1.496416556+86 #xx
A, -3.8223B4818-82 ¥xk
Aw Z.00BB0GBEG-04 tix
Kv  2.500000000+83 ¥xx

Se representa graficamente al conjunto de solu-
ciones en la Figura 2.
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