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Interaccion estatica suelo-estructura.
Modelos de suelos empleados

Todas las obras de la Ingenieria Civil y de la
Arquitectura se construyen apoyandose en el suelo
o en la roca y las cargas que éstos transmiten a la
base de apoyo, se realiza por medio de zapatas, vi-
gas o losas (no se considera aqui el caso general
de los pilotes).

Estos ultimos tipos de cimentacion (vigas y lo-
sas) se emplean generalmente en estructuras que
transmiten grandes cargas, o bien que se apoyan
en suelos relativamente blandos. También se usan
en determinados tipos singulares de estructuras
tales como piscinas, diques secos, etc. Otro campo
de aplicacion es el de la asimilacion de determina-
das obras de la ingenieria a estos tipos de cimen-
tacion mencionados. Tal es el caso, por ejemplo,
de los elementos flexibles de contencién o el de
los pilotes sometidos a esfuerzos horjzontales que
se asimilan, sobre todo, para el estudio de defor-
macion, a vigas bien en estado de deformacion pla-
na, bien en estado tridimensional.

La primera dificultad que aparece al intentar en-
contrar la solucién de estos problemas es la deter-
minacion de la presion de contacto o reaccién del
terreno, que se produce en el plano de unién de
tales elementos de cimentacion y el suelo. Este
problema presenta una dificultad considerable, pues
las condiciones de contorno del problema se expre-
san en tensiones y deformaciones. Esto ha dado
lugar a que en gran parte de la bibliografia sobre
el tema se le denomine problema mixto, al no po-
der resolverlo por los métodos usuales en la teoria
de la elasticidad, ya que éstos se realizan en ten-
siones 0 en deformaciones y no en estados mixtos.

Por ultimo, se tiene una dificultad complemen-
taria al querer considerar la rigidez de la estructura,
que emplea dicho elemento como medio de trans-
mision de sus cargas al suelo, en la determinacion
de la rigidez real de dicho elemento. Existen indu-
dablemente soluciones en este camino pero se pue-
de decir que estan aun en una fase preparatoria.

Es un hecho innegable que la solucion de este
problema tiene una gran importancia practica, pues
sélo de esta manera podemos conocer con una cier-
ta precision los esfuerzos que realmente se pro-
ducen en estos elementos de cimentacion y los
esfuerzos que las deformacions de éstos producen
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en la estructura a la que sirven de apoyo, asi como
la posible redistribucion de esfuerzos que los asien-
tos diferenciales de las diversas partes de la es-
tructura producen en ésta. Al mismo tiempo, estos
conocimientos son la base légica para un proyecto
racional y optimo de dichos elementos proporcio-
nando un conocimiento mas real de la auténtica
distribucion de los coeficientes de seguridad em-
pleados.

Como dicen Gorbunov-Posadov (1947) y G . She-
rif (1975) los elementos de cimentacion calculados
por cualquiera de los procedimientos simplificados,
que se usan normalmente, se comportan también
de forma satisfactoria. Sin embargo, es necesario
anadir que este mejor conocimiento permite una
mejor adecuacién del elemento que se proyecta a
los esfuerzos que realmente van a incidir en éstos,
lo que repercute en una cierta economia de pro-
yecto, sin que por eso disminuya la seguridad ob-
tenida, antes al contrario, ésta se ve aumentada al
encontrarse reforzada aquella zona que realmente
va a tener mayores esfuerzos.

A titulo de ejemplo baste indicar que una losa
circular proyectada para servir de elemento de ci-
mentacion de un silo se calculo por procedimientos
simplificados y en e! supuesto de que se apoyaba
en un suelo elastico lineal. Con un 50 por 100 de
la armadura determinada por el primer procedimien-
to y con un canto algo menor se logré una cimen-
tacién adecuada al problema que se tenia, con una
notable economia.

Finalmente, y como una sefal mas del interés
que este problema despierta, baste con sefalar que
el libro de A. P. S. Selvadurai publicado por Elsevier
en este ano con el titulo «Anélisis elastico de la
interaccion suelo-cimentacion» que contempla sélo
tres modelos de suelo incluye una bibliografia de
mas de mil referencias.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
DE CONTACTO

El problema de contacto estudia el caso cuando
en el contorno de un cuerpo existen un namero de
regiones () en cada una de las cuales se dan las
condiciones de contacto.
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Estas condiciones se pueden reducir a dos:

— lgualdad de deformaciones entre los dos
cuerpos en la zona en contacto.

— La presidn de contacto que se produce entre
los cuerpos, o reaccion del uno sobre el otro,
ha de ser tal que la deformacion inducida
por estas tensiones cumpla la primera condi-
cion o condicion de deformacion.

Actualmente existen una gran cantidad de inves-
tigadores del problema de contacto en la técnica de
la construccion de maquinas y cuyas realizaciones
han pasado posteriormente a la técnica de cimen-
taciones. Pero es este segundo campo de aplicacién
el que nos interesa.

Las principales etapas en la solucién del pro-
blema de contacto son dos: en primer lugar es ne-
cesario conocer la presion de contacto entre la
base de apoyo y la cimentacién, y en segundo lugar
se han de conocer las deformaciones (asientos) in-
feridos.

En el origen del tratamiento de este problema
mixto se encuentran los trabajos de H. Hertz (1882
y 1884), de J. Boussinesque (1885) y los de E. Win-
kler (1867) y H. Zimmerman (1888), a finales del
siglo pasado, y ya en este siglo los de M. A. Sa-
dowsky (1928) y H. Borowicka (1936).

Planteamiento general.

En su forma mas general el problema puede
plantearse en cuatro problemas basicos; dos proble-
mas de dos dimensiones, y dos problemas de plan-
teamiento anélogo, pero en estado tridimensional.

Para el enunciado en los problemas en dos di-
mensiones (estado plano) hemos de considerar una
region del plano definida por las siguientes condi-
ciones:

— oo < Xi <o ; 0= Xs<h
Y que se apoya en una base rigida indeformable que

en el caso de no estar en el infinito se considera
como uno de los ejes, o sea, X, =0.

k.
T T T Xy

BASE RIG1D4

7777007070077 /

Figura 1.
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El borde superior de la region X: = h estara li-
mitada inferiormente por la linea K y el borde in-
ferior de la region X2 = 0 por la linea K. (fig. 1).

Sean w; ciertas regiones de K: con limites a;, b,
donde se definen las condiciones de contacto. En K,

. N
se da, pues, el sistema discontinuc W = U Wg.
K =1
Denominamos ademas w* = Ki/w, o sea, aquellas
regiones de K: que no pertenecen al conjunto W.
Podemos ahora plantear dos problemas distintos en
cada region asi definida.

a) La region tiene enlaces rugosos con la base

.no deformable a lo largo de la recta K.. En toda la

recta K» se dan, pues, las tensiones tangenciales.
En la recta K y de ésta en las regiones w, se dan
los desplazamientos normales y en las regiones w*
se dan las tensiones normales. El problema, pues,
se contempla como el tipico caso plano.

b) La regién anteriormente definida se apoya
sobre una base indeformable pero sin enlaces rugo-
sos con ésta. En todo el contorno K, existen. las
mismas condiciones que en el problema a). En el
contorno K: no existe la definicion de las tensiones
tangenciales.

En forma analogo, pero teniendo en cuenta las
tres dimensiones del espacio, se pueden plantear
los dos problemas espaciales.

El planteamiento de las ecuaciones que estas
condiciones plantean dependen del modelo de sue-
lo que se considere.

PRINCIPALES MODELOS DE SUELOS

Creo que es interesante recordar aqui la dife-
rencia que ya indicara Terzaghi en su libro «Meca-
nica tedrica de los suelos» que existe entre el suelo
real y el suelo ideal. :

Debido precisamente a la complejidad del com-
portamiento del suelo real para los estudios de in-
teraccion del suelo y la estructura, en cuya base
se encuentra el problema de contacto, los diversos
investigadores del problema han empleado una gran
variedad de suelos ideales, o sea, de modelos teo-
réticos concretados por la expresién matematica
de la relacién carga-asiento.

Para evitar una extensién excesiva de! articulo
no consideramos aqui aquellos modelos que tienen
una cierta dependencia del tiempo, como pueden
ser los modelos basados en la plasticidad acrénica
y de los modelos reolégicos.

La diversidad de modelos que vamos a conside-
rar la hemos subdividido en tres grandes grupos
(figura 2):

— Modelos que se apoyan en el coeficiente de
balasto.

— Modelos que se apoyan en la teoria de la
elasticidad.

— Modelos mixtos.
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SIN LIMITACION

|
COEF . CONSTANTE TENSION
L
) CON LIMITACION

TENSION

MODELO DE WINKLER || VARIAC. LINEAL |

MODELOS BASADOS
COEF.BALASTO

— VARIAC. FUNCIONAL |

MODELO REPNIKOV |——

- VARIAC.ALEATORIA |

MODELO DE PASTERNAK |

MODELOS | MODELO DE BOUSSINESQUE }-

MOD.DE KLEIN

[ soixIW so13dow |

| MODELO HET.ISOTROPO

[MoD. sHEVLIAKOV |

MODELOS BASADOS
TEOR.ELASTICIDAD

VARIAC.FUNCIONAL] MOD.CHERKASOV
- MOD.WESTERGAARD

|__| MODELOS INTRODUCEN .
HIPOTESIS COMPLEMENTARIAS |. MOD.DE KANY

|__{MODELOS INTRODUCEN
VARIACION EN HIPOTESIS

MOD. DE FROLICH

MOD. DE SELVADURAL| '

—{MODELOS HIPERBOLICOS |-

Fig. 2—Modelos de suelos.

MODELOS QUE SE DEFINEN A PARTIR
DEL COEFICIENTE DE BALASTO

Como inicio de los modelos de este grupo tene-
mos los trabajos de E. Winkler que en 1867 en su
tratado sobre elasticidad indicaba de forma clara
las hipétesis basicas del método que ha dado en
llamarse del coeficiente de balasto por haberse apli-
cado en principio al calculo de las traviesas del
ferrocarril.

Las principales soluciones de este modelo, al
menos en cuanto a las vigas.de longitud infinita se
refiere, quedaron expresadas en el libro de H Zim-
merman de 1888. Dichas soluciones son las actual-
mente empleadas como asi consta en el libro de
M. Hetenyi, «Beams on elastic foundation» de 1946.

Es interesante sefialar la marcada aportacion de
N. N. Puzirieski en 1923 que en su tratado de cons-
truccidn traté el problema de la viga que se apoya
en un suelo elastico, tomando como modelo de sue-
lo el de Winkler. En este trabajo resolvié por apli-
cacion del método de las funciones iniciales el
problema de la viga corta, o sea, de aquella viga
en la cual la determinacion de los esfuerzos produ-
cidos por las cargas a las que esta sometida vienen
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determinados fundamentalmente por las condicio-
nes existentes en los bordes.

La ecuacién basica, o sea, la que expresa la de
pendencia de los asientos con la carga, en el mé-
todo de Winkler es:

p=Kby

donde p es la reaccién del terreno o presion de
contacto, b el ancho de la viga y

p
K=——
by

el coeficiente de balasto.

Este modelo que tiene la enorme ventaja de su
sencillez, se aleja considerablemente del comporta-
miento real del suelo, hasta tal punto que sélo en
algunos casos muy singulares se puede aplicar con
una cierta precision. :

Buscando mantener esta sencillez e intentando
lograr un mayor acercamiento al suelo real, nume-
rosos investigadores han introducido variables que
intentan mejorarlo. De entre los numerosos inten-
tos existentes, uno de los mas usados es aquel que
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considera que el coeficiente de balasto varia de
forma lineal con la longitud de la viga, o sea:

K= Kn '}‘ CJ'

Este modelo tuvo un fuerte apoyo en K. Terzaghi
que lo propuso en su articulo critico sobre el mé-
todo del coeficiente de balasto publicado en Geo-
thecnique en 1955 como solucidon para encontrar
las deformaciones y esfuerzos en los elementos
flexibles de contencion y en los pilotes sometidos
a esfuerzos horizontales. Este modelo es oficial en
la URSS para estos casos y ha sido resuelto me-
diante el empleo de las funciones iniciales iniciado
por Puzirieski.

En esta linea se encuentra el modela de D. N.
Sobolev (1963) que supone que el coeficiente de
halasto varia bajo la cimentacion de acuerdo con
una determinada funcién, o sea, que supone que:

K=Ki+ K" (x)

donde K, es el valor medio del coeficiente de ba-
lasto bajo la viga vy

s KM (x) = K (x)

€s una funcién que indica la variacion de dicho coe-
ficiente respecto a su valor medio; es, pues, una
funcion de distribucion.

Este modelo ha sido ampliamente utilizado para
el calculo de la cimentacién de edificios prefabri-
cados por paneles. También se ha aplicado el calcu-
lo de la cimentacién de edificios que se apoyan en
I6ess o suelos loessicos y con el fin de tener en
cuenta el proceso de humectacion de estos suelos,
proceso que influye de forma determinante en los
asientos que se producen. La aplicacion en este
caso ha sido realibzada por A. A. Mustafaev (1978)
de forma satisfactoria.

Dentro de esta linea, aunque siguiendo por otra
via, se encuentran los modelos que abandonando
los sistemas deterministas toman los parametros
que definen el modelo del suelo elegido, como va-
lores aleatorios. Como modelo de suelo, dada
su gran sencillez, ha sido elegido el modelo de
Winkler.

Quiza los primeros trabajos sobre el tema se
encuentran en la publicacion periodica «Mecanica
de la construccion y calculo de edificios» en el nu-
mero 1 de 1965, con los temas presentados por
V. V. Bolotin y D. N. Sobolev.

Con posterioridad el modelo planteado en estos
trabajos ha ido adquiriendo un gran desarrollo, en-
contrandose soluciones concretas a diversos pro-
blemas. Dentro de esta linea estan, ademéas de los
trabajos de los autores ya citados, los realizados
por un grupo de la Universidad de Northwester, de

184

lllinois. De entre los trabajos de este ultimo grupo
tienen un notable interés los realizados por E. Alon-
so de 1974 y 1975.

Tanto V. P. Ignatov (1970) como E. Alonso se
apoyan para la solucién del problema de la viga en
la misma ecuacion diferencial, empleando un méto-
do analogo para su solucién. Ignatov busca una so-
lucion numérica al problema variacional en forma
matricial; Alonso, sin embargo, aplica las técnicas
del suelo estocéstico, tal como las describié en su
trabajo de 1975. El modelo estocastico utilizado por
Alonso es andlogo al de Ignatov, o sea, el modelo
de la funcién de autocorrelacién es una exponencial
decreciente que al parecer es el mas aceptado en
la bibliografia sobre el tema, puesto que es el que
mejor se ajusta a los resultados experimentales.

Todos estos trabajos se apoyan en la hipétesis
de una distribucion normal o cuasi normal del pa-
rametro estudiado. Ignatov considera que la auto-
cavarianza puede expresarse mediante una funcién
exponencial

K=Dexp(—a | Ax])

donde D es la varianza, K el parametro estudiado
y o un parametro que depende del tipo de distri-
bucidn.

La solucion para la viga corta la encuentra Igna-
tov mediante la linearizacion de la ecuacién para
valores proximos a la esperanza matemética, si-
guiendo el método de las perturbaciones de!l pro-
blema variacional propuesto. Alonso, sin embargo,
se apoya en la solucion general de la viga infinita
tal como la expone M. Hetenyi y sélo resuelve este
caso.

La ultima tentativa dentro de este modelo, aun-
que quiza ya algo fuera de los limites que nos he-
mos marcado, ha sido la de imponer una limitacion
a las cargas transmitidas al terreno, creando asi un
modelo elastoplastico. Dentro de esta linea se en-
cuentran los trabajos de S. N. Klepikov (1966).

(En estos modelos no se considera ningun flujo
plastico acronico, por lo que lo hemos introducido
en este articulo.)

Aunque propiamente no es un modelo basado en
el de Winkler, sin embargo, si esta definido a partir
de éste. Por esta causa vamos a considerar aqui el
modelo de P. L. Pasternak (1954). Para su definicién
Pasternak se basa en las dos hipétesis siguientes:

— Bajo la accién de una carga P se produce un
desplazamiento vertical w proporcional a la
intensidad de la carga.

— La variacion de la deformada produce una
tension de corte que es también proporcional
a ésta.
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Con estas dos hipotesis se obtiene, de acuerdo
con la notacion indicada en la figura 3:

b d=KW

Figura 3.

que constituye la ecuacion basica del modelo.

Debido a la existencia de las dos constantes
K y T, donde la primera es totalmente analoga a
la definida por Winkler y a la cual tiende al tender
T a cero, a este modelo se le denomina también en
el de los «dos coeficientes de balasto».

Actualmente el desarrollo de este modelo es
hastante completo, pues se dispone de la solucion
completa de los siguientes casos:

— Vigas tanto en estado plano como tridimen-
sional.

— Elementos con simetria axial.
— Algunos casos de losas de cimentacion.

Basandose en métodos numéricos existe el plan-
teamiento general tanto en elementos finitos como
en diferencias finitas.

Sobre el estado actual de desarrollo de este
modelo y con la aportacion de numerosas solucio-
nes practicas existe una tesis doctoral de proxima
lectura debida a J. Santos.

MODELOS QUE SE DEFINEN A PARTIR
DEL SEMIESPACIO ELASTICO-LINEAL

En primer lugar se ha de sefalar la labor reali-
zada por Boussinesq (1885) al encontrar mediante
{a aplicacién de la teoria de los potenciales la ex-
presion general para la determinacion del asiento
producido por una carga concentrada en el contorno
del semiespacio. Esta expresion unida a la encon-
trada por M. Flamant (1892) para el caso plano son
los dos pilares en los que se apoyan las soluciones
para el semiespacio elastico homogéneo.

La férmula encontrada por Boussinesq es:

1 — v P
w o
T En r
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y la encontrada por Flamant:

2(1——\/()2) r
W= — I'n
’)'l'.En d

donde P es la carga, r es el radio vector, es decir,
la distancia desde el punto de aplicacién de la carga
al punto cuyo asiento se quiere calcular, y d una
cierta longitud.

Actualmente la solucion practica del célculo de
estos elementos basados en el modelo de Bousi-
nesq ha sido realizada por M. |. Gorbunov-Posadov
(1937, 1941). Para encontrar esta solucion se apoyd
en los trabajos realizados por L. S. Guilman (1934)
y H. Borowicka (1936). Con la publicacion de su
libro «Calculo de obras sobre bases elasticas» en
el afo 1973 podemos decir que el proceso de cal-
culo en este modelo de suelo ha alcanzado un nivel
de desarrollo superior al que tienen los modelos
que emplean el coeficiente de balasto.

Modelos elasticos heterogéneos isétropos.

El primer grupo que se presenta es el de aque-
llos suelos que tienen un comportamiento elastico
lineal por capas, o sea, el de los suelos estratifica-
dos. Dentro de estos el caso mas simple lo consti-
tuye el de la capa elastica sobre una base indefor-
mable.

Este modelo, y tal como se indicd en la presen-
tacion, admite dos soluciones, segin se considere
la interfaz lisa o rugosa. Existen numerosas solu-
ciones en este modelo para la distribucion de las
cargas en superficie, tanto para el caso de interfaz
lisa como rugosa, pero solo en el caso de cargas
uniformes. Las unicas soluciones que existen en
este caso para cimentaciones con rigidez viarble,
que sepa el autor, son las debidas a G. V. Krashe-
ninnkova (1967) que por aplicacién del método de
B. N. Yemochkin (1947) tabulé diversas soluciones
para el caso de base lisa, para lo cual se apoyé en
la formula de O. Y. Shejter (1937). Posteriormente
en 1973, y con el mismo sistema de célculo, resol-
vié el caso de base rugosa aplicando la teoria de
S. |. laglokovski (1969).

Un modelo que en la actualidad se encuentra
bastante desarrollado y que tiene un gran interés,
por su gran aproximacion a suelos reales, en una
gran variedad de casos es el modelo de G. K. Klein
(1956). Dicho modelo consiste en suponer que el
médulo de deformacion del suelo varia de acuerdo
con la siguiente ley:

E—=EF,+4 E,z"
donde E, es el valor inicial de! médulo para z =0,
E, es el coeficiente que marca la variacion del mé-

dulo con la profundidad, y n un indice de la hete-
rogeneidad.
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En este supuesto, Klein llega a determinar la
relacion basica para el calculo de la deformacion
en superficie, obteniendo para una carga puntual
de intensidad P la siguiente expresion:

P

Wy =
wr(Do+ D, rn)

donde r es el radio vector o distancia del punto de
aplicacion de la carga al punto cuyo asiento se pre-
tende determinar: :

E() 2E7I
Dy = ——ono DN -
1
(3+n)( -‘-Vo)
14+n -

(1 '—V()Q)

Este modelo de suelo ha sido aplicado por A. E.
Duraev (1976) a la solucién del problema de la placa
con una carga uniforme aplicada en un cuadrado
de lado c, obteniendo unos resultados muy espe-
ranzadores.

Este mismo modelo fue estudiado por R. E. Gib-
son (1967) quien plantea el modelo de suelo, estu-
diando la variacion del médulo de cortante en pro-
fundidad en vez del médulo de deformacion, pero
tal como indica el propio Gibson es por una como-
didad de calculo. El trabajo de Gibson tenia entre
otros el objeto de informar sobre este modelo de
suelo que como el autor indica era debido a Klein,
pero la dificultad de acceso a la bibliografia sobre
el tema lo hacian desconocido en el mundo occi-
dental.

Y. A. Shevliakov (1977) estudia el caso de los
suelos estratificados en diversos modelos de sue-
los, para lo cual emplea fundamentalmente dos mé-
todos de calculo. Por un lado, plantea determinados
problemas mediante el método de las funciones ini-
ciales expresando éste en forma matricial, lo que
le permite encontrar la solucién de diversos casos
de heterogeneidad. En otros casos emplea el mé-
todo que se denomina de las «Ecuaciones integrales
duales». Pero su principal aportacién es el estudio
de aquellos tipos de suelos que tienen una varia-
cion sinusoidal de! médulo de deformacion o del
mddulo cortante con coeficiente de Poisson cons-
tante, con la profundidad, llegando en este caso a
la determinacion final del algoritmo que resuelve
el problema, aplicandolo al caso de la placa circular
rigida.

Esta variacidon sinusoidal del médulo de defor-
macion con la profundidad constituye un caso par-
ticular de Imas general estudiado por Y. A. Naumov
e Y. A. Shevliakov (1970) que estudian el caso de
los suelos estratificados con variaciones de la he-
terogeneidad de las capas, en el espesor.
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MODELOS QUE INTRODUCEN HIPOTESIS
COMPLEMENTARIAS AL MODELO
DE BOUSSINESQ

En el intento de encontrar la solucién de nues-
tro problema, para este modelo de suelo, hubo al
principio algunas simplificaciones. Dentro de éstas
cabe destacar la debida a Wieghardt (1922).

Supone Wieghardt que la deformada del terreno
es una funcién continua K de la diferencia absoluta
de las coordenadas, es decir:

{_ﬁ___g?
—— /\u}

"

W=K(x—¢))

Si la carga esta distribuida a lo largo de una
recta de longitud / la deformada del terreno sers:

'l
w = / PEKx—E])dE

0

identificando la deformada del terreno a la flecha
de la viga obtiene una ecuacién integro-diferencial
que soluciona el problema.

Ademas del caso general, Wieghardt estudio el
caso especial en el que la funcién K tenia la ex-
presion: . : '

K(x—é)=g “lx—¢l

El problema de Wieghardt sélo_co.ihcide con el
modelo de Boussinesq en el caso .de que:. -

K(lx—¢éD=cilog|x—£|+c.

Otro modelo de suelo basado en una simplifica-
cion del modelo elastico-lineal es el modelo de
Kany (1959).

Para resolver el problema de la viga que se apo-
ya en un semiespacio elastico lineal en estado pla-
no, Kany supone que la deformada del terreno tiene
una determinada forma. Dicha configuracion de la
deformada del terreno esta realizada en base a nu-
merosos ensayos, entre ellos numerosas medidas
realizadas a escala real. En resumen, el método de
célculo se basa en las tres hipétesis siguientes:

— El suelo debe estar formado por capas hori-
zontales y no debe mostrar ninguna variacién
de sus constantes elasticas en sentido hori-
zontal.

— Las deformaciones del terreno bajo cualquier
seccion de la viga deben aumentar proporcio-
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nalmente a la carga aplicada en la solera
(Ley de Hooke). No se tiene en cuenta, por
tanto, la relacion entre el médulo de rigidez
de la cimentacidén y la presién que actia en
cada punto.

— La viga de cimentacién debe ser de rigidez
(El} constante]).

— La solicitacién de la viga es plana (sin tor-
sion), suponiéndose un reparto uniforme
transversalmente al plano de calculo. Por
esta razén el método es aplicable principal-
mente a vigas de cimentacion (o placas que
trabajen como tal). En el caso de placas se
puede utilizar el método clasico de descom-
posicion en vigas estableciendo después las
condiciones de continuidad expresadas por
la igualdad de asientos. Se obtiene asi bas-
tante precisién, sobre todo si la placa es
bastante rigida, en opinion del autor del
método. ’

Otro modelo que tiene interés, sobre todo por la
aplicacion que ha tenido_en el calculo de pavimen-
tos rigidos es el de H. M. Westergaard (1938}, el
cual supone que no pueden existir dilataciones en
sentido horizontal.

En estas condiciones. Westergaard ha calculado
la distribucion de tensiones y asientos bajo diver-
sos tipos de carga entre las que se encuentra la
que hemos denominado ecuacién basica, que para
este caso tiene la expresion:

mnP

Wt ——
2TRG

v

donde w es el asiento, P la carga, R el radio del
punto donde se desea calcular el asiento al punto
de aplicacién de la carga, y G el mddulo de cortante

Modelos que introducen una variacién significativa
sobre el elastico-lineal.

Dentro de este grupo se encuentran fundamen-
talmente los modelos de O. K. Frélich (1934) y el
propuesto por A. P. S. Selvadurai (1973).

En el estudio del modelo de Boussinesq se en-
cuentra que para una carga concentrada y sélido
incompresible (v = 0,5) se genera una radiacion
rectilinea. En el caso general de v variable la solu-
cion se separa poco de ésta y Frolich lo que hace
es admitir que es valida en todo caso y calcula la
expresion béasica de esta radiacién en funcién de
un factor que mide la mayor o menor concentracién
de la radiacién, o sea, la mayor o menor concentra-
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cion de las cargas bajo la zona cargada. La expre-
sién basica en este modelo es:
c — 2

cP =z
G =

27 c

donde ¢ es el denominado factor de la concentra-
cion.

Este modelo coincide con el de Boussinesq para
el caso de que el factor de concentracion sea 3.
Este modelo se ha empleado frecuentemente para
el calculo de la distribucion de tensiones en un
semiespacio bajo cargas puntuales o uniformes re-
partidas, pero no se conoce que se hubiera aplicado
al caso de cimentaciones con rigidez variable.

El otro modelo que se considera dentro de este
grupo es el propuesto por A. P. S. Selvadurai, el
cual parte de las ecuaciones basicas del equilibrio
del semiespacio elastico homogéneo e introduce
en éste propiedades que dependen de la microes-
tructura del material. Estas singularidades tienen
una cierta importancia en los suelos granulares.

Fruto de estos estudios sobre la microestruc-

- tura y su influencia en las propiedades de deforma-

cion de los suelos reales, introduce en el modelo
de Boussjnesq dos parametros nuevos, uno de los
cuales tiene las dimensiones de una longitud.

MODELOS MIXTOS

Cada uno de los modelos estudiados ha sido un
intento de encontrar un modelo matematico del
suelo real valido en la mayoria de los casos. Sin
embargo, este objetivo no se ha logrado plenamen-
te. Continuando en este camino y apoyandose en
el hecho de que diversos modelos de suelos tienen
aplicacién a diversos casos de los suelos reales,
nacen los modelos mixtos o modelos formados a
partir de dos o mas modelos conocidos.

Es conocido el hecho de que en determinados
casos la solucidn que se obtiene por el método de
coeficiente de balasto es mejor que la que se ob-
tiene por el modelo de Boussinesq y viceversa, en
muchos casos reales la solucién obtenida con este
modelo es méas acertada que la obtenida con el
primero.

Con este hecho conocido, L. N. Repnikov (1967)
crea un modelo mixto que englobe a los dos mo-
delos anteriormente descritos y que tenga como
casos limites la igualdad a uno u otro modelo. De
esta forma obtiene un modelo cuya ecuacién ba-
sica es:

plé,m)déidn 1

§ Vix—&+4(y—m) K
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donde el primer sumando representa la deforma-
cién elastica de Boussinesq y el otro sumando nos
da una deformada del tipo de la del coeficiente de
balasto. Con este modelo Repnikov estudio el pro-
blema de la viga en estado de deformacién plana
obteniendo unos resultado muy concordantes con
los ensayos realizados. Este modelo como es facil
comprender representa a los suelos lineales, o sea,
aquellos suelos cuyo comportamiento bajo carga
es tal que la relacion tension-deformacion es lineal.
A pesar de esta limitacion, este modelo tiene una
gran aplicacion.

Un modelo de suelo ain mas general y que ya
es aplicable a suelos cuyo comportamiento no es
lineal es el de I. . Cherkasov (1958). Este modelo
surge de los estudios del autor sobre las propie-
dades mecanicas de deformacion de los suelos. La
expresion basica del modelo, o sea, la que correla-
ciona la carga y el asiento es:

1 — v P(l,"f))did‘q
wx, y} = — // i
rE N = iy — )

S

1
F——pxy)+ prix,y) sigp(x y)
K

El primer sumando de esta expresién tiene en
cuenta la linealidad existente al menos en un cier-
to intervalo y coincide con la férmula de Boussi-
nesq. El segundo sumando viene a ser equivalente
a un cierto coeficiente de balasto, con lo que se
sigue manteniendo la linealidad entre tensién y de-
formacion. Por dltimo, el tercer sumando expresa
la no linealidad, pues considera una cierta hiperbo-
licidad en el comportamiento del suelo.

En la actualidad el modelo estd bastante desa-
rrollado y se encuentran resueltos todos los proble-
mas basicos para su posible aplicacion. La deter-
minacion experimental de los parametros propios
de este modelo ha sido estudiada y resuelta de
forma satisfactoria por B. V. Ubarov (1976).

La solucion para el caso de la viga ha sido pu-
blicada por B. V. Ubarov en 1971, tanto para carga
uniforme como para una carga concentrada.

Estos modelos mixtos los podemos denominar
también modelos multiparamétricos, pues las pro-
piedades de deformacion del suelo vienen determi-
nadas por mas de dos parametros. En esta linea de
modelos multiparamétricos, se encuentra el modelo
de S. A. Rivkin (1967) que considera que la presion
de contacto se puede calcular mediante la expre-
sion: '
, ot &) im 7,
p=KI[1+3e lw

donde p es la presion de contacto, w el desplaza-
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miento del suelo, k, 3, « los parametros de! suelo,
y X
§ = ——, 1, = —— coordenadas relativas.

Este modelo se manifiesta muy util en el célculo
de placas, sobre todo cuando éstas tienen inclusio-
nes rigidas. Existe ademas una cierta correspon-
dencia con los otros modelos de suelos ya indica-
dos. Por ejemplo, para:

3 = 0 corresponde el modelo de Winkler.
3 # 0o > = corresponde el modelo de Pasternak.

3=550a =10 corresponde el modelo de Boussi-
nesq.

3 = 5,5 a > 10 corresponde a un semiespacio elas-
tico de potencia finita.

METODOS MATEMATICOS EMPLEADOS
EN LA SOLUCION DEL PROBLEMA
DE CONTACTO

La solucion de los numerosos problemas de
calculo que se presentan al intentar resolver el pro-
blema de contacto en elementos de rigidez variable
se ha buscado por diversos caminos. Aunque no se
pretende plantear de forma completa los métodos
existentes, de los cuales tenga conocimiento el
autor de este articulo, si pretendemos presentar al
menos de forma escueta los medios con los que
se cuenta para poder encontrar la solucion que se .
busca.

Para una mas facil expresion de los métodos de
calculo, los hemos dividido en cuatro grandes gru-
pos (fig. 4): «

— Métodos analiticos.
— Meétodos numéricos.

— Métodos que plantean un sistema de ecua-
ciones.

— Métodos empiricos.

METODOS ANALITICOS

Dentro de este grupo existen dos vias funda-
mentales. Una primera que se basa en la teoria de
las transformadas integrales (I. N. Snneddon (1972))
y que resuelve el problema planteando una ecuacién
integral. Su aplicaciéon es muy general. La segunda
via es la solucién de la ecuacién diferencial que
plantea el problema de contacto. Como ejemplos
tenemos las soluciones en el modelo de Winkler y
en el modelo de Pasternak para el caso de viga de
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TRANSFORMADAS
INTEGRALES

ANALITICOS

CON CONDICIONES
DE CONTORNO

DIFERENCIAL

SOLUCION ECUACION

FUNCIONES INICIALES

ECUACIONES INTEGRALES
DE CONTORNO

INTEGRACION NUMERICA

METODO DE LAS
CARACTERISTICAS

NUMERICOS

DIFERENCIAL

RESOLUCION ECUACION

DIFERENCIAS FINITAS

ELEMENTOS FINITOS

.L_q{RESIDUOS PONDERADOS

SERIES DE POTENCIAS

longitud infinita con una carga concentrada. En esta
segunda via de solucién merecen destacarse dos
medios de encontrarla. Uno que se apoya en las
condiciones de contorno (método de M. Hetenyi,
Timoshenko, etc.) y otro que emplea el método de
‘las funciones iniciales. La aplicacion de este segun-
do método se encuentra bastante desarrollada en
el libro de A. P. S. Selvadurai (1979).

METODOS NUMERICOS

Uno de los métodos mas modernos y potentes
y que puede servir de base a otros medios de so-
lucion, es el que se basa en la solucidn del pro-
blema mixto de contorno mediante el planteamien-
to de un sistema de dos ecuaciones integrales o
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PLAN. SIST.
ECUACIONES
MET. BASADOS EN TEORIA
DEL CALCULO DE ESTR.
EMPIRICOS

Fig. 4.—Métodos matematicos empleados en la solucién del problema de contacto.

sistema dual. Este método estd profundamente de-
sarrollado en el libro de 1. N. Snneddon (1966).

Otra via es la que plantea la solucion de la ecua-
cion diferencial por métodos numéricos. Dentro de
esta via se pueden distinguir cuatro caminos:

— La integracién numérica de la ecuacion dife-
rencial.

— El empleo del método de las caracteristicas.

— Las diferencias finitas, empleadas de forma
directa para la solucion de la ecuacion o
ecuaciones diferenciales o indirectamente a
través del método de las caracteristicas, co-
mo se hace en la teoria del estado limite
(V. V. Sokolouski (1960)), por ejemplo.

— Los residuos ponderados operan directamen-
te sobre la ecuacion diferencial. Generalmen-
te este método se aplica a problemas que
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no plantean ecuaciones lineales. La aplica-
cion y su base tedrica se encuentran desa-
rrollados en el libro de B. A. Finlayson (1972).
Estos residuos apoyados en el método de
Galerkin constituyen uno de los procedimien-
tos mas cominmente usados en el método
de los elementos finitos.

La tercera via que hemos considerado dentro
del grupo de los métodos numéricos es la de la
aplicacion del método de los elementos finitos.
Actualmente constituyen un método muy desarro-
llado con una extensa bibliografia al respecto de
la que se cita a titulo de ejemplo la de D. C. Zien-
kiewicz (1971). (Existe una nueva versién ampliada.)

METODOS QUE PLANTEAN UN SISTEMA
DE ECUACIONES

Dentro de este grupo, que podemos considerar
intermedio entre los métodos analiticos y los nu-
meéricos propiamente dichos se perfilan dos vias
fundamentales.

Una primera via es la que plantea la solucién
de la ecuacién diferencial mediante el empleo de
series de potencias. Este método ha sido aplicado
por H. Borwicka (1936) para encontrar la solucion
de la losa circular con rigidez variable sobre el
semiespacio de Boussinesq y que posteriormente
Garbunov-Posadov (1937, 1949) aplicé a la genera-
lidad de los problemas de contacto en este semi-
espacio. '

La segunda via es la que aplica los métodos
propios del calculo de estructuras a la solucion de
este problema. Los ejmplos mas destacados en este
grupo son entre otros los trabajos de J. Ohde (1942)
que es quiza el primero en esta via, el método de
B. N. Yemochkin (1947) y el método empleado por
M. Kany (1959) basado en el método de J. Ohde,
del afo 1942.

METODOS EMPIRICOS BASADOS
EN LA EXPERIENCIA

Son aquellos que encuentran la solucién con la
ayuda de datos empiricos fruto de la experiencia
profesional del autor. Aunque ya ha sido comentado
en el apartado anterior quiza el ejemplo mas cono-
cido es el de M. Kany (1959) que basa su solucién
en considerar que la deformada del terreno tiene
una determinada forma que el autor determing ex-
perimentalmente.

CONCLUSION

Como resumen y conclusién de todo lo expuesto
se aprecia que el empleo de modelos simples de
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suelos obliga a elegir, en funcién del tipo de suelo
y del nivel de cargas transmitidas al terreno, di-
versos modelos. Como ejemplo de esta afirmacién
tenemos el reciente trabajo de R. J. Krizek y D. K.
Atmatzidis (1977) sobre la eleccién del modelo de
suelo para el analisis numérico de la interaccion
suelo-conduccion.

Para intentar evitar este problema actualmente
se empiezan a desarrollar modelos mixtos de los
cuales hemos comentado dos, uno con comporta-
miento lineal y otro mas general que tiene en cuen-
ta el comportamiento no lineal del suelo.

La solucién de los problemas planteados en los
diversos modelos de suelos, cuenta con suficiente
numero de métodos matematicos que permiten la
aplicacion practica de estos modelos con una pre-
cision que en la generalidad de los casos es sufi-
ciente.
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