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Reflexiones sobre las bases
del analisis de estructuras

RESUMEN

Se realiza un «analisis del analisis de estruc-
turas», dentro del campo estéatico, resaltando la in-
cidencia de lo geométrico, lo mecanico y el mate-
rial, especialmente en las dificultades que introdu-
cen y en la linealidad o no linealidad del andlisis.

De forma concreta se aplica lo anterior a las
estructuras lineales planas, incluyendo también
unos ejemplos simples de una estructura isostatica
y otra hiperestatica, analizadas en primer y segundo
orden, para los diferentes tipos de acciones (car-
gas, deformaciones impuestas y desplazamientos
impuestos) en un mismo plano de igualdad.

Dentro de las conclusiones se destacan las po-
sibilidades de la resolucién de problemas no linea-
les mediante iteracion y superposicion de casos
lineales, de gran sencillez y potencia, pivotando
sobre las condiciones del material.

Palabras claves.

Analisis estructural, segundo orden, equilibrio,
compatibilidad, geometria, diagrama M-c, deforma-
ciones impuestas, desplazamientos impuestos, li-
nealidad, no linealidad.

Notacion.

¢: Curvatura.

¢ ,: Curvatura como accion.

c,: Curvatura debida a un momento flector.
C:: Constante de integracion.

»: Constante de integracion.

Mdédulo de elasticidad.

Inercia de seccion.

Rigidez de seccion.

Luz de vano.

Momento flector.

Esfuerzo axil.

Carga repartida.

Carga concentrada.

Corrimiento de apoyo.

Esfuerzo cortante.

Abscisa, posicion de seccidén en la estruc-
tura. '

Incégnita hiperestatica.

Ordenada, deformada (flecha).
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1. INTRODUCCION

Las consideraciones que aqui se van a presentar
son comunes en el fondo a todo tipo de estructuras
(unidimensionales, bidimensionales, tridimensiona-
les; discretas o continuas) aplicando el término de
estructura en su mas amplio sentido mecanico, re-
tomando, o recordando al menos, los nombres cla-
sicos de los tratados sobre estos temas en el sen-
tido de «Mecanica de las construcciones», 0, mas
abstractamente, «Mecanica de las estructuras».

En un gran esfuerzo de sintesis se podria inclu-
so contemplar dentro del concepto de estructura
a todo aquello que se analiza o puede ser analizado
mecanicamente o, empleando un lenguaje mas téc-
nico y abstracto, a todo «espacio mecanico» (una
autopista, una magquina, una aeronave, un barco, una
presa de tierra, una presa bdveda, un puente, un
tunel, un pozo, una corriente de agua, un terreno,
una playa, un depdsito, etc.) introduciendo expli-
citamente ciertas condiciones adicionales que den-
tro del concepto cldsico restringido de estructura
se dan implicitamente por supuestas.

Claro esta que no se pretende ni mucho menos
hacer esto aqui, sino sélo apuntarlo como algo que
posiblemente se producira con mayor o menor am-
plitud, con el avance del conocimiento y de la com-
prension, en el sentido de un cuerpo tedrico (o
cuerpo de doctrina) de analisis «total» de estruc-
turas que sintetice y englobe el concepto en su
sentido mecanico mas extenso de «espacio meca-
nico». Trataremos de las estructuras en su sentido
clasico.

Por razones obvias en linea con el objetivo de
reflexionar sobre los fundamentos del analisis de
estructuras y no menos por tratar de evitar en lo
posible la abstraccion y abordar lo concreto, nos
ceniremos practicamente al &mbito sencillo y cono-
cido de las estructuras lineales planas con acciones
en su plano. Pero con la idea siempre presente. de
que basicamente casi todo lo que se diga es, con
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dificultad mayor o menor, ampliable y extrapolable
a estructuras lineales (en otras condiciones que las
supuestas), bidimensionales y tridimensionales, dis-
cretas o continuas. Al mismo tiempo, y por las mis-
mas razones, desarrollaremos el tema en el campo
estatico y, dentro de él, nos limitaremos a la pro-
blematica sin tener en cuenta el tiempo (piénsese,
por ejemplo, dentro del campo estético, el andlisis
de estructuras de materiales viscoel4sticos). Pero
tampoco esto significa que las reflexiones que aqui
se hacen no se puedan extrapolar, conveniente-
mente adaptadas, a tales campos.

Todas las limitaciones en lo concreto redunda-
rén con seguridad en beneficio de la comunicacién,
haciendo mas facil el discurso, por un lado, y la
comprensién por otro.

2. LO MECANICO Y LO GEOMETRICO

Lineas arriba se ha hablado de estructuras, en
abstracto, como «espacio mecanico». El empleo de
estos términos tiene una justificacion (ajena por
completo a la retdrica superficial del tecnicismo
que suena mas o menos bien).

Es muy importante resaltar aqui, precisamente,
el sesgo «mecanico» que el tratamiento del analisis
estructural ha tenido historicamente frente al as-
pecto «geométrico» (y no precisamente porque la
Mecanica no incluya consideraciones geométricas,
dado que la Geometria es anterior histéricamente
a la Mecanica); «mecanico» lo entendemos aqui en
un sentido restringido a nivel de «estatico» o «dina-
mico», mas -cercano al empleado clasicamente en
el ambito de las estructuras.

Dentro de una concepcién causa-efecto, tanto
las acciones, de las que se parte en el anilisis, co-
mo los efectos, que se buscan mediante el mismo,
incluyen en paralelo ambos aspectos, el mecanismo
y el geométrico, perfectamente diferenciables.

Posiblemente una razon del desequilibrio histo-
rico en-perjuicio de la geometria sea debido a Ia
funcién mas urgente (y también casi unica en el
pasado, que no en la actualidad) del analisis: que la
estructura no colapse, no «se caiga», esto es, en
definitiva, el caracter resistente clasico del analisis
estructural. Y lo resistente se ha venido asociando
siempre con lo mecanico (tensional, etc.) y no con
lo geométrico, aunque desde la perspectiva actual
esto sea ya mas que discutible.

Por supuesto, esta afirmacion del sesgo meca-
nico en detrimento del geométrico no significa que
no se hayan considerado acciones geométricas (el
problema de las deformaciones por cambios y gra-
dientes térmicos, por ejemplo, es antiguo, no sélo
en su conocimiento, sino en su tratamiento) o, mu-
cho menos, efectos geométricos. Se trata mas bien
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de un desequilibrio en las bases y en el plantea-
miento del andlisis. Tampoco significa que esto
haya sido igual en todas partes y por todos los
autores; si puede hablarse de escuelas nacionales
en la materia, existen algunas donde este desequi-
librio no ha sido tan intenso, como es el caso de
Ja italiana.

En cuanto a las acciones la parte mecanica es-
taria representada por lo que genéricamente se
conoce por las cargas, del tipo que sean, mientras
que lo geométrico abarca las deformaciones y los
corrimientos (es de destacar que, de forma un tanto
indicativa en el sentido apuntado mas arriba, se
suele afadir el adjetivo «impuestas» a estas accio-
nes geométricas). Al otro lado del analisis, los efec-
tos son en parte de tipo mecéanico (esfuerzos, reac-
ciones, tensiones, etc.) y en parte de tipo geomé-
trico (curvaturas, giros, desplazamientos, deforma-
ciones, etc.).

Son bien conocidas, por otra parte, dualidades
tales como tension-deformacion (a nivel del mate-
rial), esfuerzo-deformacion (a nivel de la seccién,
de los tipos momento-curvatura, axil-elongacion,
cortante-distorsion) o reaccion-coaccion( en los apo-
yos y otras zonas de la estructura), entre factores
mecanicos y geométricos.

Pero esta dualidad en paralelo de lo geométrico
y de lo mecanico no se manifiesta Gnicamente en
lo que podriamos llamar la entrada y la salida del
analisis, sino en la propia naturaleza del mismo. En
efecto, las condiciones que configuran el analisis
estructural pueden dividirse en tres tipos:

— Condiciones de equilibrio (mecanicas).
— Condiciones de compatibilidad (geométricas).

— Condiciones del material (tenso-deformacio-
nales).

Las primeras, puramente mecanicas, establecen,
dada una geometria y unas coacciones de la estruc-
tura, el equilibrio entre las cargas (si existen), los
esfuerzos y las reacciones (correspondientes a las
coacciones de la estructura). Las segundas, pura-
mente geométricas, aseguran la compatibilidad de
deformaciones y corrimientos de la estructura, con
arreglo a la continuidad, geometria y coacciones de
la misma. Las terceras, inherentes al material
particular (o materiales) de la estructura, son de
tipo mecanico-geométrico (tenso-deformacionales)
y sirven de nexo de union de los dos tipos ante-
riores, totalmente independientes del material.

En el caso méas general, son necesarios los tres
tipos de condiciones del anélisis para deducir los
efectos de las acciones (caso hiperestatico: se ne-
cesitan mas condiciones que las puramente esta-
ticas, esto es, las de equilibrio). No obstante, exis-
ten determinadas situaciones en que bastan las
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condiciones de equilibrio para deducir los efectos
de tipo mecanico (esfuerzos, reacciones, tensiones)
derivandose ya de estos, a través de las condicio-
nes (tenso-deformacionales) de! material, los efec-
tos de tipo geométrico (deformaciones y corrimien-
tos, en general), teniendo en cuenta también las
condiciones de compatibilidad (caso isostatico: se
necesitan exactamente las condiciones estéticas,
las de equilibrio).

La combinacion de la mayor o menor com-
plejidad de la geometria de la estructura, esto es,
del espacio estructural (unidimensional, recto o
curvo, o bidimensional, planos o espaciales; tridi-
mensional) y de sus coacciones, del sistema me-
canico (estatico o ‘dinamico), de la naturaleza de
los sistemas geométricos de deformaciones (defor-
maciones planas o no planas, grandes deformacio-
nes o pequefias, etc.) y de las propiedades tenso-
deformacionales del material (elasticidad, plastici-
dad, viscosidad, etc.) de la estructura (o materiales,
en cuyo caso es obvio el aumento de complejidad),
configura la mayor o menor dificultad del plantea-
miento y resolucién del analisis.

Pero, ademas, bajo la coincidencia de ciertas
situaciones concretas de todos estos factores en
juego, pueden producirse evidentes simplificacio-
nes en el analisis, en relacion al planteamiento ted-
rico riguroso del mismo, que proporcionan aproxi-
maciones suficientes. El caso mas claro es el ana-
lisis de la llamada pieza lineal, la cual, en ciertas

condiciones, puede ser estudiada en gran parte co- .

mo un espacio unidimensional a partir del concepto
de seccion, en lugar de ser analizada como espacio
tridimensional a partir del elemento paralelepipédi-
co. Por supuesto es el caso mas claro pero no el
Gnico (en la mayoria de los casos de anélisis de
estructuras bidimensionales se hacen similares
simplificaciones, reduciendo un problema tridimen-
sional a uno bidimensional).

De todas las afirmaciones anteriores podria de-
ducirse que existe un perfecto paralelismo entre
lo geométrico y lo mecéanico en todo el proceso del
anélisis estructural, hasta el punto de ser aspectos
duales simétricos. Sin embargo, si bien esto es
cierto en la cualidad no lo es ni formalmente ni en
las implicaciones de ambos campos en el analisis.
Dentro de la perspectiva del analisis estructural
que estamos considerando, el aspecto geométrico
es el que plantea ciertamente mas implicaciones
y por ende mas dificultades en su tratamiento (des-
de la geometria de la propia estructura hasta la
geometria de las deformaciones); por el contrario,
el aspecto geométrico es quiza lo mas primario e
intuitivo en la comprension fisica del comporta-
miento estructural.

Esto que ahora se comenta se vera perfectamen-
te al analizar mas tarde unos cuantos casos con-
cretos, pero ya de entrada baste recordar que la
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clasica divisién en distintos érdenes del anélisis
estructural (primero, segundo, etc.) estd directa-
mente asociada a las implicaciones de las deforma-
ciones y que la sencillez de la geometria, tanto de
la estructura (piezas rectas, estructuras planas)
como de las deformaciones (deformaciones planas,
deformaciones pequefias), es un requisito funda-
mental para posibles simplificaciones del analisis.

No queremos insistir mas en resaltar la impor-
tancia de lo geométrico porque esto no trata ni
mucho menos de ser un alegato; Unicamente des-
tacarlo al mismo nivel que lo mecanico en lo cua-
litativo e incluso por encima del mismo en cuanto
a sus implicaciones en la dificultad del analisis.
En este sentido, dominar la geometria es dominar
el analisis estructural.

3. LAS CONDICIONES DEL ANALISIS

Después de estas consideraciones, conviene
volver de nuevo a las condiciones del analisis es-
tructural y estudiar sus implicaciones por separado.

Dada una estructura y unas acciones sobre ella,
y establecido un cierto nivel del analisis, existen
en general infinitas soluciones mecanicas (siste-
mas de esfuerzos, reacciones y tensiones) que sa-
tisfacen las condiciones de equilibrio, asi como in-
finitas soluciones geométricas (sistemas de defor-
maciones y corrimientos) que satisfacen las con-
diciones de compatibilidad. Al introducir en la es-
tructura un material determinado, con unas carac-
teristicas tenso-deformacionales concretas, el nu-
mero de soluciones se concreta también (varias,
una o ningunal.

Con independencia de esto, a veces se concede
especial relevancia a un solo tipo de condiciones,
en general a las de equilibrio, forzando a que el
analisis sea isostatico; este caso es distinto de
aquel en que, planteado un cierto nivel de analisis,
existen casos particulares donde el analisis resulta
isostatico. Aqui el isostatismo se impone de en-
trada. Un ejemplo es el analisis de membrana en
las laminas, en el cual se da especial relevancia a
los esfuerzos en la superficie de la ldmina, despre-
ciando flexiones y cortantes; ademas, al no consi-
derarse para nada condiciones de compatibilidad,
se supone que no son operantes en absoluto, lo que
en general no es cierto o, al menos, debe ser tan-
teado. Esta forma de plantear el analisis no es aje-
na, desde luego, a la experiencia mas o menos ge-
neralizada de que, dentro de ciertos limites, las
estructuras tienden a comportarse de la manera en
que son concebidas en el andlisis y proyectadas en
consecuencia, por lo que se impone asegurar como
minimo alguna forma de equilibrio («para que no
se caiga», dentro de la concepcion resistente del
analisis); desde el punto de vista que aqui se adop-
ta, esto esta ligado al hecho de que, al menos en
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los materiales estructurales conocidos hasta la fe-
cha, sus caracteristicas tenso-deformacionales pre-
sentan en mayor o menor medida tendencia a la
plastificacion, creciendo la deformacion a tensién
constante (e incluso disminuyendo ésta) en las fa-
ses previas a la rotura.

Lo anterior tampoco es ajeno al hecho de que
entre todas las formas posibles de equilibrio que,
para un material determinado, supongan compati-
bilidad, la estructura adopta la que supone menos
deformaciones (y menos tensiones, ya que ambos
van ligados por el material de forma mas o menos
proporcional). Pero entramos en un tema fisico, el
energético, que, pudiendo decir que se encuentra
en los fundamentos del analisis a nivel distinto que
el planteado en estas paginas, no nos interesa aqui
y ahora. Es bien conocida la relacion entre la for-
mulacién energética y la que corresponde a las
condiciones de equilibrio y compatibilidad que aqui
abordamos. Sélo senalaremos que la formulacion
energética representa quiza la forma mas sintética
de plantear el anélisis; por el contrario, el plantea-
miento que aqui hacemos se coloca en el otro ex-
tremo: analizar por separado las distintas condicio-
nes que conforman el analisis estructural y sus
implicaciones en el mismo.

Como consideracion previa final conviene apun-
tar que, en teoria y en general, para una misma es-
tructura con unas determinadas acciones existen
diferentes niveles en los cuales plantear el analisis
estructural; aunque por costumbre, sancionada mas
0 menos por la experiencia o por razones de indole
teorica (de tipo muy fundamental o fisico, como las
energéticas, o matemético, como los ajustes de
modelos o niveles estructurales mas sencillos), en
la practica pueda sélo existir uno.

Un nivel de andlisis queda definido cuando se
explicita con toda claridad su elemento basico (su
«4tomo», en otras palabras) y los factores tanto me-
cénicos (tensiones, esfuerzos, reacciones, etc.) co-
mo geométricos {deformaciones, curvaturas, elon-
gaciones, desplazamientos, etc.) que se correspon-
den dualmente, senalando los que verdaderamente
entran en juego en el mismo. En particular, tanto
las acciones como los efectos deben definirse «a
priori», correspondiendo a un mismo nivel (no ten-
dria sentido, por ejemplo, analizar una estructura
lineal como tal, suponiendo deformaciones planas,
si se introducen como acciones deformaciones que
no lo son; habria que pasar a otro nivel, en general).

4. ESTRUCTURAS LINEALES PLANAS:
LINEALIDAD Y NO LINEALIDAD

Después de esta prolongada introduccién, pase-
mos ya a analizar en concreto, dentro de la pers-
pectiva que aqui se aborda, las estructuras lineales
planas con acciones y efectos en su plano, particu-
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larizando incluso en aquellas de geometria mas sen-
cilla, las compuestas por piezas rectas. Es bien
conocido que, dentro de ciertas condiciones, funda-
mentalmente geométricas, se pasa con poco error
de un nivel de andlisis tridimensional a uno bidi-
mensional {donde no cuenta ya la dimension per-
pendicular al plano de la estructura) y de éste a
uno unidimensional (donde puede llegarse a pres-
cindir de otra de las dimensiones, introduciendo el
concepto de seccion y los de esfuerzos y defor-
maciones de la misma, para trabajar de hecho sobre
la directriz de cada pieza, como si no tuviera di-
mensiones transversales).

Se ha hablado de seccién y de esfuerzos (flexio-
nes, axiles, cortantes) sobre la misma. En realidad,
el paso de lo bidimensional a lo unidimensional no
evita que no se consdiere en un cierto nivel el
analisis segun la otra dimensién; lo que ocurre es
que éste se escalona y se simplifica en forma de:

— Analisis a nivel seccién (segun la dimensién
transversal o canto).

— Anélisis a nivel estructura (segun la dimen-
sioén de la directriz).

El anélisis a nivel seccién, que ya implica la hi-
potesis de deformaciones planas, repite las mismas
condiciones de siempre:

— Condiciones de equilibrio entre esfuerzos de
la seccion y tensiones del material (0 ma-
teriales).

— Condiciones de compatibilidad entre defor-
maciones de la seccién y deformaciones del
material (o materiales). .

- Condiciones del material (o materiales), ca-
racteristicas tenso-deformacionales del mis-
mo.

Aqui puede hablarse también de isostatismo e
hiperestatismo (caso este tltimo en el que el ma-
terial es heterogéneo o, en otras palabras, puede
hablarse de distintos materiales con diferentes ca-
racteristicas tenso-deformacionales).

Del anélisis a este nivel se obtienen las caracte-
risticas tenso-deformacionales de la seccién, que
entran como condiciones del material en el analisis
a nivel estructura, el cual queda configurado asi:

— Condiciones de equilibrio, entre cargas (si
existen), esfuerzos de las secciones y reac-
ciones de la estructura.

— Condiciones de compatibilidad, entre las de-
formaciones de las secciones y la geometria
y coacciones de la estructura.

— Condiciones del material, caracteristicas ten-
so-deformacionales de las secciones.
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Una vez delimitado el ambito de las estructuras
que vamos a considerar y definido su elemento, la
seccion, juntamente con el analisis que a tal nivel
elemental se realiza, conviene precisar con clari;
dad una serie de factores geométricos que, como
es frecuente en la practica de este tipo de analisis,
se suponen de entrada. Estos son, a parte de que
las deformaciones de las secciones son planas:

— lLas . deformaciones son pequeiias.

— Las deformaciones de las secciones se re-
ducen a cambios en la curvatura (o a curva-
turas, ya que las piezas son rectas en prin-
cipio) o, dicho de otra manera, sélo se con-
sideran deformaciones de flexion, despre-
ciando las axiles (elongaciones) y las cortan-
tes (distorsiones).

Puede apreciarse la cantidad de simplificaciones
y omisiones que suponen el analisis, a este nivel
que en la practica puede llamarse normal, respecto
de un planteamiento mas riguroso tedricamente.

Por otro lado hay que recordar que, dentro de
estas hipétesis, pueden distinguirse todavia dos
ordenes:

— Primer orden, en que la geometria de la es-
tructura se considera inalterada en las con-
diciones de equilibrio.

— Segundo orden, en que al deformarse la es-
tructura, la geometria de ésta se considera
alterada en las condiciones de equilibrio,
siendo los desplazamientos no despreciables
en ellas, aunque sean pequefios (recordemos
que, en general, esto es asi en estructuras
geométricamente esbeltas, al menos en una
dimensién, en presencia de esfuerzos norma-
les a la misma, como soportes, arcos o la-
minas).

Analicemos por separado las condiciones del
analisis a este nivel.

Condiciones geométricas.

Teniendo en cuenta la geometria de estas es-
tructuras, compuestas por piezas rectas, la consi-
deracion geométrica de la deformada de cada pieza
(desplazamiento normal a la directriz) no sélo es
inmediata y directa como una funciéon y =y (x) de
la posicién de la seccion en la pieza, sino que, in-
cluyendo ademas la hipotesis de pequenas defor-
maciones, puede suponerse con gran aproximacién
que la curvatura ¢ (x) = y” (x), lo que establece una
relacion tan simple como importante entre las de-
formaciones de las secciones (curvaturas) y los
desplazamientos de la estructura. De esta relacion
deriva la linealidad existente entre curvaturas y
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deformadas en una estructura dada, asi como el
hecho de que el conjunto de las deformadas com-
patibles (que son en general infinitas) en una es-
tructura forma espacio vectorial (la diferencia o
suma de dos deformadas campatibles es compati-
ble y el producto por constante de deformada com-
patible también lo es). Téngase presente que las
condiciones de borde (de coaccién en los apoyos)
son también lineales (en general de dos tipos:
y(x;) =06y (x;} = 0)y que la estructura conserva
su continuidad al deformarse (igualdad de los va-
lores de y (x) y de y’ (x), equiparable al giro, en los
nudos o puntos de unién de diferentes piezas). Co-
mo puede apreciarse, en todas estas consideracio-
nes no aparece para nada referencia alguna a las
condiciones de equilibrio ni a las del material; son
puramente geométricas y de ellas se deriva la /i-
nealidad geométrica en este nivel del analisis.

En este punto y dentro de este contexto, cabe
comentar, en particular, que los conocidos teore-
mas de Mohr se demuestran Unicamente en térmi-
nos geométricos en funciéon de las curvaturas (el
primero es inmediato; el segundo, mediante super-
posicidén, puesto que ello es posible, de los efectos
producidos por curvaturas en sucesivas secciones
de longitud finita y paso al limite, longityd diferen-
cial, con lo que se llega a una integral).

Condiciones mecanicas.

Agui cabe distinguir entre el anélisis en primer
orden y segundo orden.

En primer orden, la linealidad entre cargas y es-
fuerzos de las secciones, se deriva directamente de
los principios de la Estatica, teniendo en cuenta
que la geometria de la estructura no varia. En ne-
neral, si una estructura es hiperestatica de grado n
los esfuerzos en una seccion genérica pueden con-
siderarse como combinacién lineal de los esfuerzos
debidos a las cargas y a las n incégnitas hiperes-
taticas (momentos, fuerzas, reacciones, etc.) toma-
das en el seno de la estructura, establecidos todos
los esfuerzos en la configuracion isostatica corres-
pondiente.

Esta claro que, en estas circunstancias, las con-
diciones de equilibrio son lineales. Existe linealidad
mecdnica.

Por otro lado es obvio que el sistema de esfuer-
zos en la estructura, producido por cada incégnita
hiperestatica, es autoequilibrado (se entiende, equi-
librado con sus reacciones correspondientes). En
tal situacion el sistema resultante de la combina-
cién lineal de los sistemas de esfuerzos producidos
por las n incdgnitas hiperestaticas es también auto-
equilibrado. Puede decirse, generalizando, que el
conjunto de esfuerzos autoequilibrados en una es-
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tructura hiperestatica de grado n forma espacio
vectorial de dimensidn n.

En particular, por la geometria de las estructu-
ras compuestas por piezas rectas, resuita que en
este caso los esfuerzos autoequilibrados en las
mismas, poseen leyes f(x) que son lineales (mo-
mentos flectores) y constantes (esfuerzos axiles y
cortantes).

En segundo orden, se pierde la linealidad meca-
nica por causa de la influencia en los esfuerzos de
la geometria (deformada) de la estructura, la cual
ya no es un dato constante de entrada del analisis,
sino un efecto o resultado del mismo.

Condiciones del material.

Como ya se ha visto, corresponden estas con-
diciones a las caracteristicas tenso-deformaciona-
les de la seccién, derivadas del analisis a dicho
nivel. Suponen una relacion entre esfuerzos y de-
formaciones de la seccién que, con las hipotesis
que se consideran en cuanto a estas Gltimas (s6lo
curvaturas) y la relacion entre tensiones y esfuer-
zos de la seccién, puede formalizarse de una ma-
nera general asi:

c{x) =cx,M(x),N (x))

que corresponde al diagrama momento-axil-curvatu-
ra, que depende de la seccién y, por tanto, de su
posicion x. Puede formalizarse también como:

M{x}=MI(x,c(x),N(x))

Si el material es homogéneo, lineal y elastico,
el analisis a nivel seccién conduce, como es bien
conocido, a M (x) = K (x) - ¢ (x), donde la llamada
rigidez, K (x), es K (x) = E - I (x) siendo E e| médulo
de elasticidad del material e / (x) la inercia de la
seccién. En este caso, la condicion tenso-deforma-
cional es muy simple y lineal. Existe linealidad por
el material. Siendo los tres tipos de condiciones
lineales el andlisis en primer orden es lineal, exis-
tiendo linealidad entre acciones y efectos.

En el caso general, ya mencionado, la condicion
del material no es lineal, por lo que, a pesar de
que las otras (geométricas y mecanicas) lo sean
el andlisis en primer orden no es lineal. :

5. EJEMPLOS

Para ilustrar mejor todas estas consideraciones
anteriores, llegando a lo mas concreto, expondre-
mos a continuaciéon unos ejemplos muy sencillos,
de estructura isostatica y de hiperestética, con
acciones tipo carga, deformacion y corrimiento.
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ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

Andlisis en primer orden.

CARGAS

BER ‘
p

ERI NSNS

e 7

Seccion constante de inercia /.
px(/—x)

A) Equilibrio: M (x}) =
2

N({(x)=—P

/
ViX)=—p (——«x)
2

Necesarias y suficientes para calcular los efectos
mecanicos (isostatismo).

LINEALIDAD

B) Compatibilidad: No son operativas para cal-
cular efectos mecanicos (isostatismo). Si para cal-

cufar efectos geométricos:
, y(0)=0
cx)=cy, () =y" (x) &y (x) v b(/) —0

LINEALIDAD

C) Material: En general, M (x) = M (x, c,, (x),
N (x)), NO LINEALIDAD.

CASO PARTICULAR: Material homogéneo, elas-
tico y lineal M (x) = K¢, (x) donde K (rigidez) =
= EI. LINEALIDAD.

Los efectos geométricos se obtienen, a partir
de las condiciones B), sustituyendo en ellas las
A) y C), integrando dos veces y” (x) e imponiendo
las condiciones de borde:

p

(—x*+21x—Px)
24K

y (x) =

DEFORMACIONES

¢, (x) = co (soleamiento, por ejemplg) ,
B

2 e P
X T [t

A »

Eal
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‘ A) Equilibrio: Condiciones idénticamente nu-
las, salvo N (x) = —P.

B) Compatibilidad:
y(0)=0

cX)=c=y" (X} y(x) y () =0

De aqui se obtiene directamente el valor de la de-
formada (arco de circulo, evidentemente).

C)} Material: No son operativas.

DESPLAZAMIENTOS

y () = v (descenso de apoyo)

A) Equilibrio: Condiciones idénticamente nu-
las, salvo N {x) =—P.

B) Compatibilidad:
y(©0) =0

c)=y"(X)=0ey(x) % y () =v

De aqui se obtiene directamente el valor de la de-
formada (recta).

C) Material: No son operativas.

Analisis en segundo orden.
CARGAS

A Y

Seccidn constante de inercia /.

px(l—x)

A) Equilibrio: M (x) = —Pyx)

N (x) = —P NO LINEALIDAD
BY Compatibilidad:

cx)=c, (x)=y" (x) 2y x) {
LINEALIDAD

y(0)=0
y () =0

FEBRERO - MARZO 1980

C) Material: En general, M(x) =M {.x cy (x),
N (x)), NO LINEALIDAD. ‘

CASO PARTICULAR: Material homogéneo, elas-
tico y lineal, M (x) =K' ¢, (x) donde K=E/ LI

.NEALIDAD.

Conjugando los tres tipos de condiciones se re-
suelve el analisis.

En el caso particular de condiciéon del material
lineal, se llega a la ecuacién diferencial lineal:

px(l—x)
MX)=K-cx)=K y" (x) = ————

2
— P y(x)
con y(0)=y()=0
es decir:
px (I —x)
K-y”" (x)+Py(x) = ————— = condiciones
2

y(0)=0
borde y () =0
de donde:

px(l—x) K'p
y (x) = + +

2P P?
P P
-+ Ci sen ——— x + Cz cos —_X
K K
con:

Kp P
e 1 — cos —_—
P2 K
V P
sen —_
K

—Kp

Ci=

C;: =
P‘J

Es facil observar que, al irse acercando P al

2

I2
mada crece muy rapidamente, por lo que la hipéte-
sis de deformaciones pequefias ya no se mantiene
a dicho nivel y no es aplicable el andlisis que aqui
consideramos.

valor de la carga de Euler (P - K ) {a defor-
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DEFORMACIONES

¢, (x) = co (soleamiento, por ejemplo)

‘}\

— 4 L

A) Equilibrio: M (x) =—P y(x)

N (x) ==—P NO LINEALIDAD
B} Compatibilidad:
y(0)=0
yh=0

clx)=cotcy(xX)=y" X) ey (x)
LINEALIDAD

C) Material: En general, M (x) = M (x, c,, (x),
N (x)), NO LINEALIDAD.

CASO PARTICULAR: M (x) =K' c, (x), donde
K = E I, LINEALIDAD.

En este caso particular, conjugando las tres con-
diciones, se llega a la ecuacién diferencial lineal:

K-y” (x}) 4+ Py (x) = K co ¢ condiciones
y(0)=0
y({l=0

borde

de donde:

K*cy P T
y (x) = + Cisen x+ Ceacos |/ —x
P K K

con:

También en este caso, al aproximarse P al valor

%2

de la carga de Euler (P = K ) la deformada

crece muy rapidamente, con la consiguiente reper-
cusion sobre la hipétesis de deformaciones pe-
queias.
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DESPLAZAMIENTOS
y (/) = v (descenso de apoyo)

1 |
l.
? |
71
A) Equilibrio: M (x)=—P "y (x) |
N (x) =-—P NO LINEALIDAD

#
P

B} Compatibilidad:
" y (0) = 0
c)=c, () =y"(X) e y () =v
LINEALIDAD

C) Material: En general, NO LINEALIDAD.

CASO PARTICULAR: M (x) =K 'c, (x) donde
K = E I, LINEALIDAD.

En este caso, sellegaa K y” (x) + P y(x) =0
y(0)=0
y)=v

con

P
de donde y (x) = C: sen ‘/-————- X,
K

v

con Cy = , por lo que, al acercarse P

al valor * K, ocurre lo que en los casos estu-

I2
diados anteriormente, respecto a la hipétesis de
deformaciones.

ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS
Andlisis en primer orden.

CARGAS

L
e iy e
. L,

k- L l

1 L] —t

Sea una viga continua de seccién constante
(inercia /), de la cual, por simetria, s6lo estudiare-
mos la parte izquierda.
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px(l—x) X x
A) Equilibrio: M (x) =
2 /
N(x)=—P, LINEALIDAD

(X es la incdgnita hiperestatica: momento flector
sobre apoyo central.)

B) Compatibilidad:
cx)=cyX)=y" (x) ey x)
con
y@Q =y(h=y2N=0
o bien, por simetria
yO=yN=y' N=0

C) Material: En general, M (x) =M (x, c, (x),
N (x}), NO LINEALIDAD.

CASO PARTICULAR: Material homogéneo, elas-
tico y lineal: M (x) =K ¢, (x) donde K=EI, LI
NEALIDAD.

Conjugando las tres condiciones se resuelve el
analisis.

En el caso particular de condicién del material
lineal, al realizar la doble integracion de y” {x) e
imponer las condiciones de borde, resulta un sis-

tema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas
(X y dos constantes de integracién):

pl
X=—
8
';LS<
P
y (x) = (—2xt+31x*—Px) 2, X
48K
M(h=X

DEFORMACIONES

¢, (x) = co (soleamiento, por ejemplo)

b}
R — 7P

Sea una viga continua de seccion constante
(inercia 1), de la cual, por simetria, estudiaremos
la viga de la izquierda.

X x
A) Equilibrio: M {x) = —-—,— (X es la incégnita

hiperestatica: momento flector sobre apoyo central)
N (x}=—P, LINEALIDAD

FEBRERO - MARZO 1980

B) Compatibilidad:
cX)=y"(x)=co+cy (X} y (x)

con yO=y(N=y(2NH=0

o bien, por simetria

y@O=yh=y (=0
LINEALIDAD

C) Material: En general, M (x}) = M (x, ¢, (x),
N (x}), NO LINEALIDAD.

CASO PARTICULAR: Material homogéneo, elas-
tico y lineal: M (x) = K¢y (x), donde K=E -1, LI-
NEALIDAD.

Conjugando los tres tipos de condiciones se re-
suelve el analisis.

En el caso de material lineal, al realizar la doble
integraciéon de y” (x) e imponer las condiciones de
borde resulta un sistema lineal de tres ecuaciones
como en el caso anterior:

3
X = —-——Kco (como ¢y es negativo, X es
2 positivo.)
Co ' x3 /
ylx) = (— + - —x
2 21 2
M) =X

DESPLAZAMIENTOS

y () = v (descenso del apoyo central)

—

£ v £
\

Seguiremos estudiando, por simetria, la viga de
la izquierda.
X x

A) Equilibrio: M (x) =

N (x) =—P,
B) Compatibilidad:
ciX)=cy X)=y" (x) oy (x)
yl@=y@2h=0
y(h=v
o bien, por simetria
y(@0)=y'(N=0

yih=v
LINEALIDAD

LINEALIDAD

con
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C) Material: En general, como siempre, NO
LINEALIDAD.

CASO PARTICULAR: M (x) =K c, (x) donde
K = E -/, LINEALIDAD.

En este caso de material lineal, al realizar la
doble integracion de y” (x) e imponer las condicio-
nes de borde resulta un sistema similar al de los
casos anteriores:

3Kv
X=— (como v es negativo, X
2 es positivo.)
vex® 3 v
yx)=— + X =
2P 2 |
X 3 X
2°B 2
M(N=X

Analisis en segundo orden.

CARGAS

3 ’
p LUV VR R,
.S ,

£ I, L 1
T i 1

Solucion simétrica:

Vamos a estudiarlo sobre la misma viga de sec-
cion constante de inercia /.

px(l—x)
A) Equilibrio: M (x) = —
2
X x
—Py )+ —
/
N(x)=—P, NO LINEALIDAD
B) Compatibilidad:
clx)=cy, (x}= y" (x) oy (x)
yl@O=y(N=y2N=0
o bien yO =y(NN=y (=0

(solucién simétrica)
LINEALIDAD

C) Material: En general, M (x) — M (x, ¢,, (x),
N (x)), NO LINEALIDAD. \

CASO PARTICULAR: M (x) =K ‘¢, (x), donde
K = E -1, LINEALIDAD.

Conjungando los tres tipos de condiciones se
resuelve el anélisis.

En el caso particular de condicién del material
lineal, se llega, como en el caso similar de la viga
simple, a una ecuacién diferencial lineal:

px(l—x) X x
Ky"(x)+P-y(x) = -+
2

» condi-

ciones de borde
yO=yN=y@2N=0

yO)=yN=y N=0
(solucién simétrica)

o bien

1 px(l—x)  Xx Kp 1/ P P
y (x) = ( -+ + +Clsenl ——— x -+ Cy cos I e X
P 2 / P2 /K ;K
con: .,
Kp 1/ P P 1/ P p L
(cos — 1+ e SN /)——
P? K K K 2P
C =
o P /P
sen |/ —/—1 |/ ——cos I/———-——/
K K K
Kp
Co—=——no
Kp P P
X=—(cos —_ 1 )——CI'P'sen‘ — ]
P K K
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¢ K
En particular, para la carga de Euler, P =
,2
2Kp p I
X —= — fr—
P 4,935
M(D=X

DEFORMACIONES

¢4 (x) = ¢y (soleamiento, por ejemplo). Seccion
constante de inercia /.

- B
2
X

A)  Equilibrio: M{x)=—P - y(x)+ X' —
/

N (x) = — P, NO LINEALIDAD

B) Compatibilidad:

c(x)=y" (x)=co+c, (x) 2y (x)
y @O =y(N=y@2N=0
o bien
yO)=y =y
(solucién simétrica)
LINEALIDAD
C) Material: En general, M (x} = M (x, ¢,, {x),
N (x})}, NO LINEALIDAD.

CASO PARTICULAR: M (x) = K ¢, (x), donde
K = E I, LINEALIDAD.

En este caso particular, conjugando los tres ti-
pos de condiciones se llega a la ecuacion diferen-
cial lineal:

X
K(y" (x})—ci) =—P y(x) +X'~l—

es decir:
X
Ky'"(x)+P-y(x)=X——+K"co
!

con las condiciones de borde expuestas mas arriba.

Solucion simétrica:

1 X x -
y(X):————(———-ch«.) +
P !

FEBRERO - MARZO 1980

C =

P 1, P
-+ C: sen x -+ C:cos |// —_—X
K /K

con:

K co ,/P ’ P P
——(cos /—————/—~1+/ —sen ——-—I)
P K K K

P P P
sen ——-/—-/l - c0S |/ —|
K /K K
K Co
C;: —_ —
P
P b
X:Kc“(cos | ——/—1) — Ci P sen l e |
K K
7 K
En particular, para la carga de Euler, P .=
2
X =—2K " co (como cs es negativo, X es positivo).
M()=X
DESPLAZAMIENTOS
y () = v (descenso del apoyo central)
Seccidén constante de inercia /.
9
%ﬂ
L |

X
A)  Equilibrio: M{(xX)=-—P y(x) | X' —
» !

N (x) = — P, NO LINEALIDAD

B) Compatibilidad:
y()=y(@2=0

y(l=v
cX) =y (xX)=cy )=y (x) { o bien
LINEALIDAD y(0)=y (}=0
y()=v

(solucién simétrica,

C) Material: En general, M {x) = M (x, ¢, (x),
N (x)), NO LINEALIDAD.
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CASO PARTICULAR: M (x) =K "¢, (x), donde
- K=E ‘I, LINEALIDAD.

En este caso de material lineal, se llega a la
ecuacioén diferencial lineal:
X x
K-y” (XH—P'y(X)=—7—

con las condiciones de borde expuestas mas arriba.

Soluciéon simétrica:

X x P
y (X)) =—— 4 Ci ' sen
Pl K

, .
1 = — — —
P P P
sen ]/———-—I—-—ll/——-——-cos ] —
K , K K

X:P°v-——Cl'Psen]/-———l
K

con:

Cc

™ K
En particular, para la carga de Euler, P =
12
™ Kv Kv
X=P-v= = 9,87 —— (como v es ne-
P IS

gativo, X es negativo).

Como puede apreciarse, el momento flector so-
bre el apoyo central es en esta ocasién:

M)=—P v+ X=—Pv+Pv=0

6. CONCLUSIONES

En las péaginas anteriores se ha ofrecido un pa-
norama general del anilisis estructural desde un
punto de vista separativo de sus tres tipos de con-
diciones fundamentales (mecanicas, geométricas y
del material), aplicandolo a las estructuras lineales
planas con acciones en su plano.

En grandes rasgos, puede decirse que existen
dos campos fundamentales, geométrico y mecanico,
que abarcan tanto la entrada (acciones de ambos
tipos) y la salida (efectos de ambos tipos) como el
propio anélisis (a través de sus correspondientes
condiciones). El nexo de unién es el material de la
estructura.

Este paralelismo entre lo mecéanico y lo geomé-
trico se decanta, sin embargo, hacia el segundo en
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lo que se refiere a las dificultades que introduce
en el andlisis. Por ello, las simplificaciones que
suelen realizarse provienen en general de este cam-
po, tanto en la geometria de la estructura (por ejem-
plo, asimilacién a una estructura formada por ele-
mentos rectos o planos) como en la de las defor-
maciones (por ejemplo, hipétesis de deformacién
plana). '

El estudio por separado de las condiciones da
la clave de la linealidad o no linealidad del analisis.
En el caso mencionado de estructuras planas esto
se desglosa asi:

— Linealidad geométrica, cuando se suponen
deformaciones planas y pequeiias.

— Linealidad mecéanica, cuando se trabaja en
primer orden.

— Linealidad de! material, cuando las caracte-
risticas tenso-deformacionales de éste son
lineales a nivel seccién.

Esta triple linealidad conduce a la linealidad del
andlisis.

Inversamente, es inmediato conocer los casos
y razones de la no linealidad del andlisis:

— No linealidad de! material (Hamada normal-
mente «no linealidad fisica»).

— No linealidad mecanica, en el caso del ana-
lisis en segundo orden (Hamada normalmente
«no linealidad geométrica» porque influye el
cambio de geometria de la estructura en las *
condiciones de equilibrio, pero que no co-
rresponde a lo que aqui se entiende bajo ese
nombre).

— No linealidad geométrica, en el caso de que,
aun considerando deformaciones planas,
éstas no sgan pequeias.

Esto supone que el nivel de analisis en primer
orden solo puede ser no lineal por el material,
mientras que en segundo orden y cuando existen
grandes deformaciones la no linealidad es intrin-
seca.

El caso del andlisis estructural lineal es el méas
simple, el mas estudiado vy, por tanto, el mas cono-
cido desde todos los puntos de vista. Dentro de la
perspectiva aqui adoptada, suele formalizarse, con
independencia de que el método concreto sea di-
recto o iterativo, bien sobre las condiciones meca-
nicas o bien sobre las geométricas, incluyendo en
ellas el resto de condiciones ya sustituidas. Un
ejemplo muy claro es la formalizacién mediante el
sistema de matriz de rigidez (condiciones mecani-
cas) o el de matriz de flexibilidad (condiciones geo-
métricas).

Entre las singularidades del anélisis lineal se
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cuenta el concepto de lineas de influencia, tan co-
nocidas y utilizadas cuando las acciones son cargas,
pero no tanto para otros tipos de acciones, como
es el caso de las deformaciones impuestas. (Aqui
se manifiesta de nuevo el clasico sesgo mecanico
que histéricamente ha caracterizado al andlisis es-
tructura!). Asi, en analisis lineal puede hablarse de
linea de influencia de cualquier efecto (mecanico o
geométrico) producido por cualquier tipo de accion
{mecanica o geométrica).

En el caso del andlisis estructural no lineal, la
concepcion separativa supuesta en estas reflexio-
nes puede ser interesante no sélo como base
para el anélisis y la mejor comprension del tema
sino también como via para abordar nuevas investi-
gaciones de interés tedrico y de gran utilidad prac-
tica.

Como muestra de esto, cabe indicar las amplias
posibilidades que ofrece la resolucién de problemas
no lineales como superposicién de casos de ana-
lisis lineal, generalmente mediante un proceso ite-
rativo, pivotando sobre las condiciones del material
en lugar de hacerlo sobre las mecénicas o las geo-

métricas como es comun en el analisis clasico. Esta-

«tercera via», de adecuar a las condiciones del ma-
terial real soluciones que cumplen ya el resto de
las condiciones (esto es, soluciones equilibradas y
compatibles) no tiene sentido practico légicamente
en el analisis lineal, donde las condiciones del ma-
terial se formalizan de manera sencillisima.

El futuro del analisis no lineal en esta direccion,
especialmente en casos donde la geometria siga
siendo sencilla (primero y segundo 6rdenes), pare-
ce bastante prometedor porque puede unir al ca-
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racter mas intuitivo y comprensible del comporta-
miento de las estructuras una gran potencia, junto
con la sencillez propia del anélisis lineal. Es evi-
dente que, en la préctica, se impone aqui también
el célculo mediante computador, pero por razones
no intrinsecas al planteamiento del andlisis, sino
por las caracteristicas de su proceso (iteraciones
idénticas) y la envergadura de las estructuras a las
que se aplique.

La potencia practica de esta via del analisis no
lineal estriba sobre todo en la posibilidad de utilizar
todos los recursos del analisis lineal, particular-
mente las lineas de influencia, que encuentran su
campo de aplicacién idéneo en la repeticion de ca-
sos lineales en el proceso iterativo (que se suma
al clasico de cargas mdéviles).

Para dar un mayor relieve a las condiciones ge-
nerales que aqui se han apuntado, llegando a lo
concreto, se han incluido unos ejemplos muy sim-
ples de estructuras, una isostatica y otra hiperesta-
tica, que se han tratado en primer y segundo orden,
donde se formalizan por separado los tres tipos de
condiciones, tomando como acciones tanto cargas
como deformaciones y corrimientos. En el caso par-
ticular y mas simple de material lineal se ha llegado
también a sus resultados, bien conocidos en buena
parte de los casos. El interés de los mismos es
quizd su comparacién, especialmente entre el ana-
lisis en primer y segundo orden, dentro de la sis-
tematizacion tanto para las acciones como para
efectos, incluyendo en ambos los mecanicos y los
geométricos. Con ello se ha querido también dar
énfasis, en lo practico y concreto, al paralelismo
existente entre estos dos aspectos del anélisis es-
tructural.
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