|

| RESUMEN

En este articulo se dan reglas para formular el
problema eléstico de equilibrio de una pieza lineal,
tomando como incognitas la deformacion de la fi-
bra media y el incremento relativo de curvatura. Se
utiliza la formulacién variacional, de minimo de la
energia total, como herramienta sistematica, que

permite estudiar tanto el equilibrio como su esta-
bilidad.

La formulacion ofrecida tiene la ventaja tedrica,
que a menudo lo es también practica, de expresar
la energia interna como un funcional cuadratico de
las aludidas incognitas, incluso en la mayoria de
aquellos casos en que la magnitud de desplaza-
mientos y deformaciones no autoriza a suponer co-

mo correcta la aproximacion mediante el problema
linealizado.

INTRODUCCION

1 En el calculo de piezas elasticas lineales, resul-
7 taaveces interesante eludir la clasica formulacion
de esfuerzos y desplazamientos y hacer un planteo
puramente matematico, determinando la configu-
racion de equilibrio como aquella que minimiza la
anergia interna mas la potencial de las fuerzas ex-
reriores. No siempre es el caso que las fuerzas
xteriores deriven de un potencial; tal requerimien-
) debe satisfacerse, sin embargo, para poder abor-
ar el aludido planteo matematico de minimo y asi
supondremos en todo este articulo.

En lo que sigue nos limitaremos al caso de pro-
emas planos y, en tal supuesto, notaremos por ()
curva directriz de la pieza lineal antes de la de-
rmacion. Denotaremos por s la variable longitud

>
4 uarco sobre (y) y por t, n los versores tangente
¢/ normal, respectivamente, en el punto genérico P
de () determinado por el valor de la variable s. La
variable ¢, funcion de s, denotara el angulo orienta-

-
do que la normal n forma con un eje ligado a un

sistema de referencia fijo, por ejemplo, con el eje
de ordenadas.

Cuando las letras anteriores se marquen con un
> -

asterisco, es decir (y*) s* t* n* ¢* denotaran ele-
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mentos respectivos a los que ya denotaban, pero
en la configuracion deformada,

Es bien conocido que mediante hipé6tesis auxi-
liares (por ejemplo, la hipotesis de indeformabilidad
de las secciones normales) puede escribirse la
energia potencial total como un funcional integral:

‘Sl

U= Fiv,w, v,w, v'., . )ds (1)
Sa

donde F es una expresion, que podria escribirse
explicitamente, de las funciones v (s), w(s) vy sus
derivadas, donde v, w representan las componentes

- -

del desplazamiento P P" segun los vectores n t,
respectivamente.

—_—

4

PP =wt+vn 2)

En la férmula (1) s, s representan los respec-
tivos valores de s para los extremos inicial y final
de la pieza elastica considerada. Las funciones v, w
y sus derivadas verifican ciertas condiciones de
contorno en sy y en s, que expresan la situacién
de enlace (apoyos, empotramiento, articulacién, et-
cétera) de los extremos de la pieza.

Las hipotesis auxiliares que se usan en un gran-
disimo nuimero de casos y que nosotros asumire-
mos desde ahora corresponden a suponer que las
secciones normales a la directriz lo siguen siendo
cuando ésta se deforma, y se mueven ademas rigi-
damente: por otra parte, se considera que la Unica
tension que contribuye a la energia interna es la
habitualmente denotada ey, perpendicular a las
secciones normales, es decir:

e, dV (3)

E
U(interna] =

2

v

donde E denota el mddulo de elasticidad y V el re-
cinto (de integracién) ocupado por la pieza en su
configuracién previa a deformarse. La féormula (1)
calculada por medio de la (3) no resulta en un fun-
cional cuadratico en v, w por lo que las clésicas

" ecuaciones de Euler-Lagrange (que expresan la con-

dicién necesaria de minimo anulando la primera
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variacion, o U) no son lineales, Solo en los proble-
mas en que desplazamientos y deformaciones pue-
den suponerse convenientemente pequenos, lo que
abarca, sin embargo, una mayoria de los problemas
practicos de la ingenieria de construccion civil, es
admisible hacer ciertas aproximaciones para reem-
plazar el funcional (1) por otro que sea cuadratico.

En el paragrafo que sigue se expone un método
para representar el funcional (3) de la energia in-
terna, de modo que resulte cuadratico. Ello se logra
mediante un cambio de coordenadas curvilineas,
que sustituya las funciones incognita v (s}, w (s)
por otras a (s), b (s) definidas asi:

d S' d(/:*
als) = —1 }—— , bls)=—1f— (4
ds d

Estas coordenadas a (s}, b (s) podrian llamarse
intrinsecas, en virtud de su analogia con la clasica
descripcion intrinseca de una curva plana. La fun-
cion a (s) tiene la sencilla interpretacion geométri-
ca del alargamiento unitario de la directriz. Si se
hace la hipotesis adicional de que a (s) = 0, lo que
por ejemplo puede ser plausible para arcos que
sean suficientemente apuntados, la funcion b (s)
tiene la interpretaciéon geométrica de variacion re-
lativa de la curvatura 1/r de la directriz:

/)y —(1/1)

b(s)= (5)
(1/r)

Conviene advertir desde ahora que pese a ob-
tener la energia interna dada por (3) como un fun-

sjcs ?ljos de
referencia

ontes de la
deformacion
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despuss de la
; deformacion

cional cuadratico en a(s), b (s), las ecuaciones del
equilibrio no resultaran, en general, lineales ni si-
quiera semilineales (en el caso de que el potencial
de las fuerzas externas no fuere cuadratico ni lineal
en a(s), b (s), pero no dependiere de sus deriva-
das). Lo que esencialmente se debe segun vere-
mos, a las condiciones de contorno, que se expre-
saran en forma mucho menos simple que con las
funciones v, w y que condensaran, por asi decirlo,
el caracter no lineal del problema matematico
n U = 0, que originariamente resultaba del propio
funcional (1) de las v (s), w(s).

EXPRESION DE LA ENERGIA INTERNA

Todo punto Q de la pieza lineal viene definido
por sus tres coordenadas curvilineas (s, x, y) donde
(x, y) son las coordenadas de Q en los ejes de la
seccion plana normal, a la cual pertenece, la que
a su vez viene situada por el valor s del punto de
la directriz que es su centro de gravedad. Es claro
que el sistema curvilineo (s, x, y) es triortogonal y
que también lo es el sistema deformado (s”, x, y)
por la hipotesis relativa al desplazamiento de las
secciones (notese que, por la indeformabilidad de
éstas, puede identificarse el par x*, y" con el par
x, y). Podemos también elegir comodamente los sis-
temas coordenados definidos por las ternas (4, x, y),
(¢", x, y) ya que hay una relacién simple de s con
¢y de s* con ¢* por medio de los radios de cur-
vatura de la directriz, antes y después de la defor-
macion:

ds=rd¢

\ovoluiu de la directriz
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Estos sistemas curvilineos también son triorto-
anales y permiten expresar facilmente el cuadra-
o de las respectivas distancias elementales d o,
5 mediante sencillas consideraciones de geome-
ria diferencial que se resume en la figura, y que
auneden escribirse mediante las formulas:

Cy)d P b (dy) A (d x) (7)
cy VT (dy) o (d ) (8)
Las relaciones (4) y (6) permiten expresar d ¢’
por medio de las variables (¢, x, y)-previas a la de-

formacion, en la sencilla forma:

a1

(r' 4yl de™)P= (r -} y) (b -t 1) {d )
\ b
(9)

Las componentes tensoriales f,, de la deforma-
cion se expresan ahora (ver referencia [21) por las
formulas:

2f//:‘~“g”:!———gr/ [101

donde g, , es el tensor métrico, que expresa el cua-
drado de la distancia elemental, en el sistema de
coordenadas elegido. Las férmulas (7) a (9) indican
claramente que solo la componente f,;, que nota-

remos también por fee es diferente de cero (7)),
verificandose:

L 2k b Dy b =y (1)

La llamada componente «fisica» e, del tensor

I, se expresa (ver referencia [2]) mediante la
formular

(r yle,, = fes (12)

)

En el caso de piezas rectas o arcos esheltos
mucho mayor que el maximo de y) en los que
. extension de la directriz pueda considerarse casi
:la{a ~ 0) se obtiene la expresion suficientemen-
- aproximada:

5 !

Pl €, =
L r+vy

& ue conduce a la expresion:

1 ra-yb

(ra-+yb) (1 -

ry 2(r-vy)

(ra-+yb) (14)

con la que operaremos de ahora en adelante.

——————

(') Eslo conduce a una paradoja, que ha sido poco re-
flexionada en la literatura y que estd implicita en la hipotesis

de las secciones planas, segiin se examinara en una nota de
proxima publicacion.
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La formula (3) permite calcular la energia in-
terna, si expresamos el elemento integral de vo-
jumen en la forma:

dV =(r+ yidodxdy (15)

La sustitucion de (14) y (15) en la (3) nos con-
duce, tras sencillos calculos, a expresar:

£ .(’b“ .o 1
Utintera == _/ d P —(ra4 y by*dxd y
2 . ‘I’l . r | y

E (/)l
_._MI (Ca*—2Dab | Db*)rdy¢ (16)
2 (/’n

donde A indica el 4rea de la seccion normal y don-
de a, b, r son funciones de ¢ solamente (o, lo que
es igual, del arco s). Los coeficientes C, D resultan
ser funciones de ¢ (o de s) dados por:

- ’
C=r / / - dxd y
g r i y

- 1
D::'f———/}y dxdy
Jory

A

Por una parte, es inmediata la relacién C =
== A+~ D, donde A es el drea de la seccion normal
y, por otra parte, el desarrollo en serie geométrica:

1 1 y y'..! y:i
_ x__b- ) 18)

reby r r r r

(17

permite evaluar, tras célculos simples, el coeficien-
te D en la forma aproximada:

1
D=——1/+ .. (19)
r'.!
donde / representa el clasico momento de inercia

de la seccion A respecto al eje x que pasa por su
centro de gravedad, es decir:

I://y”dxdy (20)

o
A

Obtenemos asi la formula final:

E s
U[intcrna] - A a* [S) ds -I‘
2 J  Su

(21)

E (s
-{——-—/ D(a(s)—b(s))ds
2 ] s
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que se simplificaria en el caso usual de que A pu-
diera considerarse constante con s,

EXPRESION DE LOS DESPLAZAMIENTOS

Si O es un origen fijo y P un punto genérico de
la directriz antes de deformarse, la notacion =
adoptada permite escribir:

s d = ds d —»  —o
R OP"=—— —— (0P PP") (22)
ds” ds" ds

si ahora escribimos la (2) y tenemos en cuenta las
clasicas formulas de,Frenet (") de la geometria di-
ferencial de curvas, llegamos sin dificultad a ex-
presar:

t=Ht+Kn (23)

d
donde, si indicamos la derivacion —— por el

ds
v ) ds
r ds”

w ds
K:(V’——-——- )
r ds*

-
Es evidente que, al ser t* unitario, la formu-
la {23) implica:

acento ’

H= ( 1 oo W'

(24)

H* (s) - K* (s) = 1 (25)

De las relaciones anteriores se deducen sin di-
ficultad las varias condiciones de contorno. Asi, por
ejemplo, una articulacion del extremo s, se expre-
saria:

w(sy) =v(sy) =0 (26)
mientras que un empotramiento deslizante equival-
- -
dria a la igualdad t, = t,", es decir:

1
K [Sl)] = v/ (Su] —_—

w(s) =0 (27)
r (Sn]

Si el empotramiento y la articulacion se dan
conjuntamente:

wiss)=vi(s)) =V (s)) =0 (28)
y banélogas condiciones en el otro extremo s;.

—_—

-> -> -

- -
™ dOP=_tds, rdt=-—nds, rdn=tds -«
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ECUACIONES INTRINSECAS

Llamaremos asi a las relaciones entre las fun-
ciones a (s), b (s) definidas por la (4) y los despla-
zamientos v (s), w (s) dados por fa (2). Si derivamos
la (23) respecto a s* obtenemos después de un
sencillo célculo que tenga en cuenta la (24) vy las
formulas de Frenet:

dt*  ds dt* ds : R
= = (H' -+ — K) t -

ds" ds" ds ds™ L r

1
—4\—‘ (K/—_‘_——H)
r

Ahora calculamos dt"/d s”, con las férmulas de
Frenet para la directriz deformada y con la propia
férmula (23):

n (29)

dt” 1 -
T e n*

i > -
=4 —— (Kt—Hn) (30)
ds" rr r'

e igualamos las (29) y (30) para obtener:

H = -—{(8)K K'=¢(s)H (31)
con:
1 1 ds*
{(s) = — (32)
r r ds

que se expresa sencillamente, por medio de las
formulas (4) y (6):

b (s) (33)

INTEGRACION DE LAS ECUACIONES
INTRINSECAS

Mediante la integracién del sistema diferen
cial (31) se pueden expresar los desplazamiento:
v (8), w(s) por medio de las funciones a(s), b (s:
y ciertas constantes arbitrarias de integracion.

El aludido sistema es lineal homogéneo de coe:
ficientes variables. Su solucion general puede dars:-

en forma explicita, si se le escribe en forma me
tricial:

HY [0 —ts)) (H
(K’)—(E[s] 0 ) (K) (34

y se comprueba que se dan las condiciones que l¢
teoria de ecuaciones diferenciales establece (ver
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+ erencia [3]) para que la solucion sea expresable
« la forma matricial exponencial:

) (S) “S 0 - E [t)) (Hn)
_ d
K(s]) (exp .js“(.:m 0 ’) k) B

Sin entrar en el detalle del célculo de la matriz
¢xponencial, que corresponde a técnicas matema-
ticas ya establecidas, damos la solucion general,
cuya validez puede comprobarse por sustitucion
en (31):

H (s) == Hy cos & (s) — Ki sen ¢ (s)
(36)
K (s) = K, cos £(8) -+ Hu sen & (s)

con:
's
f(s) = / {)ydt (37)

.y donde H,, Ky son constantes arbitrarias de inte-
- gracion. ‘

: Calculadas asi H (s), K (s), las ecuaciones (24)
1 permiten plantear un nuevo sistema diferencial li-
¢ neal, que ahora es no homogéneo, para obtener
las v (s}, w(s):

1 ds*
0 —_ K —
4 r v ds
= +
! — 1 w d S*
e 0 — 1+ H—
r ds

(38)

Segun los resultados clasicos (ver referen-

+ [3]) la solucién general del sistema (38) se
« ‘'iene sumando a una solucién particular, la so-
ion general del sistema homogéneo asociado.
a ultima es de la misma forma que la del siste-
(34) y se escribe:

]
i
H

Pu €OS G (s) — qu sen o (s)

(39)
gu cos o (8) - pu senc (s)
on la notacion:
' s —1
g(s) = dt (40)
J So I (t)

La obtencién de una solucién particular puede
| lograrse por el método de variacion de las constan-
tes. El resultado final de los sencillos pero algo

. FEBRERO - MARZO 1980

laboriosos célculos es (referencia [3]) en forma
matricial;
v (s) cos o (s) —senao(s)\ /p(s)
:( ) ( ) (41)
w (s) seno (s) coso(s)/ \qgl(s)
donde las derivadas de p, g tienen la expresion ma-

tricial;
d (/J[S)) ds”

ds \q(s) B ds

X

( cos (¢ (s)+a (s)), sen (&'(s)+o[s))) (Hu)

—sen (§ (s)+o (s)), cos (£(s)+o(s)) \K,

sen o (s)
- ( ) (42)

cos ¢ (s)

Al integrar (42) para sustituirla en la {41) tene-
mos dos constantes de integracion p., qu que co- -
rresponden al sumando (39). Las cuatro constantes
arbitrarias Hu, Ku, pu, qu se reducen a tres, ya que
la relacion (25) permite escribir:

H, = cos B(l Ky = sen Bn (43)
donde {3, es una nueva constante arbitraria.

Si recordamos la (4) para calcular el término
ds*/ds de la (42), llegamos a la férmula matricial
definitiva que expresa v (s), w(s) en funcion de

al(s), b{s):
v (s) cos ¢ (s) — seno (s) P
(ol J(;)
w (s) sen o (s) cos o (s) q

donde o (s) viene dada por la (40) y donde:
p(s) po s T /senc (1)
o)=Ll
q(s) qul . s cos o (1)

's
ﬂ-/ dt(a(t)1) X

Su
cos (& (1)t o () +30), sen (¢ (t)+o (t)+34) ) 0 )
(— sen (¢ (1) +o (1) +30), sen (& (t)+o (t)+Ra) ( 1

(45)
donde, recordando las (33), (37) y (40):

‘s —1 ‘s —1
G(S)Z/ d.S(S]T—/ b(t)d=

S T (T) Su I ('C)

(46)

‘ COLEGIO INGENIEROS DECAMINGS}
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Las formulas (44), (45), (46) determinan v (s),
w (s) y, por tanto, la directriz (v ") deformada siem-
pre y cuando se conozcan las tres constantes de
integracion (3., pa, gu) y las tres funciones r(s),
al(s), b(s).

UN EJEMPLO DE CONDICIONES DE CONTORNO

Las constantes pu, g, de la féormula (45) tienen
una interpretacion geomeétrica sencilla; si consta-
tamos que:

p (s0) = pu q (s0) == qu o (sw) =0 (47)
la (44) nos indica entonces, que (pu, qu) expresa el
desplazamiento del origen de la pieza lineal, es
decir:

v (Sn] = Pa w [Su) == (o (48)

La interpertacion de la constante . no es tan
simple. Tomemos, a titulo de ejemplo, el caso im-
portante de que la pieza consista en un arco biar-

ticulado, lo que se expresaria inmediatamente en
términos de desplazamientos:

vis=ws)=v(si)=wl(s) =0 (49)

pero cuya expresion «intrinseca», utilizando las
funciones a(s), b (s) es mucho mas compleja. La
anulacion de v, w en s, equivale a la de pu, qu. Por
otra parte, la (48) indica que la anulacion de v, w
en s, equivale a la de p(s)), ¢ (s)). Si tenemos en
cuenta la ya supuesta igualdad py = ¢, =0, la for-
mula (45) implica:

‘Sl
/ (@a(t) - 1)cos (£(t) 4-a(t) -+ Bu)dt =
. Su

Sy
= / coso(t)dt (50)

Sa

y ademas:

s, ‘
/ (a(t)+1)sen(E () + o)+ Bu)dt =

Sn
s,
= / senc (t)dt

So

(51)

Entre esas dos relaciones puede eliminarse (o
y obtener una condicién pata a(s), b(s) que ex-
prese la biarticulacion. Calculamos tipicos del al-

gebra trigonométrica elemental, nos permiten llegar
a la igualdad:

142

S\ !
/ (@(®) - cos (E(t)+a())dt ]

S S .
= / seno(t)dt | / cos g (t)dt](52)

Sy

que indica una situacion general, a saber, que las
condiciones de contorno se expresan por la anula-
cién de ciertos funcionales de las funciones a (s),
b (s). El numero de esos funcionales es, en general,
igual al grado de hiperestatismo de la pieza lineal,

En nuestro caso particular, puede darse una
formula explicita para 3o

(53)
tga():-":.]// ' tg “|»;-B/A \

donde /, J, B, A denotan ordenadamente cada uno
de los cuatro términos de la férmula (52).

COMPARACION EN UN CASO PARTICULAR

No ha sido proposito del presente articulo llegar
a la resolucion exhaustiva de ningun ejemplo o caso
particular, sino solamente exponer un método para
formular los problemas elasticos de piezas lineales,
aue reduzca la mencionada resolucion a un proble-
ma meramente matematico, de minimizar un fun-
cional de ciertas funciones incdgnitas.

Elegimos el caso de un anillo delgado, sometido
a presion uniforme F por unidad de longitud y que
antes de la deformacion tiene una directriz de sec-
cion normal constante, circular de radio r constante.
Compararemos a continuacion dos formulaciones
distintas, segun que las funciones incognitas ele:
gidas sean las v (s), w (s) o bien las a (s), b (s). Er
el primer caso, la energia interna tiene la expresion

E [P A
U(intema) _— d P —
2 Jow g [r —|“ )’)"'

donde fee (ver referencia [2]) resulta ser:

aw A aV\*
fop = (r +y) (—-—— >|—V)-I———(W———) -+
<

ffopd x d)
(5¢)
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. donde V, W (ver referencia [1]) tienen las ex-
© esiones:

r l v % w'
( ‘ A _— 1) (56)
\ (b vl w) g w )

W, y) = w(y) —y >

W —V d
(\ (r .v|; v b w') ’~|~”(_\)v“—:v']"') _ dw

De este modo resulta evidente que, una vez
efectuada la integracion en la variable y, la energia
interna es un funcional de la forma:

y E “m
U(inh:lnn] e G (\/, w, v, w', v, w') d P
2

AT

(58)

donde G es una expresion sumamente prolija, que
podria calcularse explicitamente utilizando las for-
mulas {54) hasta (57). Es factible, a veces, reem-
plazar las (56) y (57) por féormulas aproximadas, que
conduzcan a un funcional no cuadratico que apro-
xime al (58) y que corresponda a una G no tan com-
plicada (ver referencia [1], pdgs. 482 y.483). El que
las aproximaciones hechas sean correctas depen-
. den de hiptdesis «ad hoc», a justificar en cada caso
i soncreto por consideraciones de indole diversa (fi-
sicas, mecanicas, tipo de materiales, etc.) y que se
-efieren a menudo a una supuesta pequefez de las
Jeformaciones (lo que es muy frecuente en grandes
irupos de problemas de piezas lineales) y a que
s desplazamientos (lo que ya no tiene por que

7 tan frecuente) sean también suficientemente
‘quenaos.

En la formulacion a que se refiere este articulo,
on la sola hipétesis de pequefiez de las «defor-
ciones» a(s), b(s), resulta:

EAr [+ ED
Ulinterna) = a* (o) d o} X
2 1] 2
/ (a(p)—b (o)) dy (59)
onde:

e 1

D= dxdy ~ —1 (60)
Jory r

A

siendo | el momento de inercia de la seccion A res-
pecto al eje x.
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Examinada asi la gran ventaja de sencillez que
presenta la (59) frente a las {54) a (57), pasemos
a comparar las condiciones de contorno. En la for-
mulacién en desplazamientos, obtenemos condicio-
nes muy sencillas:

w(0) = v(0) = v (0) =~ wi(2R) = v(27) o v (27)
(61)

que reflejan la continuidad del anillo (empotramien-
to fijo en ambos extremos, 0 y 2 %, que resultan ser
coincidentes).

En la formulacion aqui presentada las condicio-
nes de contorno se expresan mas prolijamente. Las
dos primeras de (61) equivalen a la anulacion de
los parametros que notdbamos pu, g y la tercera
a la del parametro K., de donde se sigue Hi="1,
30 == 0. Las condiciones cuarta y quinta indican, des-
pués de algunos calculos que tengan en cuenta la
significacion especial de s (s) en este problema:

/ (a(z) -+ eos(¢(p) bolpllde=0 (62)

y también:

/ (a(z) -+ 1)sen(é(p) +o(s))dp==0 (63

]

Estas formulas podrian elaborarse un poco mas,
teniendo en cuenta las significaciones especiales,
en nuestro caso de arco circular, de las funciones
¢ (0, o (1)

Finalmente, la sexta condicion se expresa por
K {si) = 0, es decir, sen&(s)) =0, o bien:

/ blp)do=m= (64)

para algun entero m. En resumen, las condiciones
de contorno se expresan por las (62), (63), (64)
y las

Pu == qu = {'ﬂu =90 [65)

Al comparar formulaciones en cuanto a la escri-
tura del potencial de las fuerzas externas, puede
decirse que la ventaja se producirad para una u otra
formulacion segun el caso concreto. En evitacion
de dificultades que no son del caso, desarrollamos
la comparacion con la hipétesis adicional de defor-
macioén longitudinal nula en el anillo, es decir,
alp)=0.

La presion normal F realiza entonces un trabajo
virtual:

)

Bt';:—/ F(Bv)ds (66)
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es decir:

6 U[t:xll‘:rna) ':‘:/ rf [5 Vk] d = X (67)

« n (Area interior del anilio)
de donde resulta:

1
—— U exiemy) == = ¥ — (Area interior a la directriz
F deformada)

(68)

Con este resultado podemos expresar, sin otras
dificultades que las tipicas de geometria diferen-
cial, 1a U,, v/, .4, tanto con la incégnita b (s), co-
mo con las v (s), w (s). En el primer caso, calcula-
mos el area interior a una curva cerrada (y"*) me-
diante la clasica integral curvilinea:

—1 — > — 1
Area:'—l Op clOp'::':-—/ YdX—XdY
2 . Yr ,Yw

{69)

donde 5{;:x i-FY 1 es el vector de posicion
de un punto genérico P* sobre (y*), respecto a un
sistema ortogona! fijo X OY. Teniendo en cuenta
que:

ds"=ds, dX=(cos)ds, dY = (senl))ds (70)

donde:
di 1 1

= = (1 - b (s)) {71)
ds r’ r

resulta después de calculos elementales y con el
cambio de notacién a dependencia angular, b (s)
por b (v):

1 e o )
— U(uxtcrna]: '—/ d ¢ / sen (@ (‘/’) — (CP)) d 7
F 2 . .

(72)
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donde:

1S

o
O () = / (1 b{0))dx (73)

]

debiendo notarse que se ha redefinido el nivel cero
del potencial, por supresiéon del término constan-
te =r* en la férmula (68).

Formulas similares a las (72) y (73) podrian de- .
ducirse en el caso de la formulacion conv (s}, w (s), 4
suplementadas con otra que expresase la nulidad
del alargamiento unitario para la directriz. Evitamos
la escritura explicita de tales férmulas debido a lo  *
prolijas que resultarian,

Para terminar este articulo mencionaremos que
las formulas (59), (62) a (65) y (72), (73) pueden !
usarse para determinar el valor critico de F que
corresponde a inestabilidad de la solucién circular
para el anillo deformado, lo que seré objeto de una
proxima publicacion (ver referencia [4]).
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