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Una nueva alineacion curva para el
trazado de carreteras y autopistas:

' La supercircunferencia®
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Se presenta la definicion geométrica, junto con ejemplos, de una nue-
va alineacidn curva, a emplear en el trazado de carreteras y elementos
de intersecciones y enlaces en condiciones de velocidad variable, de ma-
nera que la relacion entre la aceleracion longitudinal (constante) y la ace-
leracion transversal no compensada por el peralte se mantenga constante.
Como consecuencia, el radio de curvatura varia linealmente con el reco-
rrido, y su producto por el peralte se mantiene constante.

1. INTRODUCCION

Todas las alineaciones curvas que se manejan
en el trazado de carreteras y autopistas, reglamen-
tadas en la vigente Instruccién espafola (0.C. 3.1-
[C), se refieren a una velocidad especifica V (Km/h)
constante, definida como la maxima a la que un
vehiculo puede recorrer la alineacion, en condicio-
nes meteoroldgicas ordinarias, y en circunstancias
de ausencia de trafico (de forma que sean precisa-
mente las caracteristicas geométricas de la alinea-
cién las que limiten su velocidad), sin que se
rebasen determinados limites relacionados con la
seguridad y comodidad de la explotacion del
vehiculo.

El caso mas elemental lo representa la circun-
ferencia de radio R (m) ,en la que la curvatura es
constante y el acimut (rad) varia linealmente con
el recorrido / (m). Si la velocidad es constante, la
aceleracion centrifuga lo serd también, valiendo:

a/ (ug»] pomand V2/127 H

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo,
que pueden remitirse a la Redaccidén de esta Revista, hasta
el 31 de octubre de 1980.

Esta aceleracion centrifuga es compensada, en
parte, por el peralte p (%), también constante; y
por otra, por la movilizaciéon de un cierto rozamien-
to transversal f («g») entre las ruedas del vehiculo
y el pavimento.

La vigente Instruccién 3.1-IC limita, precisamen-
te, el valor de la aceleracion centrifuga no compen-
sada por el peralte a los valores que figuran en el
cuadro 1 adjunto, deducidos dé¢ la citada Instruc-
cién, asi de como su ampliacién al caso de las
autopistas (mas reciente) y al. de las interseccio-
nes y enlaces, recogido este ultimo en la publica-
cién del M.O.P.U.: «<Recomendaciones para el pro-
yecto de interseccionesn».

La introduccién de curvas de transicién (clotoi-
des), que enlazan la curvatura nula de las alinea-
ciones rectas con la finita de la circunferencia, no
complica el esquema si la velocidad sigue siendo
constante y si, como es frecuente, el peralte varia
linealmente desde el valor nulo de la recta (abs-
traccion hecha del desvanecimiento del bombeo)
hasta el valor correspondiente a la circunferencia:
variacién que también siguen la aceleracién centri-
fuga, al ser también lineal la variacién de la curva-
tura 1/p, y la parte de dicha aceleracién no com-

CUADRO 1
vV (Km/h) 25 30 40 50 70 80 90 100 120 140
a, ("g") C 0,210 0,191 0,171 0,156 0,148 0,141 0,135 0,126 0,112
A 0,132 0,126 0,104 0,101
| 0,310 0,280 0,230 0,190 0,170
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pensada por el peralte. Lo dnico que hace la Ins-
truccion es limitar la velocidad de variacion de
dicha aceleracion no compensada a valores com-

prendidos entre 04 y 0,7 m/seg” sequn la velo-
cidad.

Sucede, sin embargo, que en algunos casos no
puede asumirse que la velocidad a la que se re-
corre la alineacion curva es constante: por ejemplo,
cuando se conectan dos vias de igual o distinta
velocidad especifica a través de los ramales de
una interseccion o de un enlace, la velocidad es-
pecifica de dichos ramales no puede, con frecuen-
cia, mantenerse en los valores originales (especial-
mente en el caso de lazos). Las soluciones al uso
consisten en la utilizacion de sucesiones de curvas
circulares, de fongitudes minimas prescritas y en
las que la razon entre dos radios consecutivos no
debe superar un cierto limite (normalmente 2).

En el presente trabajo se presenta una curva
que resuelve mas directamente el problema, al pro-
porcionar una aceleracion centrifuga (no compen-
sada por el peralte) constante para una velocidad
variable: la SUPERCIRCUNFERENCIA.

2. VELOCIDAD Y RADIO DE CURVATURA

Supondremos el movimiento del vehiculo uni-
formemente acelerado (o decelerado, sin mas que
suponer negativa la aceleracion), con una acelera-
cion longitudinal a, («g»), a partir de una velocidad
inicial Vi (Km/h), correspondiente al punto origen
del recorrido I (m), en el que el radio de curvatura
de la alineacion es p. (m). Por las leyes de la Di-
namica de este tipo de movimiento, la ecuacion:

V: LT an"I ( 254 dy / [1]
relaciona la velocidad con el recorrido.

Si obligamos a que la aceleracion centrifuga no
compensada por el peralte, a, («g»), sea constante,
y denominamos:

m = a,/a, (2)

a la relacion, también constante, entre ambas ace-
leraciones; y si el peralte p (%) varia con el reco-
rrido, a partir del valor p, correspondiente a on en
el punto inicial, con la ley:

pll
p=— Puo (3)
ow-2ml

tendremos que la aceleracién centrifuga no com-
pensada por el peralte sera:

Vi* Pu v* p

a, = — = —

127 oy 100 127 o 100

(4)
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Despejando el radio de curvatura ¢:

VE/127

- (5)
(Vo*/127 pu) — (pu — p) /100

-

Y sustituyendo V dado por la ecuacion (1), V% dado
por la ecuacion (4), p dado por la ecuacion (3). y
a. dado por la ecuacion (2), tendremos:

Cu
a i (gu/100) — (p/100) 1 - .
sat2ml
' (Vi?/127) | 24
i (ea/100) g | 2ma.
— oot 2ml
lOlr pn/100
a | ————e
eol-2ml

(6)

Es decir: que el radio de curvatura varia lineal-
mente con el recorrido, en funcion del parametro -
caracteristica ésta que define a la supercircunfe-
rencia, y que unicamente exige una cierta ey de
variacion del peralte, dada por la ecuacion (3), que
ahora puede escribirse:

Pu "Ju B P{J ‘ [7)

El producto del peralte por el radio de curvatura
se mantiene constante.
De la ecuacion (4) se deduce que:

V: Pll .OH
a, - — (8)
127 100
0 sea que:
(V=/127) — (p./100) On
o (9)

a,

es decir, que el radio de curvatura no depende di-
rectamente de m, sino de la velocidad V y de la
combinacion (pu, pu, a,) elegida en el origen (o en
cualquier otro punto) de la supercircunferencia.

3. VARIACION DEL ACIMUT

Si contamos los acimutes = (rad) a partir de la
tangente a la alineacion curva en el punto inicial
(v, pu. pu), y recordando que por definicion:

po=dl/dy (10)
y sustituyendo el valor de p dado por la ecua-
cion (6):
dl .
dy= — (11)
Pu +2m /
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Integrando ambos miembros: con lo que: ‘
1 1 I'n (p/pu)
v ——In(s i 2mh 1 C (12) v = ——[Inlpnt+2ml)—Ino,] =
2m 2m 2m
y obligando a que para | - 0, sea v == 0 (14)
1 Resulta asi que el acimut varia segtn una ley
O0=——/Inpu+C (13) logaritmica en funcién del radio de curvatura, con
2m
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factor de proporcionalidad inversa con m.
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Figura 2
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4. COORDENADAS CARTESIANAS y por tanto:
. . 2m ¢
Tomando como origen de coordenadas el origen dli=poe deo (18)

de recorridos (Vy, pn, pu), y como eje de abscisas
la tangente en dicho punto (¢ =0), se tiene por
definicion:

dx=-coseod/ (15)
dy=senqdl/ (16)
Pero como de la ecuacién (14) se deduce que:
=2 ") (17)
2m
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sustifuyendo en las ecuaciones (15) y (16) ten-
dremos:

dx:p«.ezmsocoscpdcp (19)

dy:poegm('bsencpdcp (20)

Integrando por partes, con:
v=seng 0 —COSQ

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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se tendra:

2m ¥ m ¥

x = pule sencp——?_mj‘e2 senwde] + C.

2m P

= onl—e cosw+2mie " ‘coswdgltC,
y = p @ a9

Pero, teniendo en cuenta las ecuaciones (19)

Lom ¢

x=pue " seng—2my+C, (23)

y:—p‘.egmtpcoscp—&—meﬂ—C\ (24)

*y resolviendo este ultimo sistema de dos ecuacio-

nes con dos incognitas, hallaremos:

Po 2 mf

L —————e (senw + 2 mcos p) + C'
144 m?
(25)
y P e m sen ¢ — cos p) + C’,
14 4m
(26)

Las costantes de integracion C',, C', se obtie-

" nen por las condiciones de borde:

x=y=0 wpara »=0
+ de donde:
Po
0= 2m+4C', (27)
14+ 4m!
— P
0= —v-——+C', (28)
14+4m

Sustituyendo las constantes de integracion en
las ecuaciones (25) y (26) se obtienen las expre-
siones finales (paramétricas en o) de las coorde-
nadas cartesianas de la supercircunferencia:

tm ¢

(e’ (senw -+ 2 mcosp) —2m]
1-4+4m
(29)
L[eﬂm ¢[2msencp—cos:p)+ 1]
14+4m

(30)

estando dado ¢ en funcion del recorrido por la
ecuacion (14).

AGOSTO 1980

Obsérvese que, para m = 0 (aceleracién longi-
tudinal nula), se obtienen las ecuaciones clasicas
de la circunferencia:

X = pnSeng

y = pu {1 —cos ¥)

lo cual justifica el nombre de «supercircunferencia»
dado a la curva definida por (29) y (30), puesto
que constituye una generalizacion de la circunfe-
rencia, que es un caso particular de aquélla para
m =20,

Teniendo en cuenta que de la ecuacion (14) se
desprende que:

2 m ¢
e

=1 —l~2m(l/pu]=p/pn (31)

sustituyendo en las ecuaciones (29) y (30) se tiene:

Qo
X = l(o/ps) (sen e + 2 m cos ) —2 m]
1+4m
(32)
Pu
y = ————[(p/pu) (2 m sen ¢ — cos @) + 1]
14+4m?
(33)

de estas ecuaciones se pueden deducir estas otras:

X-l—?my:psencp. (34)
2mx—y=pCosp—py (35)
y recordando que sen® @ + cos®* @ =1:
x+2my \* po+2mx—y\*
(—— + ( +1 (38)
P P

se deduce la siguiente ecuacion:

x+2myP+l2mx—y)+ pul?=p* (37)

que relaciona las coordenadas de un punto de la
supercircunferencia con su curvatura p.

Obsérvese que, para m = 0, se obtiene la ecua-
cién de la circunferencia:

x2+y""—-’any=0
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5. RETRANQUEO Y ABSCISA DEL CIRCUITO
OSCULADOR

Para obtener estos parametros, imprescindibles

a la hora de coordinar alineaciones contiguas, uti-
lizaremos la definicion:

Xu . x—ypsens (38)

AR y—o (1 —cos) (39)

Sustituyendo las ecuaciones (27), (30), (6) y (31)
tendremos:

oo Lo
X, —— e (sen wt+2mcos o) --2ml-—
11 4m
‘On Yo ¥
go i 2m-——(e — 1) | sen
2m
Pu S ¥
— e (senz | 2mcos p—
1 1-4m*
—senz-—hmseng)—2ml = —2my
(40)
Pu 2o
AR — e (2msens—cos ) 1 1] —
i 4m*
LTS
— Ou € (1 —cosz) .
fu o ¥
— e (@mseny-—cosp—1 |
1+ 4m

|

| cosz—4m* | 4micosw) | 1] =

fn 2o f
2mle

14 4m

(senz -t 2mcos ) —

LI

—2nl— (e — NN Aam) =2mx—1
(41)

Estas dos expresiones resultan, como se ve,
muy sencillas, y se anulan para m = 0, es decir,
para el caso de circunferencia.

6. ELECCION DEL PARAMETRO m

Dada la aplicacién principal de la supercircun-
ferencia al caso de ramales de enlace, estudiare-
mos el empalme de una circunferencia de veloci-
dad especifica constante V. (Km/h), de radio R (m)

y peralte P, (%) con otras alineaciones de velo-
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cidad especifica vV, (Km/h), mediante una super
circunferencia.

Ante todo, debera cumplirse:

v.* P,

- ta (42
127 R 100

siendo a, (unidades «g») la aceleracion transversal
no compensada por el peralte, que estd limitade
superiormente en funcion de la velocidad V, a los
valores dados por el cuadro 2.

CUADRO 2
vV, (Km/h) 25 30 40 50 60
a, ("g") 0,31 0,28 0,23 0,18 017

Estudiaremos primero el caso de deceleracion
para entrar en la circunferencia de radio R. Estu-
dios realizados por el autor demuestran que los
valores de la maxima deceleracion (— a,) para
pasar de una velocidad V, a otra menor V. (ambas
en kilometros por hora) son representables me-
diante el modelo:

v, v, ViV,
—a; («gn] - 0,184 | i — (43)
317 188 36774

Por otro lado, la Instruccién limita la velocidad
de variacion del peralte a un valor proximo a un
4 por 100 por segundo, es decir:

dp dp dl vV dp

= 4 (44)
dt di dt 36 dl

y sustituyendo la ecuacién (3) diferenciada:

dap —~—2m o P

14.4/V (45)
d/ (p|-|~2m/]'-’

El origen de la supercircunferencia esta en
(V.. o1, P) y el final en (V., R, p,); m es negativo.
El maximo valor del primer miembro de la ecua-
cion (45) corresponde al minimo denominador, es
decir, /=L, p =Ry V=V, (final de la supercir-
cunferencia) y, por tanto, teniendo en cuenta ade-
mas la ecuacion (7):

—2mARp, —2mp, 14.4 .
= (46)
R* R v,

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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)y sea:

72R
—_m —— (47)
V. p,

La ecuacién (48), que limita m-. a;/a,, junto
con el cuadro 2, que limita a,, y la ecuacion (44),
que limita a,, son las condiciones que permiten
clegir m, el parametro que define la supercircun-
ferencia.

Analogamente para el caso de aceleracion des-
de (V.. R, po) a V., la limitacion de a. por el cua-
dro 2 sigue siendo vélida; la aceleracion a. esta
limitada por la expresion:

v, V., V.V,
0117 | —— |
303 6667

o (egn) (48)

38770

tambien derivada de estudios del autor; y la limi-
tacion (48) de m se transforma en:

m —— (49)

7. CONEXION CON ALINEACIONES RECTAS

La delinicion de curvatura dada por la ecua-
* ¢ion (6) no permite llegar a radios de curvatura
. infinitos. Por lo tanto, el empalme con alineaciones
i rectas debe realizarse mediante clotoides que pre-
" senten una tangente comun con la supercircunfe-
i rencia, ademas de la misma curvatura ¢ en el pun-
10 de contacto. Naturalmente, estas clotoides co-
~rresponden a velocidad constante V..

© 8. EJEMPLO DE APLICACION

Sea, por ejemplo, un ramal de enlace tipo lazo,
en el que se admite una velocidad especifica de
40 Km/h y un peralte maximo del 8 por 100. El
radio se elige igual a R 40 m y, por tanto, a, -
40* 8
—_ 0,200 . 023 =
127 < 45 100
cuadro 2).

a. max.,

Ante todo, la curvatura en el punto de V = 100
. kilometros por hora sera, por la ecuacion (9):

(100%/127) — (8/100) = 45
{Jlllll P = 375,701 m
0,200

AGOSTO 1980

y el peralte, por la ecuacién (7):

45 X 8
= 0,96 %
375,701

Estudiemos primero el caso de deceleracion. La
maxima a, esta dada por la ecuacion (45) y vale:

100 40 4000
—a: 0,184 | i -
317 188

o 0,603 ug»
36774

pero por otro lado, para la ecuacion (47):
— a4, 7,2 N 45

—_—m . = 1,013
0,200 40 > 8

luego:

—a; - 0,200 » 1,013 = 0,203 «g»

Adoptaremos, pues, los valores a» = — 0203 y
m - -— 1,013, que resultan en:
100 — 40*
(ec. 1): L —————— 163220 m
254 » 0,203
(ec. 14}

(375,701/45)

o, ————————  1,0474 rad = 66,6827
231,013
(ec. 29): X, .~ 147,822 m
(ec. 30): Y, = 53724 m
(ec. 40): x, = 108,845 m
(ec. 41): AR = 31214 m

Para conectar esta supercircunferencia con una
alineacion recta haria falta una clotoide tal, que
para a, == 0,200, J fuera menor que 04 m/seg" o

100 X 0,200

sea, L 2,725 — 136,250 m. Por lo
0.4

tanto, su parametro sera:
A =\ 136,250 X 375,701 = 226,250 m

Es interesante constatar que entre la clotoide y
la supercircunferencia, el giro de acimut necesario
para pasar de una recta a 100 Km/h al lazo con
40 Km/h es de 11,547 -|- 66,6827 = 78,2264*%, que
el retraqueo total del centro de la circunferencia
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es de 62,809 m, y su abscisa respecto de la tan-
gente de entrada (fig. 1) es de 230,118 m.

En el caso de aceleracion, el valor maximo de a,
seria dado por la ecuacién (48), igual a 0,161; con
lo que m =0,161/0,200 = 0,804, ligeramente infe-
rior en valor absoluto al correspondiente al caso
de deceleracidon. Consiguientemente:

(ec. 1): L= 205660 m
(ec. 14): o= 84,0169¢
(ec. 29}): X, = 123171 m
{ec. 30): Y, = 149,721 m
(ec. 40): X0 = — 240,752 m
(ec. 41): AR =—132643 m

La clotoide, en cambio, es la misma, para em-
palmar con la alineacion recta a partir de V = 100.
El giro de acimut necesario para pasar del lazo con
40 Km/h a una recta con 100 Km/h es de 95,5606
El retraqueo total del centro de la circunferencia
es ahora de 78,791 m, y su abscisa respecto de la
tangente de salida (fig. 2) es de 248,852 m.

9. PROGRAMA DE CALCULO

Para facilitar el calculo y replanteo de la super-
circunferencia se ha preparado un programa para
microordenador Hewlett-Packard HP-97, del que se
acompana copia del listado (fig. 3).

La constante 2 m se introduce previamente en

AGOSTO 1980

el registro 0. Los datos pueden venir en dos for-
matos distintos:

— Longitud total de la supercircunferencia:
ENT,
— Radio de curvatura en el punto inicial: fA.

O bien:

— Angulo total de giro del acimut (g): ENT.

— Radio de curvatura en el punto final: B.

En todo caso el formato de salida es el si-
guiente:

— Radio en el origen.

— Longitud total de la supercircunferencia.

— Radio de curvatura en el final.

— Angulo de giro del acimut (g).

— Abscisa del final.

— Ordenada del final.

— Maédulo del final, dado el origen.

— Argumento del final, respecto a la tangente
por el origen (g).

— Abscisa del centro del circulo final xu.
— Retranqueo del mismo centro AR.

— Distancia entre centros de circulo inicial y
final.

— Angulo de la recta que une los centros inicial
y final con la tangente en el origen (g).

Para replanteo, basta con introducir la distancia
al origen y teclear A, para volver a obtener el for-
mato de salida, referido esta vez al punto replan-
teado, a su tangente y circulo osculador.
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