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1. Introduccion

El estudio de muchos fenomenos de interés en la técnica conduce a la resalucién de ecuaciones diferenciales no. linea-
les o cuasi-lineales. En particular, las oscilaciones de columnas liquidas, ‘son de gran importancia en el campo de la Hidrau-
lica Aplicada. Oscilaciones de columnas liquidas las tenemos, por ejemplo, al analizar: trasvases de liquidos entre dos depé-
sitos, vaciado de recipientes, oscilaciones en chimeneas de equilibrio, etc. {1], [2], [3]. ‘ .

En el desarrollo aue sigue, a partir de la ecuacion diferencial de segundo orden cuasi-lineal que rige algunos de estos
fenomenos de oscilacion de columnas liquidas, tratamos de obtener diferentes soluciones aproximadas de la misma a‘la vez

que se compara la bondad de los modelos matematicos de Kryloff, Bogoliuboff y de Linsted, Liapounoff en los que se fun-
damenta su resolucion.

2. Fenomenos de oscilacion entre dos depdsitos

Al tratar de estudiar un fendmeno transitorio en Mecanica de Fluidos se presenta la dificultad de que la velocidad
¢ del fluido es funcion del tiempo y por consiguiente, de la misma forma, el nimero de Reynols, Re, también depende
del tiempo. Por consiguiente el factor de friccidn f, que es funcion de Re, no es constante. Sin embargo, cuando las fluc-
tuaciones de la velocidad no son muy considerables, los valores medios de f no difieren mucho de jos que corresponden al
régimen estacionario [1], [2]. Es por esta razén que, en el ejemplo que se considera a continuacién, no se tendran en cuenta
las variaciones de f con el tiempo.

Consideremos el esquema de la figura 1. El depésito 1 contiene |{quido hasta un cierto nivel z, (z; > 0) por encima de
la posicion de equilibrio, en donde tomamos el origen de coordenadas. para el eje z. El depésito 2 tiene la superficie libre del
liquido en la posicion z, (z; < 0). Los depbsitos se suponen cilindricos (con dreas para sus secciones transversales ALy Ay

respectivamente), abiertos a la atmdsfera y comunicados por su base mediante una tuberia, de longitud 'L y didmetro interior
D¢, que incorpora una vélvula de paso.
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Figura 1.—Oscilacién entre dos depésitos.
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Cuando la valvula se abre bruscamente se inicia un movimiento oscilatorio como consecuencia del continuo trasvase
de liquido entre los dos recipientes. A fin de determinar la ecuacion que rige el transitorio, aplicamos la ecuacion de Ber-
noulli generalizada a fluidos viscosos y en régimen no estacionario [2] para un flujo incomprensible y a lo largo de unalinea
de corriente entre las superficies libres del fluido (puntos de referencia 1y 2 en la figura), Al aplicarla se tendra en cuenta
que Py = P2 = Parmosféricar POT 10 que el Teorema de Bernoulli establece en este caso {21

ci 3 1 Pdc
———+z,=—+22+>3hr+—/ —ds (1)
29 29 g ot

75y

En esta ecuaciéon ¢; y ¢, son las velocidades medias de las superficies libres, ¢ la velocidad media del fluido en una seccion
transversal y en una posicion s arbitraria entre las dos superficies, z; y 2, las posiciones en el instante t de las superficies

libres medidas sobre el eje z, 2 hy la pérdida total de carga, g la aceleracion de la gravedad. Teniendo en cuenta que en todo
instante se verifica que,

C1A1+CQA2=O; Z|A1+ZQA2:0

¢, <0, ¢, > 0 en los primeros instantes del transitorio) y que el efecto de la aceleracion local solo es apreciable
a lo largo de la tuberia, en donde el flujo es uniforme, se deduce facilmente que,

2
A ¢ A
1~(_’)]—’+(1+ ‘)zl-—-zhf+-599 (2)
Al 124 A g dt

2

La pérdida de carga 2 hy se determina despreciando el efecto de rozamiento fluido en los depdsitos por ser, en cual-
quier caso, poco importante frente al de la tuber{a de unién y al de la vélvula, Por consiguiente (4],

Eh,-=(f£+2t<)3‘_°—'— (3)
D, 2g

en donde se representa por ¥ K el coeficiente global de las pérdidas de carga menores, como son las de embocadura, los
codos vy la vélvula.

Si ahora, y de acuerdo con la ecuacion de continuidad, tenemos en cuenta que,
Cy A + CAt =0
donde A, es el area de la seccion transversal de la tuberfa y ademas que, ¢, =dz, /dtresulta:
Al d21
c=—— —
Ay dt

por lo que sustituyendo en (2) ¢, por la derivada primera de z, respecto del tiempo y ¢ por (4) se tiene:

2 2 2
A dz A ‘ A\ dz,|dz A, d’z
1_[1__: ](_) ; 1+_1)21:__1_ Ls (A G LA g 5)
29 Ayl |\ dt A, 29| D, Ac ] dt | dt g A, dt?
o lo que es lo mismo:
d’z A A, AA dz, | dz A A
_2‘+_1_ gixi_tl]J—i+gi1+J 2, =0 (6)
dt 2Ly A A, AT |] dt |dt LA, A,
donde la constante adimensional § se ha definido como sigue:
L
=f—+ZK
g D

t

Yy en donde el primer signo corresponde a las -semioscilaciones en las que z, decrece y elsegundo signo a las
semioscilaciones en las que z; aumenta.

Las condiciones iniciales correspondientes a la ecuacion diferencial cuasi-lineal (6) son:

_ dzl‘
1, =0 Z (T.o)=21‘0 — =0 (7)
dt o
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En el caso particular de oscilacién de liquidos entre depbsitos de la misma seccion transversal, la ecuacién (6)
se simplifica pudiéndose reescribir en la forma:

d’zy B A, dz,|dz 2gA
— + .__]- J—— _1_ t Z; =0 (8)
dt 2LA; dt | dt LA,
Efectuemos el siguiente cambio de variables:
P4 ' f2 gA
:.__1___ T= \’f____j t (g)
Z1o ' LA,
Las nuevas variables 8 y 7 son adimensionales; en funcidn de las mismas las dos primeras derivadas de z; respecto
del tiempo son,
dz, \} 2gA, d0 d*zy  29Acz; 4 d?0 0]
dt VLA, dr dt? LA, dr?

por lo que sustituyendo z; y sus dos primeras derivadas en {8) facilmente se deduce:
d20=k dé| db Bz oA,
dr*  d7 2L A

+0=0,;, k=

dr (1)

donde k es a su vez una constante adimensional.

Las condiciones iniciales para este planteamiento adimensional del pro-
blema son ahora:

{(12)

To =0 0(7’0)-:00:1 d—o) =0
dr
1

En el caso de considerar los depdsitos de distinta seccion transversal,

procediendo de manera andloga, resulta la
misma ecuacion diferencial, de idénticas condiciones i

niciales y con los siguientes valores para el coeficiente k:

10l A Ar AA
k:_]_’g_ _l ¥ _.1___.___! ! (13)
2L Ac \AL A )

donde el primer signo es para las semioscilaciones con z; decreciente y el segundo signo para las semioscilaciones con
zy creciente.

3. Planteamiento del problema

La ecuacion diferencial que tratamos de resolver es la siguiente:

2
09019004 g0 (14)
dr? drldr
de condiciones iniciales:
dé
To =0 O{re)=0,=1 — 1} =0 {15)
dr o

en la que tanto ) como T son variables adimensionales representativas respectivamente de la altura de la columna liquida
oscilante y del tiempo. E! coeficiente adimensional k, depende de la naturaleza del fluido, de la geometr(a del sistema y en
particular, da idea del efecto de rozamiento fluido por lo que estd directamente vinculado al coeficiente de rozamiento o de
friccion que se define en Mecanica de Fluidos [1]. En un trabajo reciente [5] abordébamos la resolucion de la ecuacién plan-
teada por un método analitico que permite determinar con exactitud los sucesivos maximos y minimos de la funcién 6, lo
que implica conocer los mayores despiazamientos de la columna liquida en oscilacion. As{ obtenfamos,

(1+£2k0;) e %= (1 £2k0;, ) & K01 (16)
para i=0,1,2, 3,4 .., donde O es el valor inicial de la funcion 8y 8,, 8,, 05... son los sucesivos minimos y maximos de
esta funcion; siendo el primer signo para i =0 o nimero par v el segundo signo para i impar.

La ecuacién (16) permite pues, determinar un méximo o un m(nimo a partir del minimo o maximo respectivamente
anterior. Dicha ecuacion es trascendente v se resuelve con facilidad a partir de métodos numeéricos apropiados.

La informacion obtenida del tratamiento analitico no permitia determinar los valores de la variable independiente
T, para Jos cuales se estaba en situacién de extremo relativo dela funcién 6. La integracién punto a punto de (14) por los
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métodos de Runge-Kutta [6] o de Hamming {71, de cuarto orden, establecian con precision suficiente los valores T 8,),
T (0,), etc... En el trabajo mencionado se representan curvas de 0,, 0,, 7 (6;) y 7 (0,) frente al parametro adimensional
k. Sin embargo, el método de integracion numeérica presenta el inconveniente de tener que recurrir de forma precisa a la re-

producciébn punto a punto de ja curva de oscilacion, con el consiguiente uso de.adecuadas técnicas de programacion de los
calculos.

4. Aplicacion del método de Kryloff y Bogoliuboff (8]

El método de Kryloff y Bogoliuboff establece una forma para determinar la solucion aproximada de ecuaciones dife-
renciales cuasi-lineales del tipo:
d*0 do :
— +kF]0, — +u6=0 (17)
dr dr

donde el parametro k es una constante pequefia (menor que la unidad) y la funcion F depende de 0 y de su derivada.
La solucion que se ensaya es del tipo,

gir)=alr)sen[wT +lT)] ‘ {18)
a la que se le impone la condicion de que su derivada sea de la forma,
df .
~a—=wa('r)cos[w7 + ()] {19)
T :

Operando con la funcion O (1) que se ensaya y con la condicion impuesta sobre su derivada se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

da senQ+ad—kpcos Q=0 donde: Q=wr +¢
dr dr
(20)
d d
A cos Q-2 sen Q=~k—F (a sen §), wa cos )
dT dr w
Las ecuaciones exactas que resuelven este sistema de ecuaciones son,
d k
B S F(asen§) wacos &) cos
dr w
(21)

d
do_ k. F (asen 2, wa cos §2)sen {2
dr wa

. Con objeto de calcular las derivadas primeras de a y de y respecto de T, se puede proceder a sustituir los segundos
miembros de (21) por sus valores medios en un intervalo 27 supuesta constante /a amplitud a a lo largo del intervalo.

Esta aproximacién se fundamenta en el hecho de que ambas derivadas son pequefias puesto que, de acuerdo con la expre-
sién (21), son proporcionales a la constante k. ;

Por consiguiente, las ecuaciones exactas {21) se sustituyen por las aproximadas,

A
il QLA F (asen§2, awcos ) cos 2d§2
dr 2w J,
) N . (22)
RAEY I F (a sen §2, awcos§2) sen 2d 82
dr 2mwa J,
Aplicando el método descrito a fa ecuacion diferencial (14) resulta:
Ecuaciones exactas
? o ka cos? 2 |a wcos £
dr {21a)
dy
¥ =k cos 2 lawecos | sen
dr
- 948
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Ecuaciones aproximadas

2 ‘2
da__kwa ] cos? §|cos | d2
dr 27 o (22a)
do_kwa [T
kg / sen §2 cos §2 |cos ) d2
dr  2n Jo

Estas integrales se resuelven sin dificultad 19], De Ia primera se obtiene,
da_ 4k wa®
dr 37

de donde integrando respecto de T resulta:

a :Tk‘—]% (23)
“rtce :

3n

siendo C una constante de integracién a determ

inar a partir de las condiciones iniciales (15).
Andlogamente para di/dT se tiene,

de donde, A
V=0 (24)

siendo Yo una segunda constante de integracién a determinar asimismo a partir de (158).
Por consiguiente, la so/ucién aproximada seqtn se deduce de las expresiones (18), (23) y (24) sera:

0 (’r)=———l———— sen (W7 + o) (25)
f‘_('o T +C
3w ‘ .
Determinemos a continuacion las constantes de integracién C y yq. Para ello impongamos a (25) las condiciones ini-
ciales,
To=0 6,=0(0) &, 290 (26)
dr /o
de las mismas se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:
1
00 =E sen Yo
y __dkw 1 w
00 == —3—77—- 62- Sen Yo +—C—COS Yo
cuya resolucion permite obtener, _ .
©o =arc sen ! = |- uot \/1+p2—p2]] (27 a)
1+ p '
C=—1— sen Y, (27b)
8, .
donde se han definido los parametros P, 4 de la siguiente forma,
6 4k 6
p=— p=—0 (28)
60 w 3
Y sustituyendo ahora (27 b) en (25) obtendremos finalmente una expresién analitica aproximada para 0 (T ),
Bir)=——1  entfewr +¢p) (29)
4kwT 4 sen Do
37 6,
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En el caso que nos ocupa 00 =0, por consiguiente p =0, y entonces,

14k0y\?
Qo =arcsen V1 —u? =arcsen \/1—( 0)

3

teniendo en cuenta, ademds, gue para To = 0,00=1yquew=1, 0 () es,

0(r)= 1 sen (T +¥5) (30)
4 k 4k \?
—7 + /1 —(——)
T 37
E| caso particular del movimiento armonico simple, puede deducirse faciimente de

k = 0, lo que equivale a anular el término de rozamiento fluido en la ecuacion diferencial (14
sos de oscilacion de liquidos.

la Gltima expresién haciendo
} que rige algunos de los proce-

5. Determinacion de minimos y maximos

Convengamos en designar por 7, el valor de T para e

| cual la funcion 0 adquiere la situacion del primer minimo, 0, ;
es decir, Ty =T {0, ). En estas condiciones tendremos:

10_) 0 (31)
dTt
T
Aplicando la condicion (31) a (29) se tiene,
4k w
3
0=— m 5 sen {w Ty +gp0)+—-————°3— cos (WT, + o)
4k w sen Yo 4k w sen Yo
—_— T + —_ Tyt —
3m 00 3n 00

y simplificando y reordenando términos resulta,

37 seNPo
tg {wT) o) =wTy +— (32)
1 T %o L 0y

ecuacion trascendente en T; que se resuelve sin dificultad por métodos numeéricos. La sustitucion de! valor resultante para
T, en (29) o en (30) permite determinar 0,.

Para hallar 7, v 0, correspondientes al primer maximo de la oscilacion, se procederia exactamente de la misma forma.
Asi pues, en general, los sucesivos m(nimos y maximos de 0 (1 ) vendrén dados por:

sen
tg {wT;+ o) = WT; -1-—31 o {33)
0i=0(7i) i=1,23,4,..

En nuestro caso recordaremos: 96 =1; 0, =0; w=1 por consiguiente,

- 2
tg (Ta+¢o1=ri+3l \/1—(i5) (34)
4 k 3

El movimiento armonico simple aparecer (a al hacer en {14) k = 0; entonces,

Yy =arcsen 1 =g

tg(ITi+E)ﬁoo
2

r=im 1=1,2,3,4..

por consiguiente,
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6. Aplicacion del método de Linsted y Liapounoff [8]

Consideremos la ecuacion diferencial (14) expresada en la forma,

a?0 - [ do\?

—-k[—] +tw6=0 (35)
d7 dr

que es la correspondiente a la primera mitad de l2 oscilacion. La introduccion del factor w? nos permitird dar una mayor ge-
neralidad al desarrollo que sigue.

Si aplicamos a la ecuacién (35) la transformacion de Laplace {10] y tenemos en cuenta las condiciones iniciales dadas

por (15) se obtiene,
B 2
0(s> +w)=s+k& l(%@) ] (36)
T

donde representamos por 0 la transformada de Laplace de la funcion @ {7), por £ el simbolo de la transformacisn, siendo
s el parametro cldsico que se introduce al definir la transformada de Laplace de una funcién.

A efectos de superar la alinealidad que introduce la derivada elevada al cuadrado en la ecuacion diferencial (35) haga-
mos,

9=ao+kal +k2CYq_ +k3(.Y3 Ao

(37)
W =wh tkey kP ey +k ey o

donde a; son funciones de 7 a determinar, y W, la pulsacidn de la onda fundamental. Las constantes c; habran de ser elegidas
de manera tal que se eliminen las condiciones de resonancia.

Para sistemas no lineales con valores muy pequefios para el coeficiente k de la ecuacion (35) comparados con w? se
puede demostrar que la serie que sustituye a 0 es convergente [8]. Sinos limitamos a considerar en los célculos términos que

incluyan a lo sumo el factor k*, sustituyendo (37) en (36), despreciando los términos resultantes que contengan el factor k
elevado a una potencia superior a la tercera, obtenemos:

2 (@ + kay + KPay +KPay) + W (o kg k2, + ki, ) +

+ep (kg + KPay + K3 ay) + ¢y (K2 + kP ) + ey ke =
2

"/ de deg dox dag do dogy \ 2
=s+kE (J) +2k-—°_—‘+2k?—°—"'+k2(——‘) ] (38)
dT7 dr drt dr dr dar .

La ecuacion (38) debe verificarse para cualquier valor de k ; por consiguiente, después de establecer la igualdad entre los
diferentes ceefiientes se deduce el siguiente sistema de ecuaciones:

(s* + wiag =5 (39a)
— — dag \?
(52’{"(403)&1 =—C1Q0+£[('ro) ] (39b)
T
) - _ — dag da
(s +C00)a2="cla‘ — C g +2 2d—1- E; (39¢c)
- - — - " day da day \ 2
(52 '*‘Cdg)ag F=Cily — CaXy — C3(Qp +£ 2——9- ———2+ —-—1- (3gd)
‘ dr dr dr

La funcidn ag, primitiva de &y se obtiene de inmediato a partir de la expresion (39a),

0y = COS Wy T (40)

sustituyendo @ y su transformada de Laplace &, en (39 b), de acuerdo con la tabla de transformadas de Laplace [10}, y
operando, faciimente puede obtenerse,

a1=l——2-cosw07 +l cos 2 Wy T (41)
2 3 6
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donde se ha tomado c; = 0 a fin de eliminar la condicion de resonancia. Sustituyendo ahora en (39¢), @, &; Y sus trans-
formadas podremos obtener 0,

2,1
Qy =—§+7—2(61 cos wWuT — 16 cos 2 woT + 3 cos 3weT) (42)
en este caso la condiciéon que elimina la resonancia es,
w3
Cy =——
P03

Sustituyendo convenientemente las expresiones anteriores, asf como las transformadas de Laplaca de ¢, t g en (39d)y
operando se obtiene,

3
Qs =2—3—l. 1—:’ﬂgcoswﬂ'r—21‘\%:052(;.)07+6cos3(;.)01—1—0054(.oo’r] (43)
24 72] 15 15 -

habiéndose obtenido en este caso para Cj -
4

wh

Cy =

A partir de las expresiones anteriores podemos obtener las soluciones con distintos 6rdenes de aproximacion.

Solucion de primer orden
Viene dada por &g + k oy, es decir,

0),=cos woT + k[lz—% cos Wy T +1€c052 on]

de donde facilmente se determina 0, )y, primer minimo de 8 (T) correspondiente a la aproximacion de primer orden,

3

la pulsacion natural wo viene dada de acuerdo con (37), por
Wy = W= 1
siendo 7 ) en este caso,

T [0 ]=T) =7

Solucion de segundo orden

Viene dada por, &g + k &y + k? @y, es decir,

1 2 2
)y =cos woT +k [5 -3 €os WoT +]é cos 2 wo’r]—%—z[% — 61 cos WoT -+ 16 cos2 wWeT — 3 cos 3 wor]

la frecuencia natural, para la aproximacion de segundo orden es,

w

030=————;r

teniendo en cuenta que en el caso que nos ocupa W=1, el valor de 7 que hace minimo a O es,

——

k?.
Tyy=n |/1+—
v \/ 3

952
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por lo que sustituyendo en )y, «p7. por m tendremos el primer minimo de 6 (7) correspondiente a la a

proximacion de
segundo orden:

0 =—1+4k-182
39

Solucion de tercer orden

Viene dada por ag + k &, + k?a; + k¥ a3, es decir,

0y = cos wyT +k 1.2 coso.)07'+10052w07' -
. 2 3 6
k2

~—7§ 48 — 61 cos woT + 16 cos 2 wWeT — 3 cos 3 wyT | +

3 .
+—};—§ [69—— 1?;8 COS WoT + 24 cos 2 woT — B cos 3 w07+1—:3écos4 on]

haciendo Wo7= T en la expresion anterior determinaremos el primer minimo de 9)111 correspondiente a la aproximacion de
tercer orden,

4 16

0))yy=-1 +§k-a§— @ +3821s

135

siendo en este caso y,

y haciendo w=1y WeT = T obtenemos,

7. Resultados obtenidos

Tal como se ha expuesto en los desarrollos anteriores, los métodos de Kryloff, Bogoliuboff y de Linsted, Liapounoff
permiten obtener soluciones aproximadas para la resolucion de problemas de oscilaciones de I{quidos en conducciones. A fin
de comprobar el grado de aproximacién de estos métodos, se ha procedido a la determinacion de algunos valores notables, co-
mo son el primer minimo 8, vy el primer maximo 0, de 8 (), asf como a la determinacién de Ty Y Tq, valores de 7 para los
cuales se alcanzan estos minimos y méximos respectivamente. Asimismo se comparan los resultados obtenidos con los que se
hallan mediante la aplicacién de la expresién analitica exacta (16) todo ello para distintos valores del parametro k.

De esta forma, en la figura 2 se representa el primer minimo de la oscilacién 6, frente a k. En dicha figura aparece,
ademds de la solucion analitica exacta representada en linea de trazo continuo, la solucién obtenida a partir del método de
Kryloff y las soluciones de distinto orden que proporciona el método de Linsted. Todas ellas presentan para k =0, un valor
6, =-1, correspondiente al caso de friccién nula, coincidiendo con el movimiento arménico simple. Como se puede com-
probar, en todo el dominio de k considerado (0 < k < 1), la solucién obtenida por el método de Kryloff es excelente dado
que las discrepancias que presenta con la solucién analitica exacta son minimas, aun para valores de k proximos a la unidad.
No ocurre asi, en cambio, con el método de Linsted, para el que, aun cuandg crece su aproximacion a medida que aumenta el
orden de la solucion, solo presenta una aproximacion aceptable hasta valores de k inferiores a 0,3 en el caso de la solucion
de tercer orden, y para valores superiores de k la discrepancia es importante y deja de ser aplicable con garantfa. i

La aproximacién que presenta el método de Kryloff, Bogoliuboff en el cilculo del primer mdximo sigue siendo buena,
tal como se muestra en la figura 3, en dunde se compara 0, , primer maximo de la oscilacion, con el que resulta de aplicar la
expresion analitica exacta (16). Ante la falta de aproximaciéon que presenta el método de Linsted, Liapounoff en su aplica-
cién al calculo del primer minimo para valores de k- relativamente bajos, se ha omitido la representacion en la figura 3, del
primer maximo calculado por este método. ‘ ‘

En la figura 4 se representa 7, frente a k y se comparan los resultados obtenidos mediante la aplicacion de los citados
métodos con los calculados por el método de integracion numérica de Runge-Kutta. Todas las curvas tienden a cuando
tiende a anularse el parametro k, caso correspondiente al movimiento arménico simple. De forma andloga a lo que sucedia
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en la determinacion del primer minimo, el método de Kryloff presenta una buena aproximacion a lo largo del dominio de k

estudiado, mientras que el método de Linsted, incluso en el caso de la aproximacién de tercer orden, deja de proporcionar re-
sultados aceptables para valores de k aproximadamente superiores a 0,3.

40+
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ra g
T RUNGE-WUTTA
32 _
-—-—'—"——-—.\
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(¥ Orden) (#* Ordan)
30 |

|
0 02 0, 0,8 08 10

Figura 4.—Valores de T, frente a k determinados por los distintos métodos aplicados.

En la figura 5 se representa T, frente a k segin el método de Krylott comparando estos resultados con los que se han
obtenido de la integracion numérica de la ecuacion diferencial, halléindose entre ambos una buena concordancia. En_e_s:ca
figura no se incluyen los resultados que se obtienen de la aplicacion del método de Linsted debido a la pérdida de precision
que implica dicho método para valores de k relativamente bajos. Finalmente, en Ja figura 6, incluimos un detalle comparativo
de la oscilacion 8 (1) para k = 0,8 segiin los métodos de Runge-Kutta y de Kryloff,

8. Conclusiones

En el presente trabajo, se han aplicado los métodos de Kryloff ~ Bogoliuboff y-de Linsted - Liapounoff, éste con
distintos grados de aproximacién, para la obtencién de la funcién adimensional 0 (7). o

La resolucion de la ecuacion diferencial no lineal (14) que aparece en el estudio de algunos regimenes transitorios en
Hidraulica Aplicada, como el fenomeno de oscilacion de |iquido entre dos depésitos, requiere para su resolucion e] uso de
métodos numéricos de integracion para la determinacion de 9 (1), lo que implica disponer de una calculadora digital para
su realizacion. Unicamente, se pueden calcular por via analitica los valores estacionarios, maximos y minimos, de la funcion
6 (1), pero no asi los valores de T para los que se alcanza. Los métodos de Kryloff-Bogoliuboff y de Linsted-Liapounoff
ofrecen la posibilidad de determinar soluciones analiticas de caracter aproximado para la funcion de 0 (7), a partir de expre-
siones relativamenite sencillas, tal como se indica en el presente trabajo. ‘ )

A fin de comprobar la bondad de dichos métodos se ha procedido a la comparacion de sus resultados con fos determina-

dos por via analitica exacta y por integracion numérica. Esta comparacion se efect(a Unicamente en algunos de los puntos
notables de la oscilacion.
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Por lo que se refiere al método de Kryloff, los valores que se obtienen, tanto para 8, v 6, como para los valores de
Ty y de Ty, comparados con los resultados encontrados por via analitica (8; v 6,) y por via numérica (T, vy T, ) proporcio-
nan una aproximacion notablemente satisfactoria en todo el intervalo de k analizado {0 <k < 1). No ocurre asf con el méto-
do de Linsted, el cual aun cuando el grado de aproximacion aumenta sensiblemente cuando determinamos soluciones de
orden superior, no llega a alcanzar la precision que presenta el de Kryloff en todo el dominio de k considerado., Asf, aunen
el caso de la aproximacion de tercer orden, el método de Linsted no es ya aplicable para la determinacion del primer mfnimo
para valores de k superiores a 0,3, siendo la discrepancia que presenta en el cdlculo de 7, todavia mas acentuada.
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Figura 5.—Valores de 7; frente a k, segin el método de Kryloff y los calculados por
integracién numérica.
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RESUMEN

Se presenta la aplicacion de los métodos de Kryloff-Bogoliuboff y de Linsted-Liapounoff, este Gltimo hasta tercer
orden, para la resolucion de la ecuacidn diferencial no lineal que aparece en algunos problemas de Hidrdulica Aplicada,
como por ejemplo el andlisis de las oscilaciones de columnas |iquidas, En particular, se estudia el régimen no estacionario
correspondiente al fenomeno de oscilacion de |iquido entre dos depdsitos a través de un planteamiento adimensional del

problema. Se aplican los métodos citados y se procede a la discusion de |6s resultados obtenidos en sus distintos grados
de aproximacion. -

NOMENCLATURA
a funcion de 7
c velocidad
cy velocidad con la que se desplaza la superficie libre de! liquido en el depdsito 1
C, velocidad con la que se desplaza |a superficie libre de| liguido en el depésito 2
o constantes
f factor de friccion
] aceleracion de la gravedad
he pérdida de carga
k coeficiente adimensional definido en (11) y en (13)
P presion en la superficie libre de! |{quido en el depbsito 1
P2 presion en la superficie libre del |{quido en el deposito 2 .
s pardmetro de la transformacién de Laplace
s coordenada medida sobre la |inea de corriente media
5 coordenada s correspondiente al punto 1 de la figura 1
59 coordenada s correspondiente al punto 2 de la figura 1
t © tiempo
to instante inicial del transitorio
z eje de coordenadas con origen en la posicion de equilibrio del liquido
Zy posicion de la superficie libre del liquido en el depésito 1
Z, posicion de la superficie libre del liquido en el depésito 2
Zy0 valor de z; en el instante t;
A drea de la seccion transversal del deposito 1
A, drea de la seccion transversal del deposito 2
A, drea de la seccion transversal de la tuberia
C constante de integracion
D; didmetro interior de la tuberia
F funcion arbitraria de 6 y de df/d7
K coeficiente de pérdida de carga menor
L longitud de la tuberia
@ £ simbolo de la transformacion de Laplace
Re nimero de Reynolds
o funciones de ¢
:‘ a; transformadas de Laplace de las funciones a; ()
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B constante adimensional
0 funcion adimensional
6 transformada de Laplace de la funcion 0 (1)
0o valor inicial de la funcion 0
0o valor inicial de d0/d7
0; m(nimo o maximo de la funcion 0 (7)
O solucion de primer orden para la funcion 0
) solucion de segundo orden para la funcion 0
)y solucion de tercer orden para 2 funcion 0
0. ) primer minimo de 0 (T) correspondiente a la aproximacion de primer orden
0 \n primer minimo de 0 (7) correspondiente a la aproximacion de segundo orden
0,);  primer minimo de 0 (7) correspondiente a la aproximacion de tercer orden
M constante adimensional
ks numero pi
) constante adimensional
z sumatorio
T variable adimensional
To valor inicial de la variable T
Ty , valordeT correspondiente a un minimo o méaximo de la funcion 0 (7)
7T,);' valor de7 correspondiente al mfnimo 0,
Ti)n valor de T correspondiente al mfnimo )
T.)yy  valorde7 correspondiente al minimo 0, )y
) fase
Yo constante de integracion
w pulsacion
Q es la siguiente funcion de 7: 2= w7 + ¢ (7)
Wy pulsacion de la onda fundamental
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