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Este articulo es continuacion de olro publicado bajo el mismo titulo general en el nti-
mero de marzo pasado. En aquella primera parte se cstudiaban las bases teoricas que
permiten establecer ja analogia eléclrica en mealos continuos entre €l campo de la con-
duccion eléctrica y el campo de la hidraulica subterranea. En esla segunda parte se des-

criben las técnicas e instrumental utilizados. analogia reoeléctrica en conductor solido
y en conductor liquido.

2.2. Analogia reoeléctrica en conductor sélido.

2921, Antecedentes.

Las técnicas de simulacion en medios continuos se iniciaron hace mas de un
siglo. En el afo 1845, Kirchhoff utilizo laminas conductoras de cobre de poco es-
pesor (15). No obstante, las dificultades que planteaba la gran conductividad del
cobre para la imposicion de condiciones de contorno, hizo que el procedimiento se
aplicase esporadicamente. La idea quedaba patente,y desde entonces se han en
sayado multitud de medios conductores con mayor o menor éxito (2).

La oblencion de un material (til para la aplicacion de la analogia depende
de que sus caracteristicas se ajusten con un grado aceptable de precision, a las
que serian deseables en el conductor idzal. Evidentemente no existe un conductor
ideal; por ello, en cada caso habra que contrastar las propiedades del material con
las que deberia tener dicho conductor idzal. La precision obtenida dependera esen-
cialmente de dos grupos de factores: que las propiedades fisicas del medio se ajus-
len tanto como sea posible a las propiedades supuestas en la analogia, y que dichas
propiedades no varien con el tiempo ni con las condiciones exteriores. Aparte de
estas consideraciones, de tipo mas bien teodrico, es necesario que el material uti-
lizado presente la suficiente manejabilidad como para gque Su empleo en los mode-
los sea simple y cémodo (4).

(‘) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccion
de esta revista hasta el 31 de agosto de 1977.
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Entre las condiciones que deben exigirse a un conductor para su utilizacion en
analogia reoeléctrica pueden destacarse las siguientes:

a) Homogeneidad.

h) Uniformidad.

¢) lIsotropia.

Estas tres condiciones son las mas dificiles de conseguir en 10s materiales ana-
logicos, por lo que deben estudiarse especialmente cada una de ellas.

También son deseables otras propiedades y caracteristicas, cuya relacién pue-
de encontrarse en libros especializados. Entre ellas sefalaremos: una resistividad
adecuada al modelo que se trata dc ensayar, no ser sensible a la presién por son-
das de metal, a la temperatura, humedad, etc. Dado que siempre existe una disipa-
cion de calor por efecto Joule, debera tener un coeficiente de temperatura peque-
no; el material debe poderse cortar o moldear con facilidad, etc. En Gltima instan-
cia, la seleccion de un determinado material para el modelo deberé tener en cuen-

la lodos estos aspectos de su comportamiento, asi como consideraciones de tipo
2conomico (2).

El descubrimiento, en 1948, del papzl Teledeltos (6), por la Western Union
Telegraph Company, suministro un medio que, inicialmente previsto para otros fi-
nes (grabacion electrosensibles, telegramas, registradores graficos, etc.), ha dado
un gran impulso a los métodos de simulacién en medios continuos bidimensionales,
al proporcionar un elemento barato de buenas caracteristicas para la analogia (7).
La difusion en estec campo ha hecho que actualmente sea el medio mas comunmen-
te empleado en esta analogia, por lo que restringiremos el estudio de las 1dminas

conductoras al del papel Teledeltos (1). Esle es el medio que hemos utilizado en la
experimentacion.

En tres dimensiones se utilizan también una gran cantidad de medios (4),
cuya descripcion puede encontrarse en libros y articulos especializados (8) y (9),

dado que no son ulilizados en el presente trabajo no parece oportuno extenderse
en mas consideraciones sobre los mismos.

2.2.2. Descripcion.

El papel conductor esta constituido por tres capas diferenciadas (2): una capa
conductora formada por una dispersion de grafito o carbdn en pulpa de papel, que
es la que se utiliza en la analogia; esta recubierta por un lado con una capa del-
gada de papel de color gris claro que deja pasar la corriente eléctrica y es la uti-
lizada para registros, y por el otro, con una capa de aluminio muy delgada. En con-
junto, el espesor del papel es, aproximadamente, de una décima de milimetro.

Existen basicamente dos tipos de papel: L y H. El tipo L (low resistivity), tiene
una resistividad por cuadrado que oscila entre los 1.500 y 4.000 ()/cuadrado. El de
tipo H (high resistivity), entre 8.000 y 20.000 ()/cuadrado. En cada caso, el tipo a
utilizar se determina por los valores relativos de resistencia respecto a electrodos
y resistencias de contactos auxiliares que deban utilizarse, asi como de las impe-
dancias de entrada de los aparatos de madida de que se disponga, aunque habi-
tualmente no es determinante. En Espafia, el tipo de mas facil adquisicion es el L,

que hemos utilizado en estos ensayos, con una resistividad de alrededor de
2.000 ()/cuadrado.
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Por lo que respecta a las caracteristicas indicadas en el apartado anterior
puede senalarse:

a) Homogeneidad. — Las variaciones de resistividad local no suelen superar
el 10 por 100 en lo que s€ refiere a homogeneidad. No obstante, al repartirse dichas
heterogeneidades estadisticamente, el error obtenido, desde un punto de vista ma-
croscopico, puede situarse entre un 3 y un 5 por 100, e incluso menor en ciertos
casos, como se vera al tratar de la precision de los métodos utilizados.

b) Uniformidad. —La resistividad del papel no es un valor fijo, ya que esta
propiedad no influye en la finalidad original para la que se fabrica. Esto hace que
pueda variar considerablemente de un rollo a otro, por lo que en cada caso es pre-
ciso medir directamente la resistividad con testigos extraidos de la misma zona de
la que se ha cortado el modelo. En un ro'lo las variaciones no son grandes; resul-
tan del mismo orden que la precision me¢dia del papel, y dado que los modelos tie-
nen necesariamente dimensiones reducidas, la resistividad, dentro de los mismos,
puede considerarse cOMO uniforme. También hemos podido comprobar que la resis-
tividad varia a lo ancho del rollo, siendo mayor en las zonas centrales que en los
bordes, aunque las diferencias tampoco son excesivas.

c) Isotropia. —- El proceso de fabricacion introduce una clase de anisotropia
en el sentido del enroliamiento del papel, de forma que la resistividad es mas baja
on la direccion longitudinal que en la direccion transversal al mismo. Dicha ani-
sotropia es del orden de un 10 por 100, de forma que o, ~ 1,1 0.

Entre otras propiedades del pape! Teledeltos pueden senalarse: un coeficien-
te de temperatura de — 210 oC 'y un coeficiente de humedad que oscila entre
0,5.10 “y2.10 * por 100 de humedad relativa en funcion de esta ultima. Para que
el calentamiento por efecto Joule no influya apreciablemente (- 0,5 por 100), la
potencia disipada debora mantenerse inferior a 6 mW/cm*. Este material es espe-
cialmente sensible a la presion de objetos metalicos, como pueden ser las sondas
de medida, por lo que debera cvitarse el apretar demasiado, con objeto de no mo-
dificar las caracteristicas del papel conductor (3).

2.23. [Instrumental.

Las tres unidades basicas exislentes en la simulacion podemos designarias
como: trazadora analogica, instrumental de medida y modelo analégico.

En este apartado haremos referencia exclusivamente a 10os instrumentos utili-
sados en los modelos que se detallan posteriormente. Para mayor informacién, pue-
de recurrirse a las referencias dadas en ia bibliografia.

El elemento basico de la simulacion, como es logico, en cuanto a instrumen-
lal, es la trazadora analogica. En esencia consta de una fuente de tension y un puen-
te de medida de potenciales; a ellos pueden afnadirse perfeccionamientos en cuan-
to a estabilidad y precision, y accesorios que faciliten la imposicion de condicio-
nes de contorno en el modelo analdgico. La trazadora utilizada por nosotros, en
todos los modelos de papel conductor realizados, ha sido una trazadora de la Sensi-
tised Coatings Ltd. modelo Alpha-PR. Esta trazadora dispone de varios accesorios
# interesantes, pudiéndose considerar como una de las trazadoras mas completas
para analogias con papel conducior (7).

Ademas de una fuente estabilizada de tension de unos 7 voltios y del puente
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de medida con detector de cero, dispone de 10 potenciémetros de ajuste para im-
posicion de potenciales intermedios escalonados entre el 0y el 100 por 100, con un
rango de variacion para cada uno de ellos de 20 por 100. Estos potenciometros
presentan la caracteristica interesante de que (igualmente que la fuente de tension)
son practicamente insensibles a las variaciones de carga a que se someten, evitan-
do el tener que reajustar todos los potenciales impuestos cada vez que se modifi-
ca uno de ellos, lo cual simplifica notablemente la toma de datos en casos como

el nuestro, en que interesa determinar la respuesta del modelo frente a variaciones
de potencial en algunos de sus puntos.

Otro accesorio interesante de que dispone el equipo en cuestion es un dispo-
sitivo de trazado automatico de lineas equipotenciales. Dicho circuito hace saltar
una ciispa que quema la capa superior de celulosa del papel cuando la diferencia
de potencial entre el punto en que se sitia la sonda en el papel y el potencial de
referencia a que se sitla la sonda es de 2 milivoltios. De esta forma, desplazando
la sonda desde la zona de minimo potencial (0 por 100) en el modelo hacia la de
maximo (100 por 100), en el momento en que pasa por la equipotencial que se
quiere dibujar queda sefnalado el punto con una ligera quemadura. Este sistema per-
mite trazar las equipotenciales rapidamente, haciendo mucho mas comoda la obten-
cion de redes de corrienle que con los procedimientos tradicionales de equilibrar el
puente para cada punto de medida.

Asimismo, dispone también de un sistema para imponer condiciones de contor-
no de tipo Neumann, cuando no existen dos puntos con diferencia de potencial fija
en el modelo o cuando existiendo no tengan por qué ser los de maximo y minimo po-
tencial, que permite localizar los puntos de maximo y minimo potencial y sita el
puente de medida con los extremos en dichos puntos de forma que puede localizarse
el potencial de cualquier olro punto y trazar las lineas equipotenciales como en el
caso anterior. En nuestros modelos no es preciso utilizar este sistema, ya que las
condiciones que imponemos son siempre de tipo Dirichlet {(4).

En cuanto a la segunda unidad, consistente en el instrumental de medida, esta
constituida basicamente por un multimetro digital capaz de medir resistencias y di-
ferencias de potencial e intensidades en alterna y continua. Dado que uno de los ob-
jetivos fundamentales de nuestro estudio es el calculo de caudales, o su magnitud
analogica eléctrica que es la intensidad, se requiere intercalar ¢! amperimetro en se-
rie en las ramas del circuito que se quieren medir. Con objeto de racionalizar la
toma de datos, se disefio y construyo una caja amperimétrica que permite intercalar
el instrumento de medida en serie, mediante una clavija y un jack de tipo telefénico,
que mantiene el circuito cerrado cuando no se introduce la clavija. Ademas de este
dispositivo, cada una de las lineas de la caja dispone de un potenciometro en serie
y dos bornas que permiten la introduccién, también en serie, de una resistencia (o
cualquier olro elemento eléctrico) en el circuito montada en una clavija de enchufe
normal. Esta seccion se afadio con objeto de permitir la fijacion de condiciones de
contorno a una serie de puntos (10 en total), bien de potencial, bien de intensidad,
al propio tiempo que con el jack telefénico se puede medir la intensidad que circula
por cada una de las ramas que van al modelo, pudiendo asi delerminarse las inten-
sidades que entran o salen del modelo por cada elemento de contorno del mismo. En
el esquema de la instalacién que se acompana (fig. 7) no se incluye esta seccién,
ya que no se utilizé para estos modelos, aprovechandose la que trae la trazadora
analégica que es mas estable para la imposicion de potenciales. Como dato de refe-
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Fig. 7. — Esquema de la instalacion.

rencia respecto a la utilidad de la citada caja amperimétrica, podemos sefialar que
la toma de datos de una de las unidades experimentales con que trabajamos duro
unas cuatro horas (una tarde) en el primer modelo con dos operadores, reduciendo-
se, para un solo operador, de unos diez a quince minutos con el circuito ya mon-
tado tal como se ha indicado, una vez adquirida un poco de practica (29).
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Uno de los problemas que plantea la medida directa de intensidades es la
intercalacion en el circuito de un elemento extrafo, que es la resistencia, logica-
mente pequefia, del amperimetro. Con Jbjeto de controlar esta posible fuente de
error, se midieron en los modelos cada una de las intensidades que salian del mo-
delo, asi como la intensidad total que entraba, para asi tener un valor del error de
cierre producido por esta circunstancia. En todos los casos se pudo comprobar gue
quedaba reducido a una o dos unidades del orden de! ultimo digito por lo que su
error relativo es despreciable (menor del uno por 100 en todos los casos).

En lo relativo a modelos de papel conductor no es necesario ningun instru-
mental especializado mas, siendo ésta una de las razones de la difusion que ha
alcanzado en los Ultimos afos esta técnica, asi como la facilidad y bajo costo de
la construcciéon de los modelos.

2.2.4. Disefio de modelos.

Como hemos comentado anteriormen‘e, la primera condicion para el estableci-
miento de la analogia en medios continuos es la semejanza geométrica entre los
sistemas prototipo y modelo. En el caso del papel conductor, la escala geométrica
existente entre ambos no interviene en las relaciones entre magnitudes analogas,
por lo que basta que exista dicha semejanza simpiemente. La escala geométrica se
fija por consideraciones de tamafo convaniente para el grado de precision que se
pretenda y por las dimensiones del rollo del que deben cortarse los modelos (10).

Otro tema importante a tener en cuenta es el relativo a la imposicion de las
condiciones de contorno. En este aspecto podemos distinguir los dos tipos de con-
diciones simples de Dirichlet y de Neumann. La condicién de tipo Dirichlet supone
fijar el potencial en la zona del contorno de que se trate. Si el potencial es cons-
tante, basta con convertir esa zona en conductora y conectarla a un terminal de la
trazadora que esté al potencial correspondiente. Esto puede hacerse mediante mu-
chos procedimientos. E! utilizado en nuestros modelos ha sido pintar el electrodo
correspondiente con pintura conductora de plata, comprobando que la pérdida de
potencial entre puntos extremos era despreciable. En el caso de los modelos in-
versos, en los que la longitud del electrodo resulte excesiva, ya que rodea casi
todo el modelo, pudimos comprobar que la caida era apreciable (la longitud era
del orden del metro), aunque el error relalivo seguia estando dentro del orden de
magnitud habitual en este tipo de simulacion, por lo que se considera apropiado el
procedimiento aun en estos casos. No obstante, y con objeto de mejorar el com-
portamiento del modelo, se probo con éxito otro procedimiento consistente en afa-
dir al electrodo un alambre fino de cobre, de los utilizados en los cables flexibles
ordinarios, para mejorar la conductividad del electrodo. Se fija mediante grapas y
se dibuja el electrodo con pintura de plata sobre el alambre de forma que éste
mantiene el potencial practicamente constanle, y la pintura se encarga de repartir
el flujo siguiendo la forma correspondiente del modelo y estableciendo el contacto
con la zona conductora del papel a través de la capa de celulosa, constituyendo asi
un electrodo practicamente equipotencial. De todas formas, es muy conveniente,
cuando se utiliza pintura de plata, comprobar la resistencia entre los extremos de
los electrodos, con objeto de evitar posibles fallos debido a que alguna zona haya
quedado con una capa demasiado delgada de pintura y haga caer demasiado el
potencial en ella. Salvo casos muy especiales de electrodos muy largos, la pintura
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por si sola es suficiente para asegurar el mantenimiento del potencial y el contacto
con la zona conductora del papel.

En caso de que el potencial varie a lo largo del contorno, es necesario discre:
tizar éste estableciendo una serie de clectrodos de longitud apropiada que se cc-
nectan al valor del potencial correspondiznte al punto medio de cada uno. Los elec-
trodos deben estar separados entre si una cierta distancia, habiéndose comproba-
do por diferentes investigadores que la relacion optima de electrodo-separacion €s
de tres a uno. Logicamente, la longitud d3! paso a utilizar deberia ser lo menor
posible, viniendo dada en la practica, por una parte, por ¢l nimero de puntos de
poilencial de gque se disponga, y por otra, por la perturbacion que la discretizacioén
del contorno introduce en los resultados. De todas formas, dicha perturbacion dis-
minuye rapidamente a poca distancia de los propios electrodos, por lo que, salve
en los puntos proximos a los mismos, el campo no es practicamente afectado y
la perturbacion es facilmente localizable, ya que suele traducirse en variaciones
bruscas de direccion de las lineas equipotenciales en las inmediaciones de los
mismos. Laégicamente, esta longitud depende también de la variacion de potencial
que deba representarse, reduciéndose en aquellas zonas en que el potencial varie
rapidamente y viceversa (7).

En cuanto a las condiciones de tipo N2umann (es decir, fijar la derivada segun
la normal al contorno), desde el punto de vista del modelo, suponen fijar la inten-
sidad de corriente que entra o sale por cada punito del contorno. La condicion mas
frecuente, y la mas comoda de aplicar, es la que utilizamos en los modelos que

. . . Ay
corresponde al valor de la misma igual a cero, es decir, Y =0; responde al
a

caso de que una zona del contorno sea jinea de corriente. Enseste caso basta con

hacer el borde aislante, para lo cual no hay mas que cortar el papel. En los demas

casos, se conecta el electrodo correspondiente a la fuente de potencial a traves

de una resistencia variable y se modifica la misma hasta que la intensidad que la

atraviesa es la requerida, pudiéndose medir ésla directamente mediante un ampe-

rimetro. Existen otros procedimientos, como el de las grandes resistencias, para

calcular previamente el valor de una resistencia fija que realice esta funcién. El pro-

blema que se presenta es que el potencial que existe en el punto del modelo del

que se extrae o inyecla una intensidad no es conocido a priori y variara ademés

con las condiciones de contorno que se impongan, por lo que sera siempre nece-

sario un reajuste hasta lograr imponer las condiciones deseadas. En el procedimien-

to de las grandes resistencias lo que se hace es utilizar una resistencia muy grande

comparada con la que pueda tener el modeio, de forma que la mayor parte de la caida

de tension se produzca en la misma, con lo cual la intensidad que la atraviesa no

dependera mucho del potencial que exista en el otro extremo de la misma, en el

modelo, pudiéndose fijar su valor previamente en funcion de la diferencia de po-

» tencial de que se disponga entre la fuente y el modelo, y de la intensidad gue se
quiere que pase (2). De todas formas habra que determinar, en cada caso, el po-
sible error que puede aparecer debido a las variaciones de potencial en el modelo
y actuar en funcion de las mismas, por lo que nos inclinamos mas bien por el pro-
cedimiento de las resistencias variables. En funcion de éste se disefio la “caja
amperimétrica” citada en el apartado anterior, que posterinrmente ha sido mejo-
rada afiadiéndole un circuito transistorizado que permite estabilizar la intensidad que
pasa por cada rama, independientemente de las variaciones que puedan introdu-
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cirse en las restantes. Se simplifica notablemente la toma de datos al evitar los
reajustes por aproximaciones sucesivas subsiguientes a los cambios de una cual-

quiera de las condiciones de contorno.

Para el caso de condiciones de tipo mixto o de Fourier lo que se establece
es una relacion entre el potencial y la derivada segun la normal, que suelen intro-
ducirse discretizando el contorno y mediante resistencias exlernas (7).

Cuando sean necesarios datos de flujo del campo fisico que se esta repre-
sentando, caudales en el caso hidraulico, sera preciso medir la intensidad que atra-
viesa la linea homologa en el modelo y la resistividad del papel conductor con el
que se ha realizado el modelo para poder calcular los caudales mediante las for-
mulas estudiadas en el apartado 2.1.3. Por lo tanto, es preciso construir un testigo
de papel conductor de la misma zona donde se ha cortado el modelo para deter-
minar su resistividad. Dicho testigo puede hacerse cuadrado (en cuyo caso la re-
sistividad por cuadrado es directamente la resistencia que presenta entre dos lados
opuestos conductores), o bien rectangular viniendo en este caso dada la resistivi-
dad por la expresion ¢ = aR; siendo a la relacion entre el ancho del rectangulo y
su longitud, medida esta ultima entre lcs lados que hacen de elecirodos, y R la re-
sistencia medida. Es convenienie en todos los casos tomar dos testigos al menos:
uno, en direccién longitudinal del rollo, y otro, en direccion transversal, con objeto
de controlar la anisotropia del papel y efectuar, en su caso, la apropiada correc-
cion de escalas.

2.2.5. Analogia inversa. Variable compleja.

En el estudio de problemas bidimensionales, la familia de superficies equipo-
tenciales queda reducida a una familia de curvas, por lo que la red de corriente
queda completada por dos familias de curvas. cquipotenciales y lineas de corrien-
te, mutuamente ortogonales.

En teoria de variable compleja (11), de las condiciones de Cauchy-Riemann
para las partes real e imaginaria de una funcién analitica de variable compleja, se
deduce que las funciones reales de dos variables reales que constituyen dichas par-
tes deben ser armodnicas, y ademas las lineas de nivel de ambas funciones son or-
togonales entre si. A estas funciones se las denomina funciones armonicas conju-
gadas. Dado que deben ser armonicas, verifican la ecuacion de Laplace, Az = 0,
por lo que existe una estrecha relacion 2ntre la resolucion de problemas de funcio-
nes armoénicas planas y la teoria de variable compleja, aplicada al estudio de las
funciones analiticas. De hecho, la resolucidon analitica de funciones armonicas con
condiciones de contorno bidimensionales, se centra casi exclusivamente en la apli-
cacion de los recursos de la variable compleja.

En los problemas bidimensionales estudiados mediante simulacion con las con-
diciones ya vistas, el campo fisico correspondiente queda definido conociendo su
potencial, que debera ser un campo escalar armonico con unas condiciones de
contorno determinadas. Por tanto, siempre sera posible determinar, aunque no se
conozca su expresion analitica, su funciéon conjugada, que también sera armonica,
y cuyos valores corresponden a la familia de curvas ortogonales a las curvas equi-
potenciales, es decir, representan las lineas de campo del campo potencial origi-
nal (lineas de campo del campo de gradientes del mismo). Esta funcion, habitual-
mente denominada funcion de corriente en problemas hidraulicos o electrodinami-
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cos, puede ser analdgicamente estudiada mediante el mismo procedimiento que el
potencial. A esta analogia se la denomina inversa. Las lineas equipotenciales del

modelo analégico inverso corresponden a las lineas de corriente del modelo origi-
nal o directo (4).

Como la funcion de corriente es armdnica, gqueda univocamente determinada
mediante sus valores o los de sus derivadas en el contorno, por lo que para el di-

sefio de los modelos inversos bastara de‘erminar los valores de la funcién de co-
rriente en el mismo.

Partiendo de las condiciones de Cauchy-Riemann para funciones analiticas de

variable compleja, llamando = a la funcion potencial y ¥ a la funcion de corriente:

g A

(E. 700
dn s

Ao RV

H o e — (E. 71)
s an

siendo (n,s) dos variables correspondientes a dos direcciones ortogonales cuales-
quiera en el punto que eslemos considerando. Si tomamos s como ‘a direccion tan-
gencial al contorno y n la normal al mismo:

'S S o
b(s) = , ——— s = / — (IS (E. 72)
. (

o ds , dn

Dado que la funcion de corriente y e' potencial estan determinados a menos
de una constante, se puede elegir el origen para s arbitrariamente y asignar a ese
punto del contorno el valor de v que se quiera; por ejemplo, 0. Calculando, por con-
siguiente, dicha integral a lo largo de todo el contorno, como los valores de d ¢/d n
son conocidos del modelo directo, podemos determinar los valores de ¥ en iodo
el contorno, quedando, por tanto, definido el modelo inverso.

En el modelo eléctrico la intensidad que atraviesa un electrodo o elemento de
contorno s 2s:

() (i)
dl =jds=inds = (—ggradg)nds = -—g——ds (E. 73)
dn

La intensidad de corriente que sale por una zona del contorno es proporcio-
nal a la diferencia de valores de la funcion de corriente, segun se desprende de
la ecuacion (E. 72). Por consiguiente, su valor en el punto N sera:

1 N
Yisg = — M1,
0

[}

(E. 74)

i

siendo /, las intensidades que atraviesan los electrodos situados entre el punto
tomado como origen y el electrodo N.

En los tramos del contorno correspondientes a lineas de corriente del modelo
directo, d x/dn =0, por lo que el valor de ¥ es constante en ellos, corresponden
a una equipotencial del modelo inverso. £nalogamente, en las zonas del contorno
que son equipotenciales en el modelo directo d@/ds = 0, por lo que en el modelo

v
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inverso dy/dn = 0, y constituyen lineas de corriente del mismo. Dado que en la
imposicion de condiciones de contorno, segin hemos visto, se reducian siempre a
ser equipotenciales o lineas de corriente (no olvidemos que en caso de ser de po-
tencial variable se ha discretizado en una serie de electrodos separados por tramcs
cortados), resulta inmediato el disefio de modelos inversos.

En la analogia no es necesario conocer la funcion de corriente, sino cualquier
funcién proporcional; no es preciso tener en cuenta, pues, el coeficiente 1/5 que
aparece en la formula anterior, ya que al establecer la analogia en el modelo in-
verso entre las magnitudes eléctricas (en este caso, la intensidad del modelo direc-

to representada en el modelo inverso por el potencial) e hidraulicas, resuita (ver la
ecuacion {E. 60)):

siendo g, el caudal que atraviesa la seccion i del prototipo que estamos conside-
rando, Q un caudal conocido que puede ser el caudal total circulante deducido de
los datos del modelo directo, e /,, I las in‘ensidades homologas de los anteriores
caudales en la analogia.

Para disefar el modelo inverso basta, pues, recorrer el contorno asignando un
valor de ¥ que sea la suma algebraica (s2 establece como sentido positivo, por
gjemplo, la intensidad que entra en el madelo) de las intensidades que atraviesan
los electrodos que se van encontrando, conocidas del modelo directo. Como com-
probacion al volver al punto de partida (el contorno debe ser cerrado), el valor de
¥ debera ser el tomado como origen, en nuestro caso el 0.

Como en la trazadora se utilizan polenciales relativos (entre 0 y 100 por 100)
al establecer la analogia entre el potencial eléctrico V y la funcion proporcional a
la de corriente asi calculada (g ), bastara asignar el valor O por 100 al minimo va-
lor de g = ¥/, y el maximo de 100 por 100 al maximo de la funcion anterior,
por lo que el valor del potencial eléctrico a asignar a cada uno de los electrodos
del contorno del modelo inverso vendra dado por:

V(%) = —————— 100 (E. 75
max ,min
siendo / = ¥/, la correspondiente al electrodo considerado.

Si el recinto no es simplemente conexo, el contorno estard constituido por
dos o mas curvas cerradas, planteandose el problema de dar valores a los elec-
trodos de las lineas interiores. Para ello, es necesario unir dichos contornos inte-
riores al exterior mediante lineas de corriente o equipotenciales que habran de

determinarse con los datos del modelo directo. procediéndose a continuacion como
se ha sefalado.

2.3. Anaiogia reoeléctrica en conductor liquido. Cuba electrolitica.

2.3.1. Generalidades.

El fundamento tedrico de la cuba electrolitica es idéntico al del en papel con-
ductor (2), aunque en la cuba se aplica a tres dimensiones. La utilizacién de un
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electrolito como medio conductor fue ya propuesta por Adams en 1875 (23). El
conductor liquido tiene dos ventajas principales con respecto a las analogias tridi-
mensionales en conductor sélido (4). Permite, por un lado, sondear el potencial
sobre puntos interiores con mayor sacilidad, aunque esto, como €S logico, produ-
cira perturbaciones, en tanto que con conductor solido solo es posible determinar
el potencial en puntos previamente elegidos y en numero no muy elevado, ya que
su medida requiere la colocacion de una sonda permanentemente colocada en el
punto en cuestion, aumentando considerablemente las perturbaciones del campo ori-
ginal con su numero; por otra parte, presenta gran facilidad para conseguir diso-
luciones de resistividad ampliamenie variable sin mas que cambiar la concentra-
cion del electrolito. No obstante, la primera de las ventajas esta supeditada al hecho
de que el modelo disponga de una sup2rficie plana de lineas de corriente (im-
permeable en el caso de la hidraulica subterranea) que se haga coincidir con la
superficie libre del electrolito en el modelo. En caso contrario, el modelo debera
ser totalmente cerrado, con la consiguiente limitacion en la introduccion de sondas
de prueba.

Entre los componentes habituales de los modelos en conductor liquido, pode-
mos distinguir:

a) Cuba propiamente dicha. — Cansiste en un recipiente frecuentemente para-
lepipédico, de paredes y fondo aislanies y estancos, cuya mision casi exclusiva
es recibir en su interior 10s modelos y contener el electrolito. A veces, lleva un re-
cubrimiento de cobre aislado con una capa de brea u otra materia aislante, para
evitar Ja influencia de campos eléctricos extrafos sobre el modelo, constituyendo
dicho revestimiento una especie de jaula de Faraday (13).

by Modelo.—Es la reproduccion a escala del soporte geométrico del campo
estudiado. En este tipo de analogia el modelo es el electrolito. El contorno, con las
condiciones correspondientes, se realiza con materiales aislantes o conductores,
segun sean dichas condiciones de contorno. Para los aislantes suele utilizarse ma-
dera barnizada, cera y recientemente toman cada vez mas importancia las diversas
clases de plasticos. Los electrodos se realizan en cobre, laton, platino, etc,, depen-
diendo de su extension y relaciones con el electrolito, entre otros factores (14).

c) Fuente de alimentacion. — Suele consistir en un oscilador de corriente al-
terna, con objeto de evitar problemas de electrolisis. Su frecuencia influye tam-
bién en los procesos de polarizacion de los electrodos, por lo que suelen utilizarse
frecuencias del orden de los 1.000 Hz. y ondas de tipo sinusoidal, aunque tam-
bién se usan ondas cuadradas (15).

d) Elementos de medida y representacion. — Los primeros consisten esencial-
mente en una sonda de prueba que puede tener desde uno hasta cuatro electro-
dos en las mas complicadas (16). Existen multitud de variantes, segun el tipo de
medidas que se deseen realizar, y procurando eliminar en lo posible los errores que
la introduccion de la sonda produce en la medida de las magnitudes que se nece-
sitan (17). Dado que la deteccion punto a punto en problemas tridimensionales se-
ria demasiado engorrosa y larga, con el consiguiente riesgo de que varien las con-
diciones de medida, se han desarrollado numerosos mecanismos automatizados
para el trazado y dibujo de las lineas equipotenciales (18), (19) y (20).
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2.3.2. Electrolitos.

La propiedad del electrolito utilizada directamente en la analogia es su con-
ductividad, por lo que desde este punto de vista nos interesa que se ajuste tedrica-

mente a un liquido conductor puro. En consecuencia, se le debe exigir que posean
las siguientes propiedades:

1. Ser puramente resistivo, es decir, no presentar reactancia frente al paso
de corrientes variables.

2. La resistividad debe ser uniforme en toao el liquido.

3. Resistividad independiente de la intensidad, es decir, relacion lineal entre
voltaje e intensidad (conductor lineal u ohmico).

4. Valor de resistividad adecuado respecto de los electrodos e instrumentos
de medida.

5. No reaccionar con los electrodos.
6. Tension superficial pequena.

7. La superficie del electidlito debe estar libre de peliculas, suciedades y ma-
lerias exiranas.

8. Velocidad de evaporacion en el aire pequena.

Al utilizar corriente alterna para evitar problemas de electroiisis, se producen
fenomenos de polarizacion en las proximidades de los electrodos. A frecuencias de
varios centenares de ciclos por segundo, aparece una componente reactiva no li-
neal, ademas de la resistencia propia del conductor. Al aumentar la frecuencia el
conductor se hace lineal, pero sigue apareciendo la componente reactiva. Estos

fenémenos de polarizacion dependen de multiples factores que han sido exami-
nados detalladamente por Einstein (21).

Un factor esencial en el comportamiento del modelo es la pareja electrodo
electrolito, dependiendo la calidad de aquel de la influencia mutua de éslcs. Para
comparar las diversas parejas se define un factor de mérito (1), que sirve como
medida de la distorsion que introduce el efecto de polarizacion, y se define como
la relacion entre la resistividad de! electrélito y la impedancia de superficie a tra-
vés de la unidad de area de un electrodo. Para que los errores debidos a la polari-
zacion sean despreciables respecto a los mecanicos (supuestos éstos de 0,1 a 0,4
por 100), el factor de mérito debera ser de 100 a 400.

Para una misma pareja de electrodo-electrolito, el factor de mérito varia con
la temperatura y la concentracion del electrolito, asi como con la frecuencia de la
corriente utilizada. La influencia del aumento de frecuencia se hace muy pequefia
por encima de los 2.000 Hz., por lo que no merece la pena ir a frecuencias demasia-
do altas, aunque en algunos casos puede ser necesario.

En nuestros modelos, el electrdlito usado es agua natural envejecida (para evitar
los desprendimientos de gases, cloro sobre todo, y con objeto de que ya esté es-
tabilizada respecto a intercambios ionicos), con electrodos de cobre y laton. Previa-
mente a la confecciéon de los modelos primitivos se hicieron pruebas referentes a
su linealidad y efectos de polarizacion, resultando en ambos casos satisfactorios,

comprobandose los resultados dados por diferentes investigadores para este par
electrodo-electrélito.
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2.3.3. Electrodos.

Su composicion depende esencialmente de su extension superficial, ya que
ésta puede variar tanto como desde ser la seccion de un simple alambre hasta lle-
gar a ocupar una amplia superficie. La eleccion del material depende de sus di-
mensiones tanto como de los preblemas de polarizaciéon que pueda presentar jun-
to con el electrolito que se quiera usar.

En general, debera presentar las siguientes propiedades:

1. Baja resistividad (despreciable frente a la resistividad del electrolito).

No reaccionar quimicamente con el electrélito.

2

3. No disolverse en el electrdlito.

4 Presentar una superficie suave bien definida.
5

Ser facil de cortar y limpiar.

Los electrodos utilizados en nuestros modelos fueron de dos tipos. Los super
ficiales se hicieron con lamina de cobre previamente pulimentada, en tanto que los
drenes cilindricos fueron realizados con varillas de laton, asimismo, pulimentadas.

23.4. Instrumental.

Respecto al instrumental, la variedad de elementos existente, tanto en fuentes
de potencial como en instrumentos de medida vy representacion es muy amplia,
pudiendo decirse que cada equipo investigador ha desarrolladv y puesto a punto
su propio instrumental con ideas mas 0 menos originales, segun sus criterios y ne-
cesidades, y cuya descripcion en algunos casos puede encontrarse en articulos es-
pecializados en estas técnicas de simulacion (1), (22), (23) y (24).

En nuestra experimentacion hemos utilizado un equipo de la casa F. C. Robin-
son and Partners Lta., consistente en un oscilador de 1.000 Hz. de onda sinusoidal
y en un puente de medida para corriente alterna con condensadores de ajuste para
equilibrar ambas ramas del puente, compensando las capacitancias que se crean
en el modelo formadas por el conjunto de electrodos con el dieléctrico constituido
por el electrolito incluido entre ellos. Este equipo no es de alta calidad, pero su
precisién es comparable a la que puede conseguirse en modelos de papel con-
ductor. Con un buen instrumental para la confeccion de los modelos y para ja

cuba electrolitica, pueden reducirse considerablemente 10s porcentajes de error en
los modelos realizados con estas técnicas.

Por ultimo, para las medidas eléctricas se utilizd, al igual que en los modelos

bidimensionales, un multimetro digital y la caja amperimétrica ya comentada en el
apartado 2.2.3.

».35. Cuba poco profunda. Problemas bidimensionales.

La cuba electrolitica puede ser usada para la resolucion de problemas bidi-
mensionales con un espesor de electrolito relativamente pequeno comparado con
las otras dos dimensiones. Para este tipo de problemas se utilizan cubas de poca
altura que deben estar perfectamente niveladas, ya que el espesor del electrolito
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debe ser uniforme y queda limitado por la superficie libre del mismo, horizontal, y
el fondo de la cuba que también debera serlo. Dado que la resistividad bidimensio-
nal en cada punto es inversamente proporcional a la profundidad, mediante este
tipo de cuba pueden estudiarse problemas bidimensionales con resistividad lenta-
mente variable sin mas que moldear el fondo de forma que en cada punto el es-
pesor de electrolito sea proporcional a la conductividad que debe tener el modelo
en el mismo. Para variaciones bruscas es preciso afadir ciertos dispositivos que
disminuyan las perturbaciones que se crean respecto de las hipotesis de problema
bidimensional (lo que implica que el potencial debe ser constante en una vertical),
o hien estableciendo separaciones con electiodlitos de diferentes conductividades co-
nectados eléctricamente a través de las mismas (25) y (26).

236 Cuba inclinada. Problemas con simetria de revolucién.

En problemas con simetria de revolucién el potencial es independiente de la
coordenada angular de un sistema cilindrico de referencia que tuviese como eje el
de simetria, por lo que en cualquier plano meridiano la distribucion de potencial
es la misma, siendo dichos planos de lineas de corriente. Una forma de simular
tales campos puede ser representado, en lugar del dominio tridimensional comple-
to, el espacio comprendido entre dos planos que pasen por el eje de simetria, se-
parados entre si un angulo 1) cualquiera. Esle dominio puede simularse por el es-
pacio comprendido entre un plano inclinado y la superficie libre del electrélito,

siendo la interseccion de ambos planos la materializacion del eje de simetria en @l
problema.

Este tipo de cuba puede lograrse con la introduccion, en una cuba profunda,
de una superficie plana con dos soportes gue permitan graduar la altura de uno
de sus bordes, y por consiguiente, el angulo que forme con un plano horizontal.
Sobre esta base se construye el modelo correspondiente con las condiciones de
contorno apropiadas. La distribucion de potencial se mide en la superficie libre, pro-
curando que la penetracién de la sonda de prueba sea la minima posible gque ase-
gure una baja impedancia de contacto, ya que las superficies equipotenciales no
son verticales, salvo en los puntos de la propia superficie libre (27) y (28).
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