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Este articulo es continuacién de otro publicado bajo el mismo titulo general en el
numero de septiembre pasado de esta revista. En éste Sse plantean las bases tedricas
que permiten establecer la analogia elécirica en medios continuos enire el campo de !a
conduccién eléctrica y el campo de la hidraulica subterranea. En una segunda parte,
que se publicaré proximamente, se describen las técnicas e instrumental utilizados er
el presente estudio, que forma parte de la tesis doctoral del primero de los autores.

2.1. Analogia reoeléctrica en medios continuos.

2.1.1. Consideraciones previas.

La descripcion de un nimero considerable de fenomenos fisicos mediante
ecuaciones matematicas en derivadas parciales conduce, con las oportunas simpli-
ficaciones en cada caso, a unas pocas ecuaciones, como son las de Laplace, Pois-
son, biarmonica, difusién, propagacion de ondas, etc. Esto es consecuencia de que
proceden, en la mayoria de los casos, de la aplicacién de los mismos principios a

los diferentes ambitos de la fisica, como son los principios de conservacion, de con-
tinuidad, etc.

La similitud de ecuaciones que gobiernan diferentes fendmenos fisicos sugie-
re el establecimiento de una relacion que permita resolver un problema dado en
funcion de los resultados conocidos en la resolucién de otro analogo. En esta idea
se basan todas las técnicas de simulacién fisica (1).

Dos sistemas fisicos se denominan analogos cuando puede establecerse entre
ellos una correspondencia biunivoca entre cada dos elementos, uno de cada uno
de los sistemas (puntos en el caso de los sistemas de medios continuos), asi como

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccion
de esta revista hasta el 30 de junio de 1977.
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entre las magnitudes, tanto las de excitasion como las de respuesta que intervie-
nen en ambas teorias fisicas, que estan ragidas por identicas ecuaciones y relacio-
nes entre sus variables (2).

Cuando uno de los sistemas analogos es el campo eléctrico en un material con-
ductor, la analogia se denomina eléctrica, y si se trata de sistemas continuos, se
suele utilizar la denominacion de técnicas de simuiacion reoelécirica, seglin pio-
puesta del profesor Malavard, uno de sus principaies impulsores en Francia. Este
tipo de analogia eléctrica es el que se h2 utilizado en la experimentacién aplicada
al estudio de la infiltracion (3).

El amplio desarrollo que las diversas técnicas de simulacion anaidgica eléctri-
ca han tenido en los ultimos afios, se basan, por una parte, en fa posibilidad de ob-
tener un amplio espectro de elementos resistivos, inductivos y capacitivos en el co-
mercio a precios asequibles y tales que pueden encontrarse caracteristicas ade-
cuadas con margenes muy grandes de variacion, facilitando de esta manera la
eleccion de los restantes parametros del modelo; y por otra parte, al desarrollo y
precision de la instrumentacion electronica, que permite medir con gran facilidad
y sensihilidad las diversas magnitudes el3ctricas necesarias en un modelo analo-
gico eléctrico frente a la imprecision y, a veces, imposibilidad de medida en otros
sistemas, asi como la comodidad y limpieza que representan este tipo de analogias
frente a otras de tipo mecanico, hidraulico, modelos reducidos, etc. Ademas, el

manejo y la toma de datos no requiere personal excesivamente especializado, bas-
tando un ligero aprendizaje para su manajo.

2.1.2. Ecuaciéon del campo electrodinamico en un medio conductor.

Las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético, expresadas en el
sistema gaussiano de unidades, son (4):

JD
rot H— (1/¢) = (4 t/c) (E. 34)
ot
’ JB
rotE + (1/¢c) =0 (E. 35)
ot
divD =4mp (E. 38)
divB =0 (E. 37)

donde:

intensidad de campo eléctrico.

it

intensidad de campo magnético.

induccion magnética.

O W x m

= desplazamiento eléctrico.

"j = densidad de corriente eléctrica.
p = densidad volumétrica de carga eléctrica.
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Estos ultimos campos estan relacionados entre si mediante las caracteristi-
cas propias del medio material en que se propagan, segun las siguientes leyes de-
ducidas experimentalmente y que se denominan ecuaciones materiales:

I

cE; ¢ = conductividad especifica.
D=¢E: £

]

permitividad eléctrica.

[se}
It

jtH; = permeabilidad magnética.

Estas tres ultimas magnitudes son campos tensoriales de segundo orden, ta-
les que por su naturaleza simétrica pueden considerarse como tres campos esca-
lares constantes en el caso de medios homogéneos e isOtropos.

Ecuacion de continuidad.

Aplicando el operador divergencia a la primera ecuacion de Maxwell se ob-
tiene:

1 JD
div (rot H) — —-—div ) = (4 2/¢) div | (E. 38)
c at

Dado que todo campo vectorial de rotacionales diferenciable es solenoidal:
div (rot H) = 0 (E. 39)

y si sustituimos este resultado en la ecuacion anterior:

9D
divj = — (1/4 1) div —-—) (E. 40)
ot

En la tercera ecuacion de Maxwell, teniendo en cuenta que las variables espa-
i ciales y el tiempo son independientes entre si, pueden permutarse los signos de
? derivacion respecto de ellas. Derivando dicha ecuacion respecto al tiempo resulta:

) 9D dp
—— (div D) = div (—-—) = 47— (E. 41)

at at Jat

Sustituyendo en (E. 40) se obtiene la expresion final de la ecuacién de conti-

nuidad:
dp
— +divi=0 (E. 42)
at
ﬁﬂi
‘ Considerando un medio conductor de conductividad “c”, supuesto homogéneo
e isotropo, y que se ha establecido en él un régimen estacionario o permanente, la
‘E; MARZO 1977 , 187
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segunda ecuacién de Maxwell, al ser nula la derivada respecto al tiempo, se re-
duce a:

rotE =0 (E. 43)
por lo que E, campo vectorial irrotacional, admite un potencial escalar V tal que:

E =—gradV (E. 44)

Introduciendo este valor de E en la ecuacién de continuidad por intermedio

de la ley de Ohm (primera de las ecuaciones materiales resefiadas mas arriba), se
obtiene, finalmente:

div (s grad V) = 0 (E. 45)

Suponiendo el medio isétropo, puede considerarse como un campo escalar, por 1o
que desarrollando esta expresion resulta:

div (¢ grad V) = grad o - grad V -+ ¢ div (grad V) = gradg-gradV + ¢ AV = 0 (E. 46)

que puede expresarse en la forma:
AV =—pgradg-grad vV (E. 47)

donde p simboliza en este caso la resistividad, inversa de la conductividad. Es
una ecuacién del tipo de Poisson, pero, por tratarse de un medido homogéneo, la

conductividad es un campo escalar constante (gradiente nulo) y resulta definiti-
vamente:

AV =0 Ecuacion de Laplace. (E. 48)

Si el medio conductor fuese homogéneo, pero anisétropo, la ecuacién ante-

rior quedaria reducida, en un sistema cartesiano ortonormal de referencia, a |3
ecuacién en derivadas parciales:

d v Bl av 0 v
— |, ——) +—1o, ——) +—— (a: ——) =0 (E. 49)
dx Jdx Jy dy z z

Esta ecuacion puede, a su vez, reducirse a la de Laplace (5) sin mas que efec-
tuar una transformacién afin, por lo que puede ser también estudiada mediante los

diversos sistemas de resolucién de la ecuacidén de Laplace, en particular los ba-
sados en la analogia eléctrica.
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2.1.8. Ecuaclén del movimiento de un fluido a través de un medio poroso (*).

Sea un fluido de densidad p que atraviesa un medio poroso cuya permeabi-
lidad relativa es K. El potencial hidraulico se denomina h.

La masa de fluido que atraviesa una determinada superficie S por unidad de
tiempo es el flujo del campo producto del de velocidades por el de densidades:

O=5./""\c~vd8=Sffp-v-hds (E. 501

Segun la ley de Darcy generalizada (6) y (7), y dentro de su campo de vali-
dez (8), (9) y (10), la velocidad de filtracion v viene dada por la expresion:

| v =—Kgradh (E. 51)

donde K es un campo tensorial de segundo orden. Si se supone el medio homo-
géneo e isotropo, dicho campo puede representarse por una constante.
Aplicando la ecuacion de continuidad (11) al fluido considerado, equivalente
a la conservacion de la masa, debe imponerse que, en cualquier volumen V ence-
rrado por una superficie cerrada S, la variacion de masa de fluido en el mismo por

unidad de tiempo sea igual al caudal masico que entra o sale del volumen V a
través de la superficie S, es decir:

Yt rptde
//p-v~d8=— //I*—dv (E. 52)
5ol vl J it

Si la superficie S que se considera es cerrada, lisa y orientable, y no existen
puntos singulares en su interior, fuentes o sumideros, al aplicar el teorema de la
divergencia al volumen V y a la superficie S que lo encierra se obtiene:

. e v o

[ [[fosnee— [[[2a fff

Ve Vel

de
div (pv) + ——
at

dV =0 (E 593

Esta ecuacion es valida cualquiera que sea el volumen considerado, por 1o que
la cantidad subintegral es idénticamente nula. Por consiguiente, la ecuacion de con-

(') NOTAS: 1. En el estudio de problemas de filtracion el potencial hidraulico “¢p” dado por

la expresion:
P
! p=2z+t—+ — (E. 59)
? Y 29
coincide practicamente con el concepto de carga hidraulica o cota piezométrica h:
: P
‘ h=z+——0
Y

ya que el término de velocidad es despreciable frente a los otros dos sumandos (12), como se

puede comprobar faciimente teniendo en cuenta el especiro de velocidades de filtracion del domi-
nio de validez de la ley de Darcy.

2. La velocidad de filtracion se define como el cociente entre el caudal que atraviesa una de-
i terminada superficie y el 4rea total de dicha superficie, siempre que la misma sea normal a la di-

reccion del flujo (12). Por tanto, no coincide con la velocidad real del fluido a través de los hue-
cos del material poroso.

3. En lo sucesivo utilizaremos los términos potencial hidraulico y cota piezométrica indistin-
tamente por la razén indicada, aunque conceptualmente son diferentes. En cuanto a la velocidad
siempre se utiliza la velocidad de filtracion, prescindiendo de la velocidad real del fluido.
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tinuidad queda reducida a:
div(pv) + —— =10 (E. 54

ecuacion similar a la obtenida en el cam

[=

Si se supone el fluido de densidad consiante en el espacio y permanente en
2! iiempo resulta:

div(v) =0 (E. 55)

Suponiendo el medio isotropo, la permeabilidad relativa puede considerar-
se como un campo escalar.

Introduciendo la ley de Darcy en esta expresién de la ecuacién de continui-
dad, se obtiene:
div (K grad h) = grad K- grad h + K div (grad h) = grad K-gradh + KA h =0 (E. 56!
que puede expresarse de la forma:

/

Ah = — ——(grad K - grad h) (E. 57)
K

Ecuacion de tipo Poisson similai a la obtenida para el potencial eléctrico. En el
caso de que el medio sea homogéneo ademas, K puede considerarse como un cam-
po escalar constante, por lo que su gradiente es nulo y queda definitivamente:

h =0 Ecuacion de Laplace
S _ P (E. 58)

En caso de que el medio poroso dado sea homogéneo, pero anisétropo, la
ecuacion quedaria, respecto de un sistema cartesiano ortonormal de referencia con
sus ejes en las direcciones principales del campo tensorial de permeabilidad, en la

forma:
0 Jh d dh J dh
K |+ —— K ——] + —— K‘_-——)=O
dx ax dy dy dz dz

que puede reducirse a {a de Laplace, segin se vio en el apartado anterior (7).

2.1.4. Establecimiento de la analogia.

Como hemos visto en los dos apartados anteriores, las magnitudes escalares
y vectoriales que intervienen en ambas teorias fisicas (filtracién en medios porosos
y conduccién eléctrica) estan ligadas por las mismas ecuaciones, pudiendo esta-
blecerse una correspondencia biunivoca entre ellas dos a dos, una de cada uno de
los sistemas. Para establecer la analogia se necesita ademas una corresponden-
cia biunivoca entre cada dos puntos, uno de cada sistema, lo que requiere que

exista una semejanza geométrica entre los medios soportes de ambos fendme-
nos (1). En resumen:

a) Semejanza geométrica entre los medios
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_’-’? b) Magnitudes analogas correspondientes (13):

Campo eléctrico: Campo hidraulico:

Potencial eléctrico: Vv Potencial hidraulico: A
: Densidad de corriente: j Velocidad de filtracisn: v
Intensidad de corriente: / Caudal de filtracién: g
Conductividad eléctrica: ¢ Permeabilidad relativa: K

c) Ecuaciones que ligan magnitudes analogas:

Ley de Ohm: j = — g grad V Ley de Darcy: v = — K grad h
Ecuacion de conduccion: Ecuacion del flujo:
] div (—ggradV) = 0 div (— K grad h) = 0
AV =0 Ah=0

j En los problemas que suelen simularse mediante analogia reoeléctrica en me-
dios continuos, el medio es homogéneo e isotropo, por lo que la ecuacién que rige
el fenomeno es la de Laplace. De acuerdo con este esquema, dos sistemas que
tengan la misma forma geométrica, con analogas condiciones de contorno, estan
sometidos a las mismas ecuaciones, por lo que los resultados del problema en
uno de los sistemas deberan estar relacionados con los correspondientes resultados
del otro sistema, en funcion de los valores numéricos que correspondan a las con-
diciones de contorno utilizadas an cada uno de los campos; esto permite establecer
una analogia entre las magnitudes correspondientes, mediante la cual se puede uti-
lizar uno de los sistemas fisicos involucrados en la misma para resolver problemas
planteados en el otro sistema en el que directamente seria muy complicada su re-

solucion. En esencia, éste es el fundamento de todas las técnicas de simulacion
analogica.

2.1.5. Relaciones entre magnitudes analonas. ‘ !

En definitiva, un problema de filtracién en medio poroso homogéneo e isétro-
Po en regimen permanente se reduce a la obtencion de una solucién de la ecua-
cion de Laplace, es decir, de un campo escalar armoénico, el potencial hidraulico,
! que verifique unas determinadas condiciones de contorno. La solucién matematica
! del problema es numérica (valor de la funcién arménica en cada punto), y sus va-
lores dimensionales se determinaran de acuerdo con los valores numeéricos y uni-
dades utilizados en la imposicion de las condiciones de contorno, independiente-
mente de que el campo que se pretenda estudiar sea eléctrico o hidraulico.

La relacion entre las magnitudes analogas se obtiene haciendo que las condi-
ciones de contorno sean numéricamente iguales en ambos sistemas, o bien, dado
que las ecuaciones que rigen el fenémens son lineales, bastaria que fueran propor-

cionales, lo que en realidad equivaldria a realizar un cambio de unidades en uno
de ios sistemas. ‘

Un método para obtener las relacionss que ligan las magnitudes analogas con-
k% siste en establecer a priori una serie de coeficientes que relacionen cada pareja
‘ de magnitudes analogas y determinar, con la ayuda de las ecuaciones que deben

cumplir dichas magnitudes, las ecuaciones de compatibilidad que deberan verifi-
car los coeficientes (2).
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Mas claro y de mejor significado fisico, es el procedimiento de expresar
las ecuaciones adimensionalmente en ambos problemas, quedando, por consiguien-
te, las ecuaciones independientes de las unidades utilizadas. El resultado nume-
rico serd, por tanto, igual para ambos problemas, en funcién de dichas variables
adimensionales. Bastara igualar las expresiones adimencionales anélogas para ob-
tener ia reiacion existente enire ias variabies de ambos sisiemas (7).

En nuestro caso, la variable dominante es el potencial hidraulico. Una relacién
que lo ligue con el potencial eléctrico, su magnitud analoga, en funcién de una
variable adimensional, es:

S (E. 60)

siendo:
I

= potencial hidraulico en un punto genérico.

H = diferencia de cota piezométrica entre dos puntos dados cualesquiera de las
condiciones de contorno (datos conocidos; suele tomarse la carga hidraulica
que origina el flujo).

V = polencial eléctrico en el punto andlogo del anterior en el modelo analdgico.

!

V,, = diferencia de potencial eléctrico entre los puntos del contorno homdlogos
de los anteriores, que se aplica en el modelo, correspondiente a la H.

En esta relacion no intervienen ninguna otra magnitud, por lo que la represen-
tacion del campo escalar h (lineas equipotenciales) es exactamente la misma de
V, debido a la proporcionalidad existente entre ambas magnitudes. Esto permite
obtener directamente las lineas equipiezométricas del problema hidraulico sin mas
complicacion, con lo que de hecho el problema queda resuelto desde el punto de
vista itedrico.

Normalmente interesa también conocer los caudales de infiltraciéon que atra-
viesan determinadas superficies. Para ello, podria utilizarse la ley de Darcy apli-
cada a los tubos de flujo de la red de corriente. Ahora bien, para obtener una pre-
cision aceptable con este procedimiento seria necesario trazar una red de corrien-
te demasiado tupida, sobre todo si existen gradientes de potencial grandes en la
zona donde se realiza la medicion. Para resolver este problema utilizando la ana-
logia reoeléctrica basta obtener una nueva variable adimensional que relacione el
caudal de filtracion con otras magnitudes hidraulicas del problema.

En el campo hidraulico:

g=v-s=(—Kgradh) s (E. 61)

Dimensionalmente, sin discriminaciéon de las magnitudes espaciales, resulta:

(@ = (K) (ML N (S) = (K (L) (M) (E. 62)
En el campo eléctrico la magnitud analoga es la intensidad de corriente eléc-
trica:
1 — -
I=i-s=(——gradv) s (E. 63)
p
y dimensionalmente:
(N =(p- HWV) (L) (E. 64)
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Para obtener un parametro adimensioaal del que forme parte el caudal,
dividir dicho caudal por el producto de una permeabilidad, un potencial hidraulico
y una longitud. El parametro adimensional eléctrico correspondiente es la intensi-
dad que atraviesa la superficie analoga de la anterior dividida por el producto de la
conductividad eléctrica del medio conductor, del potencial eléctrico analdgics yti

L
lizado en el parametro adimensional hidraulico y de la longitud del modelo anal
de la utilizada en el campo hidraulico. Es decir:

bastara

oga

q pl
= — (E. 65
KHL v,!
siendo:
g = caudal que atraviesa una determinada superficie “S" en el prototipo.
I = intensidad que atraviesa la superficie “s" del modelo analdgica de la anterior.
L = longitud de referencia en el prototipo entre dos puntos cualesquiera,
I = longitud medida en el modelo entre los puntos analogos de los dos sefiala-
dos anteriormente.
K = permeabilidad hidraulica del prototipo.
p = resistividad del medio conductor del modelo, inversa de la conductividad.
De la igualdad anterior puede obtenerse:
pKH L
q = ——)/=C-/ (E. 66)
v, /

Es decir, basta medir en el modelo la intensidad que atraviesa la superficie de
que se trate y multiplicarla por el coeficiente C definido por:
pKH .
C= L
VO

(E. 67

donce L es la escala geomeétrica lineal del prototipo al modelo (14).

En el caso de modelos bidimensionales, como veremos mas adelante (25), to-

das las magnitudes se refieren a la unidad de espesor y no interviene la escala geo-
métrica, ya que, en este caso:

(@ = (K) (h) (L—=1) (L) = (K) (h) (E. 68)
reduciéndose la igualdad de los parametros adimensionales correspondientes a:
q el
—_—— (E. 69)
KH v

donde p es la resistividad por cuadrado dsl medio conductor utilizado en la analo-
gia. Por consiguiente, en el caso de problemas bidimensionales no interviene la es-
cala geométrica, lo que deja un grado de libertad mas a la hora de determinar los
parametros que fijan la analogia, bastando con, la semejanza geométrica.,

(Continuara.)
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