TECNICAS DE OBTENCION DE COMPONENTES
PRINCIPALES Y SU APLICACION A LOS
PARAMETROS DE CALIDAD DE AGUAS

Es frecuente, en el campo de los re

cierto fendmeno que depende de un
de ello es dificil ver con claridad si
tativos del fenémeno o, por el contrari
de éste eligiendo de entre los pardmetr
de los mismos, de forma que se alcan
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cursos hidrdulicos, el tener que evaluar un
gran numero de pardmetros; como consecuencia
todos los parémetros son igualmente represen-
0, se puede obtener una representacion formal

0s de origen algunos de ellos, o combinaciones
cen niveles de confianza satisfactorios.

El primer problema es, por tanto, y partiendo de técnicas matematicas de caréc-

ter general, obtener un sistema de

finformacion suficientemente consistente para su

aplicacion a los problemas que se presentan en Hidrologia cuando se trata de selec-
cionar los parametros mas representativos del fenémeno, asi como el obtener la in-
formacién mas precisa acerca de la importancia relativa de los mismos.

Es de destacar en el analisis de

la estructura de los datos, que parametros que

tradicionalmente se han considerado como independientes en sentido estadistico, no lo
son, sino que por el contrario, se observan fuertes dependencias de unos con los
otros. Por ello, un parametro no puede aislarse repentinamente del resto sin analizario

convenientemente, pues la inform
desvirtuar el fenémeno real.

acién que aporta puede pesar lo suficiente como para

La técnica de obtencién de componentes principales puede utilizarse con buenos

resultados en la hipétesis de dependencia lineal

entre los distintos parémetros repre-

sentativos del fenémeno, para deducir unas transformaciones que conviertan los par3-
metros de origen en otros cuyas jerarquias sean evaluables, lo que permitira reducir
el numero de pardametros de que inicialmente se dispone, obteniéndose [a consiguiente

economia en la modelacion del fendmeno.

a) Fundamento del método.

En orden a lo indicado en los parrafos iniciales, pa-
samos a describir el fundamento del meétodo. En esen-
cia, éste consiste en, sobre la hipétesis de dependencia
lineales entre los distintos parametros representativos del
fenémeno, deducir unas transformaciones que conviertan
los parédmetros de origen en otros cuyas jerarquias sean
evaluables, lo que permitira reducir el nimero de para-
metros de que inicialmente se dispone, obteniéndose la
consiguiente economia en la modelacion del fenémeno.

Si a causa de la no linealidad de los datos originales
0 resulta practicable el efectuar transformaciones del
ipo mencionado, siempre podré soslayarse el problema
sfectuando una transformacion previa de tipo logaritmico,
Jara evitar los inconvenientes que en el método apareclan
*0mo consecuencia de la susodicha falta de linealidad
'n los datos de partida. '

El método, consistente en efectuar unas transforma-
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ciones lineales sobre los parametros primitivos que con-
viertan éstos en otro conjunto de nuevos parametros, se
conoce como analisis de los componentes principales re-
presentativos del fenémeno.

Ahora bien, de las practicamente infinitas transforma-
ciones lineales que nos es dado escribir, elegiremos aque-
llas que se ajustan a los dos criterios siguientes:

El primer componente principal se elige de forma que
tenga maxima varianza, eligiéndose el segundo de forma
que siendo incorrelado con el primero, tenga la mayor
varianza posible; este proceso se repite en la extraccion
de los siguientes componentes principales.

En términos matematicos, se trata de efectuar la trans-
formacién a ejes principales de una forma cuadratica re-
lativa al espacio multidimensional que constituye la masa
muestral de los parametros observados. Es decir, a par-
tir de un sistema complicado de relaciones obtener una
forma canénica formada por un conjunto ortogonal de
ejes. De esta forma los componentes principales pueden
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obtenerse como las lineas de las sucesivas tendencias
que adoptan los individuos de la poblacion, en el espa-
cio muestral.

Es obvio que la forma més sencilla de representar los
ind.viduos de la muestra es referirlos a una base orto-
normal del espacio muestral multidimensional.

El procedimiento seguido en la obtencién de los com-
ponentes principales es un método puramente matema-
tico que proporciona unas relaciones entre los datos de
partida; corresponde al andlisis estadistico evaluar qué
dimension es mas significativa, real o importante, asi
como evaluar aquéllas que pueden despreciarse. No obs-
tante, la ventaja que proporciona el que se utilicen com-
ponentes incorrelados, es el poder analizar éstos con
mas comodidad que los pardmetros originales.

b) Rectas de regresion minimo cuadrética.

Consideremos que el conjunto de parametros esta
constituido por p variables aleatorias X, de las que dis-
ponemos muestras iguales de extension n, es decir:

X, (X X X

P g e X)) ¢ i«{1,2,...,p)

Consideremos asimismo que dichas variables estan ti-
pificadas, es decir:

1 1
"‘=——};X,',-=0 Var(xl)=-—};xill=1
n J n J

para ¥ i« (1,2,...,p)

Vamos a obtener la recta de regresion muitiple minimo

cuadratica relativa al espacio muestral p-dimensional asl
definido.

Sea a, Cuyo versor es 7(/1, Iz,-—,lp) la recta que se
ajusta al sistema discreto de puntos que constituyen la
muestra. Si M es un punto de la misma, la ecuacion de
la recta sera:

X, —m Xy —m, X, —m
= =, = —— (1)
I lq !

Xe
Xi

con la condicion de que:

S2=1 (2
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Consideremos la expresion que da la varianza residual:
=N P D2.
@ <i P/ b J
J
podemos obtener la recta a condicion de que & sea

minima, es decir, efectuando un ajuste por minimos cua-
drados:

%) =:}:(MP21.——MD'-J) = ; ;(x!j—m‘.)ﬁ—
~ 38— m )
joi
Obtengamos las:
%]
=0V ic(1,2,..,p)
dm,
%]
= E(Xij'"m/)+2E’f}l(xi,‘_m:)=
sSm. i ] i

=—2(nmi—n1izlimi)=0
i

De las anteriores resulta:

m;

_— = Elimi

/. i

i

Mie(1,2,..,p0) (3)
las expresiones (3) implican que:

— e —— || = — (4)

Sumando un miembro cualquiera de esta expresion en
todos los miembros de las (1) se tiene la recta:

2 Xy

L= (5)

i 2 ’1;

X, X

l

esto equivale a que m; =0, o lo que es lo mismo, que
la recta a pasa por el origen de coordenadas.

Teniendo en cuenta la condicion (2) ¥ afiadiendo un
multiplicador de Lagrange, la varianza residual queda
de la forma:

%] =%%XQU_E[E’,'x,‘j]"“""@”;* )

i i

continuando el proceso de minimizacién de @, calcule-
mos las derivadas que restan, es decir:

%)

=0 Mie(1,2,...p)
81,

1

___=__32xl.j21ix”+2cli=0 6
81, ] !
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Si el coeficiente de correlacion entre dos variables
v; ¥ v; se define como:

1
—3 (vilc_vi)(vjk_vj)
n k
i =
1 1 12
—E(Vik_"i)z“z("jk—"j)"'
n k n k

al tratarse de variables viyv,; tipificadas se convierte en
1

Tif = =2 Vi Vg

Y

n

y al sustituir en la expresion (6) se tiene:

%)

=20/,~“‘2”2/,»f,-,-=0
'o‘l,. J

si se tiene en cuenta, ademas de la anterior, la expre-
sién (2), resulta el sistema:
c
Sl = —1, (7
J n
con E Iﬂj =1
J

las expresiones (7) dan lugar a un sistema lineal homo-
géneo en /j:

c
ry—— /,+r,._,l._A+..‘+r11,II,=0
n
c
fog 1y, + r..-——)/,+ +r_,plp-0
n (8
c
Pl Tpaly + 00 + Top ==, =0
n |

en el que para que existan soluciones distintas de 1a
trivial se debe verificar la nulidad del determinante ds
‘os coeficientes, es decir:

|
c
rll——-— rl., ......... rlp
n
c
Flo Faa—=——......... |2 g
n =
c
Pip Fap eeeens Mpp———
n
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polinomio de grado p en ¢, que dada la simetria exis-
tente nos proporciona raices €, ¥ie(1,2,..,p) reales
no necesariamente distintas,

Para cada raiz ¢, del polinomio caracteristico (o auto-
valores de la ecuacion secular de Laplace), de las ex-
presiones (8) se obtiene el correspondiente vector pro-
Pio 1i; % je(1,2,..., p).

En el parrafo siguiente mostraremos que se ha obte-
nido una base ortonormal def hiperespacio vectorial de
dimension p, la cual optimiza las sumas de cuadrados
extendidas a los valores de una muestra de extension n
refativa a la poblacion considerada.

Asl, pues, existen en el espacio muestral p direccio-
nes (los p vectores propios obtenidos) preponderantes
para la distribucién de la masa muestral, que se corres-
ponden con los minimos de la varianza residual,

c) Obtencién de los componentes principales.

Efectuemos ahora un cambio lineal que transforme
las variables X; en otras Y. denominadas componentes
principales, de la siguiente forma:

Si los autovalores de la matriz de correlacidén obte-
nidos en el parrafo anterior son:

e

se elige el vector propio asociado al mayor de ellos:

(15 1t 11)

y se forma el primer componente principal segun la trans-
formacion lineal:

Y‘=j§“lljx/ vj<—(1,2,....p)

cuya esperanza matematica es:

E(Y)=31E(x)=0 (9)

y cuya varianza vale:

J

Var(v) = E(¥) = E(S,/,x)) = SE(N,x, 11, x,) =
j j k

=E/lj2’1krjk para ™ k « (1,2,...,p).
J k

Teniendo en cuenta la expresién (7) 1ta varianza de la
transformacién lineal es:

Var (Y,) = by Ifj s Ilj =c¢ 3 (Ilj)2 = ¢, (10)
J i
La interpretacién de las (9) y (10) nos dice que se

ha obtenido el primer componente principal como un
estimador centrado de maxima varianza.

Se elige ahora el segundo componente Y, incorrela-
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do con Y, y de varianza la mayor posible. Se toma, por
tanto, para Y, la transformacioén lineal:

Y, = 2 b/ X;
J
de forma que los coeficientes b]. estén normalizados, es

decir, tales que 3 b'-'j. = 1 en aras de una mayor facilidad

operativa.

Se calculardn los coeficientes bj a condicion de que
Var (Y,) sea maxima y ademas se impondra previamente
la condicién de que este segundo componente esté in-
correlado con el primero, es decir, que:

cv (Y, Y,) =0

Si anulamos la covarianza se tiene:
cov(Y,,Y,) =E [(z l'j xj) > bj X/‘)] =
J J

~. b/"

E(bjxj%llkxk) =Ebj;l'krjk=}:bjclllj =
J v J

=, 5,01, =0
J

que nos da la condicion:

Sibyt; =0 (1)
j

que es la condicidon para que los vectores:
(by, by wsb)
y (Illvllgy AR Iln)
sean ortogonales.
Maximicemos Var (Y,) mediante aplicacion de! método

de los multiplicadores de Lagrange, por lo que definire-
mos la extremal:

@ =3 (Sbyx (55— 1) —29(, 1)
n J J
que habrd de cumplir:

50

=0 Y2, ...,p)
6b;
§J 2
5b} =—;—I xijJEbjxij—Zfbj-—ZgI'j =0

expresién que da lugar al sistema de ecuaciones lineales:

2ljeby =tb;+glty Yie(1,2..,p)
3

sl multiplicamos por !lj’v‘leﬁ,z....,p) cada una de
las ecuaciones y sumamos:

%bkglljr]k=rgbjflj+g2(llj)n=g
J J J

338

ya que el primer sumando es nulo por la condicion (11),
y el segundo es la unidad por estar normalizados los /!
Por otra parte, teniendo en cuenta (7): '

C
1
1 = =¥ =
Shp Syr =S b S, =3Xb, M
P K j K n
¢,
=_Zbkllk=0
n k

y por consiguiente resulta: g = 0,
es decir, que los autovalores de la transformacion son

los mismos que los de la ecuacion caracteristica de par-
tida, y por tanto:

bik=llk I‘,k(—(1,2,...,p)

Hemos visto, pues, que existe una base ortonormal
de vectores formada por los vectores propios relativos
a la matriz de correlacion que maximiza la varianza, es
decir, que de todas las direcciones del hiperespacio en el
que se ha ubicado la muestra, existen p de ellas (que
forman un sistema ortogonal) en las cuales la varianza
toma los mayores valores posibles.

Para seleccionar los componentes principales, basta,
pues, obtener la serie ordenada de autovalores:

i/

C;2:Cy2...DC,
correspondiente a la matriz de correlacion y mediante un
andlisis de la varianza contrastada al nivel de significa-

cién que se desee, prescindir de aquellos componentes
de escasa significacion.

Hemos reducido el conjunto de los parametros
x,.i<.(1,2....,p) de partida al de los Y,. =Elijxj

i«(1,2,...,1) que forman un conjunto de parémejtros in-
dependientes entre si (donde t marca el nivel de signi-
ficaclon).

Debe ahora abordarse el problema de la determina-
cion de los autovalores de la matriz de correlacién (al
menos de los mas significativos), y de sus vectores pro-
pios asociados.

En la practica es conveniente suponer que la distri-
bucién de los x,; es una distribucién normal conjunta (lo
que en la mayorfa de los casos es bastante real), con
lo que los nuevos paradmetros Y,, se distribuyen cada
uno de ellos asimismo en forma normal:

d) Forma lineal de parémetros independientes represen-
tativa del tenémeno.

Efectuada la transformacién a los nuevos parametros
Y, incorrelados entre si, el vector z que representa el
fenémeno puede obtenerse de la forma lineal:

n
z= Edzyi +e,
i=1
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donde los d; son los coeficientes obtenidos en la regre-
sion de una muestra Z (de extension n) de la poblacion z,
con cada uno de los Y, independientes entre si. Y don-
de e, es un residuo aleatorio Que permite cuantificar la
importancia de aquellos parametros que aun influyendo
en el fenémeno, no se han considerado; asi como |a
bondad de los datos de partida.

Asi, pues, los d, pueden obtenerse con la condicién:

n
O = E (Zk—dl, Yk,.)‘-' = minima,

k=1
es decir:
%) p
=3 (Zp—d, Y, ) =0
8d, k=1
0 sea:
n
.\'.a Yki Z!:
ko=l
d, =
n
by Y“ki
k=1

e) Eleccién de los componentes principales significativos.

En la hipétesis de que los parametros incorrelados Yi
se distribuyen N(O,sl.), la forma lineal del parrafo an-
terior;

P
z= 3 d; Y, + e,
i=1
en la que se han supuesto las z referidas a la media
(es decir, E(zk) = 0), tiene por desviacion tipica:

p
§% = d% 8% + a8t L+ d~1,s—p = (}_J a?; s2,
=1

La variabilidad de la forma lineal es:

n n n
S =N a4 g
k=1 =1 k=1

+ ﬁd'z” Yl’kp + residuo
k=1
donde, al tener el primer miembro n—1g lLy1agl
cada uno de los p primeros sumandos del segundo miem-
bro, el residuo tendra (teorema de Cochran) n—p —
—1 g I ..
Dividiendo por s2:

n n
AE}‘ 2% k211 @ ¥
- = + o+
s2 s2
n Yf)
S g2
ké, pkp Residuo
+ +
s2 s2
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el primer miembro resulta ser una x2, _ |, cada uno de
los primeros sumandos del segundo miembro una X3y

por tanto el residuo es una xﬂn_p_l, con lo que el
cociente: '

n n
CPTRR.
0N vy,

1= k-1

- Fl'n—p—l

€s una F de Snedecor con los g.l. que se indican.

Segun lo anterior, si suponemos la variabilidad total
formada por dos sumandos, uno debido al componente
principal de mayor variabilidad, o sea, esta:

n
N
Zd"jy‘kj
k=1

y el otro en forma de resto global, es decir:

n n
AE]zikkE d‘-’j Y—'kj + Resto
c = =

las esperanzas valen:

n II
L 3 a2 Y
k== k=1
E =n—1;, EFe— = 13
sZ se
Resto
E =n—2
Y
o lo que es lo mismo:
n \ r_l‘ ,
22y DYCLFR G
k=1 k=1
—_— = sf.’; E = 32;
n—1 1
Resto
E = g2
n—2
y por tanto:
n n 2
> 22 2 gz, ye
k k
K=y . PP . Resto
— 2 = g2 = g2
n—1 1 n—2

es decir, que los cocientes indicados son estimadores
centrados de s2:
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Al ser:

It =
Q,
[
o

=F,n—2
Resto

si elegimos el nivel de significacién correspondiente al
1 por 100, y elegida la mayor variabilidad:

n
S A

=1

%/////7////‘////5&7/////

1% =e————— intervaio ds oceptooidn ———m 0%

relativa a los componentes principales, si el cociente:

supera el valor F,,n—2 correspondiente (zona a la
derecha del intervalo de aceptacion), rechazamos la hi-
potesis de que z depende sélo del Y elegido y de nuevo
necesitaremos ver si el parametio que sigue (con varia-
bilidad mayor) se acepta o se rechaza.

La aceptacién de nuevos componentes Y, como tér-
minos de la forma lineal continia hasta que el cocien'e
anterior es inferior al correspondiente valor Fn—2—h
(siendo h el numero de parametros que se han aceptado).
En este instante aceptamos que z solo depende ya de
este pardmetro y de ninguno mas de los siguientes.

En el caso de que la dependencia de z del parametro
en estudio sea muy pequefa (region a la izquierda del
intervalo de aceptacion), es decir, cuando 1/Q exceda del
valor F —a_ 1 deberemos rechazar el que dicho para-
metro se integre en la forma lineal definitiva.

El residuo e, se puede evaluar en unidades de la va-
riabilidad residual de los pardmetros que se u'ilizan. Sera
tanto menor cuanto mayor sea la bondad de los datos
originales, es decir, si los parametros que se eligen re-
presentan fielmente al fenémeno de forma que la influen-
cia de aquellos parametros no considerados sea escasa,
el residuo serd de poca importancia.

f)y Solucién numérica del polinomio caracteristico.

La obtencién de las ralces de la ecuacidn secular se
realiza mediante el método del producto escalar. Este mé-

340

todo particularmente Util cuando se ap!'ca, como en este
caso, a matrices simélricas, proporciona el mayor valor
autovalor ¢, en el limite de las sucesivas potencias de
la matriz R.

Sea T, = RN T, el vector K-ésimo obten‘do por itera-

cion del vector T, por la matriz de correlacion R, se pue-
de demostrar que:

(T Ty

> C
(Tt T
para un cierto valor de K.

Para asegurarnos de que la eleccion del vector de
partida TI, no recae sobre un vector mal condicionado
respecto de los distintos hiperplanos, se definen sus com-
ponentes de ‘orma alealoria incorporando al s'stema in-
formatico soporte del método un generador de nimeros
seudoaleatorios.

El primer vector propio B(!, asociado al autovalor ¢,
se obtiene normalizando el vector T

El segundo autovalor c, de la matriz R coincide con
el primero de la matriz:

R, = R—c, B B

por lo que puede aplicarse de nuevo a esta matriz el
proceso iterativo descrito con anterioridad y obtener asi
el autovalor ¢, y su vector propio asociado B(*).

En general, los sucesivos autovalores C, 1 se obtie-
nen por el método descrito con anterioridad aplicado a la
matriz:

Ry 1= Rl—c/ B B

g) Sistema informético soporte del método.

Se ha elaborado una estructura informéatica que per-
mite la aplicacién de lo expuesto a casos reales, asi
como su programacion para un ordenador IBM 1130 con
16 K, lo que impide que en todo momento sea adaptable
a cualquier otro tipo de ordenador.

Las etapas de que consta el modelo, en términos ge-
nerales, son las siguientes:

— Almacenamiento de la matriz n X p relativa a mues-
tras de extension n correspondientes a p parame-
tros observados de los que es presumible que de-
penda el fenémeno.

— Obtencion de la matriz ri de correlacion (matriz
de orden p) de los parametros originales.

— Cdlculo de los autovalores y sus vectores propios
asociados correspondientes al polinomio caracteris-
tico de la matriz de correlacion.

— Obtencién de los p principales (incorrelados entre
si) como funciones lineales de los parametros de
partida.

— Representacion del fendmeno mediante una fun-
cién lineal de los parémetros incorrelados.
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— Obtencion de los coeficientes de la forma lineal
por regresion directa de una muestra del fens-
menc sabre los parametros de que depende.

— Analisis de |as variabilidades, contraste a nivel
significativo de los componentes principales y con-

secuente eliminacion de aquellos cuya significacion
sea escasa.

— Obtencion de 1os coeficientes de la forma lineal
generadora del fenémeno referida a los parametros

de origen y evaluacién de la influencia de los
mismos,

h) Estudio de una aplicacion.

Partimos de los resultados de ensayos sobre calidad
de aguas correspondientes a muestrag puntuales obtenj-
das en el rio Ebro. La finalidad de estos ensayos esta
en la investigacion de la calidad de| agua, en primer
lugar; y en la bisqueda de indices que puedan repre-
sentar ésta signiﬁcativamente, para su vigilancia y con-
trol sistematico.

En la hipétesis de que en el rio solamente existiera
una fuente de contaminacion que vertera en sus aguas
una coleccion de sustancias contaminantes v« (1,2,..,
i,,) en proporcién a;, no fijas, sino variables, tuvieran
una distribuciéon que se ajustase a una normal m-dimen-
sional. Seguramente |a realidad no seria esa, sobre todo
si la fuente contaminante procede de Ia actividad huy-
mana, pero sabemos que aumentando el numero de mues-
tras, de los valores medios si que podriamos esperar
su distribucion normal; y esto es |o que suponemos en
lo que sigue. Puyes bien, de sucesivos muestreos conse-
guiremos obtener una vision de las proporciones relati-
vas de contaminantes, con las desviaciones, etc.

Pasamos ahora a Ia hipotesis de existencia de jm
fuentes de contaminacion, Cada una de ellas tendra un
comportamiento similar al anteriormente descrito y dire-
mos que verterian a las aguas del rio las sustancias con-
taminantes /,. en las proporciones a; . Vil (1,2, e

D (1,2, 0,).

En las muestras tomadas del rio se encuentran mez-
cladas las sustancias de las distintas fuentes. Si todas
ellas fueran semejantes, de modo que existiera propor-
cionaldad entre las distintas a,; Para las diferentes i,
no cabe duda de que el caso seria andlogo a si se
tratara de una Unica fuente de contaminacién suma de
todas ellas. Algo Parecido podria decirse s; esto solo se
verificase para grupos parciales de ellas. Lo que puede
interesar entonces es el separar las diferentes influencias
distintas que se superponen en los vertidos al rio.

Si suponemos Que agrupamos a cada fuente de con-
taminacion Fj todas las que pueden Suponerse semejan-
tes u homoélogas, y que dos fuentes distintas son inde-
pendientes, entonces ocurriria que podriamos estudiar el
comportamiento de las contaminaciones separando los
vectores aleatorios independientes, tal como se hace en
este trabajo. Si aquellos vectores originales tenian dis-
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tribucion normal, también tendran distribucién normal los

que obtenemos, cuya varianza dada por los valores pro-
pios calculados,

Los autovectores obtenidos son como las distintas fo-
tografias que podrian hacerse de las variables que inter-
vienen; serian Ia representacion del tipo de contamina-
cién. Ahora bien, esto es en el Supuesto de que se hayan
incluido en los analisis recogidos en lag muestras todos

y cada uno de los elementos contaminantes vertidos a|
agua.

Podria ocurrir el que alguno faltara o que hubiera
errores sistematicos o equivocacionss en |a obtencién,
Podriamos entonces elegir otra medida que estuviera li-
gada funcionalmente de alguna forma con las cantidades

de contaminantes Y comparandola con ellas obtener su
interdependencia.

En nuestro caso se ha elegido para este objeto la
medida de la conductividad. Se ha determinado |a regre-
sion de esta variable respecto de las distintas compo-
nentes independientes, Y se ha valorado la bondad del
ajuste por el "anto por diez" de la varianza que pre-
senta la variable conductividad que es explicada por la
influencia de la o las componentes que intervienen en
forma significativa. En el €aso en que se obtiene una
buena caliificacién podremos confiar en que los resulta-
dos concuerden mas o Menos con nuestras hipotesis de
partida. Por el contrario, una calificacion baja sera indi-

cio de alguna ancmalia que puede tener distintos ori-
genes:

— Errores o equivocaciones.

— Existencia de otros elementos contaminantes no
incluidos en los datos recogidos.

— Discrepancia respecto de Ia distribucidn normal del
vector de contaminacién,

Los errores o equivocaciones pueden investigarse en
su origen. Si se confirman, se ha obtenido un primer
fruto de este estudio; en otro caso, investigariamos |as
otras posibilidades.

En cuanto a la existencia de otros posibles elementos
contaminantes, no es dificil comprobar su existencia o
ausencia. Se observa en algiin caso que los valores me-
didos de la conductividad son siempre inferiores o su-
periores a los calculados por medio de la regresién es-
tablecida. Pero en nuestro caso hay que sefialar que por
facilidad de representacion de los resultados se ha limi-

tado arbitrariamente el numero de parametros incluidos
en el estudio.

Sélo resta comentar el ultimo supuesto de no norma-
lidad de los datos de partida. En este caso, aunque en
esencia podria acometerse el estudio, igualmente hay
que tener en cuenta que dejan de tener distribucion nor-
mal todas las variables que pueden deducirse, y el es-
tudio practico se hace inabordable, Por ello si se llega
a la consecuencia de que falla la normalidad lo ideal
sera el procurar aumentar la frecuencia de las medidas.
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En el cuadro adjunto puede observarse la aparente
distribucion normal de la diferencia entre las muestras
original y calculada. Se ha comprobado asimismo la re-
lativa constancia de los vectores propios mas significa-
tivos en el periodo que se ha estudiado (del que dispo-
nemos de datos) y que abarca desde 1962 a 1972, refe-
rido a afios hidraulicos. Caso de mejorar el muestreo
podria perfeccionarse el conocimiento de estas distribu-
ciones y el estudio de los origenes de las contamina-
ciones y efecto de los remedios que podrian aplicarse.

-

ANO 1971=72

10 RELATIVA

X

Del examen de los diferentes valores de los vectores
12

propios se obtienen en los sucesivos afios que se han
esiudiado, puede verse como existen pocas magnitudes

dichos factores, pero aumentando la frecuencia de las

muestra. Es, pues, preferible limitarse a las medidas de
observaciones.

pues se vera compensado por la disminucién de las mag-
qus influyan sistematicamente en la configuracién de la

Esto no tiene por qué suponer un aumento de trabajo,
nitudes a medir.
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