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Este articulo intenta aliviar el vacio existente en la literalura técnica espafola, en
‘o referente a este tema. En primer lugar se analizan brevemenle las causas del creciente
interés que presenta este lipo de estudios. A continuacién se centra el tema y se plantean
las ecuaciones basicas que rigen el fenémeno, haciéndose algunos comentarios. Des-
pués se indican algunas lormas usuales de superar las dificultades que presenta su re-
solucion, termindndose con un comentario sobre las tendencias actuales.

INTRODUCCION

El continuo desarrolio que en diversas actividades esta experimentando nues-
tro pais hace que vaya aumentando al mismo ritmo el volumen total de residuos in-
salubres que han de verterse a la atmésfera, a las aguas continentales o al litoral,
siendo en la mayor parte de los casos muy superior a la capacidad depuradora
natural. Por ello, cualquier nuevo vertido debe estar precedido normalmente por
un tratamiento de depuracion artificial que serd mas o menos completo en fun-
cion de las condiciones del medio receptor. De esto se deduce que un aumento en
la concentracion de los elementos contaminantes (microorganismos, suspensiones
colorantes, elementos quimicos, radiactividad, temperatura, etc) permisible en el
vertido, garantizado por un estudio detallado de los fenémenos de dispersién y de
depuracion en el medio receptor, se traduce automaticamente en un ahorro del coste
de la instalacion depuradora. Si se trata de un vertido al litoral mediante un emisa-
rio submarino, la concentracién de los elementos contaminantes viene impuesta. En
este caso, el resultado del estudio seria la determinacion del punto donde debe efec-
tuarse la inyeccion, y el ahorro estaria en la posible disminucion de la longitud del
emisario. Ademds de esto, el progresivo aumento del nivel de confort exigido por
la sociedad hace que, por un lado, las consecuencias de un error en la previsién
de la contaminacion producida por un vertido sean mas graves que antafio y, por
otro lado, que el nivel de contaminacion (proporcional a la concentracién de los
elementos contaminantes) aceptado sea cada vez menor. Todo ello acentia la ne-
cesidad de una mejora en los métodos de prevision de dichas concentraciones.

Varios son los caminos por los que se puede conseguir esta mejora. El mas
frecuente es el de establecer un modelo matematico a partir de las ecuaciones ba-

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccién
de esta revista hasta el 30 de noviembre de 1976.
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sicas, que con unos ciertos datos de entrada obtenidos mediante mediciones nos
den la distribucién de concentraciones del elemento que se trate, en el espacio vy :
lo largo del tiempo. Este es precisamente el tema principal de este articulo. Otro:
métodos estan basados esencialmente en reproducciones del fenémeno a peque-
fia escala, o bien en medidas realizadas sobre el propio terreno, a base de inyec-

tar algun producto adecuado para medir de forma rapida y econdmica sus concen-
traciones.

Sin embargo, hasta el momento presente, ninguno de ellos considerado aisla-
damente es apropiado para el estudio completo del fendmeno, siendo necesario, por
tanto, elegir adecuadamente la combinacién de los métodos existentes para poder
realizar un analisis suficientemente exactoy econdmico en funcion del problema quz
se quiera resolver.

Como se ha dicho anteriormente, en lo que sigue se van a dar las generalidades
sobre el estudio de la dispersion de vertidos mediante la técnica de los modelos
matematicos. Como podrd observarse se ha restringido este estudio al caso de qus
el medio receptor sea agua, continental o maritima.

PLANTEAMIENTO

Lo que generalmente se espera de un estudio de este fendmeno es la obten-
cion de las caracteristicas que deben tener las aguas residuales antes de su ver-
tido para que en determinados puntos (captaciones, playas, viveros, etc.), las con-
centraciones de elementos contaminantes (e. c.) no sobrepasen unos ciertos limites.

Para centrar el problema vamos a repasar brevemente lo que ocurre cuando se
realiza un vertido de aguas residuales. En primer lugar se produce una rapida ho-

mogeneizacién en la zona cercana al punto de inyeccion debido a diversas causas,
entre las cuales se encuentran:

a) Alto gradiente de concentraciones.

b) Fuerte turbulencia debido a la diferencia de velocidades entre vertido y
medio receptor,

¢} Fenomenos de conveccion libre por diferencias acusadas de temperaturas.

d) Disefio adecuado de la boca de descarga.

Cuando todos los gradientes se han suavizado (concentraciones, temperaturas,
velocidades), el fenomeno de dispersion se produce de forma mucho mas lenta;
entonces, la mezcla evoluciona fundamentaimente por conveccién y toman impor-
tancia los factores inciuidos en el término S de la ecuacion (9) (mortalidad de mi-
croorganismos, neutralizacion de productos toxicos, decantacién, transmisidén de
calor a la atmoésfera a través de la superficie libre, “decay” de los elemntos radiac-
tivos, etc).

Por tanto, para obtener las concentraciones de e. c. en los puntos de interés
vamos a dividir el area afectada en dos zonas que llamaremos de inyeccion y de evc-
lucién. En primer lugar deberia estudiarse el proceso de homogeneizacidon rapida
que se produce en la zona de inyeccion porque:

a) Nos da el orden de magnitud de las concentraciones que van a existir er
una amplia zona.
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b) Los limites establecidos por las diversas reglamentaciones suelen referir-
se al final de este proceso.

Pero también debemos estudiar lo que ocurre posteriormente en la zona de evo-
lucion, donde, por ser predominante el fendmeno de conveccidon es de interés pri-
mordial el conocimiento de las velocidades del medio receptor.

Es logico pensar que cada una de estas zonas réquerira para su estudio dis-
tintas hipétesis y, por tanto, ambos estudios deben realizarse separadamente, sirvien-
do los resultados del primero como datos iniciales del segundo.

ECUACIONES FUNDAMENTALES

La ecuacion que rige el fenomeno de dispersion en un medio liquido con mo-
vimiento turbulento es:

de > - >
——+ Yecrv=D0- -3c—divic'v) + S (1)
Jt
siendo:

c. Promedio de concentraciéon de e, c.

t: Tiempo.

v: Promedio de la velocidad del agua en un punto.

D': Coeficiente de difusion molecular.

c’v’: Densidad de flujo de e. c. debido a las desviaciones de la velocidad y de la concentra-
cion respeclo a sus promedios respeclivos.

S: Adicion o eliminacién de e. c.

—

En esta ecuacién, el campo v entra como dato y puede obtenerse por medi-
cion directa en la zona donde vaya a efectuarse el vertido o bien resolviendo el si-
guiente sistema de ecuaciones:

a) Continuidad (fluido incompresible):

-

divv=0 (2)

b) Balance de cantidad de movimiento:;

_é
“adv > >] > —>-> > > o
p +(Vv)-v ] =Vpo +tplav—pdiviv g v) + f (3)
ot
siendo:
p: Presién,
p: Densidad.

w' Viscosidad molecular.

> -
v/ @ V': Tensiones de Reynolds.

La resofucién del sistema de ecuaciones (2) y (3) es, en la mayoria de los ca-
sos, independiente de la ecuacion (1), lo cual simplifica mucho el problema. S6lo
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en el caso de que se desee obtener la distribucién de temperaturas en un medio
que se mueve por conveccidn libre seria necesario considerar simultaneamente el

conjunto de las tres ecuaciones, puesto que entonces el valor de ¢ influye en el
-
campo V.

En cualquier caso, la resolucion de estas ecuaciones es extremadamente dificil
hasta tal punto que incluso utilizando métodos de resolucién aproximados (diferen-
cias finitas, calculo de variaciones, elementos finitos, etc.) es necesario hacer algu-

nas hipotesis simplificativas. A continuacion vamos a comentar las que se usan con
mas frecuencia.

TERMINOS DE TURBULENCIA

El producto ¢’ v’ que aparece en (1) puede interpretarse como responsable de
un aumento de difusiéon debido al movimiento turbulento. Por esta razén suele
hacerse la siguiente hipbtesis:

-> - >
gl=—c'vv=D-.Vec (4)
en total, analogia con la ley de Fick de difusion motecular:
- >
gl=D-Vec (5)

No obstante, existen notables diferencias entre ambas hipdtesis, la mas impor-
tante de las cuales es que el coeficiente D' no es una propiedad del fluido (como
ocurre con DY), sino que depende del campo de velocidades instantaneas.

Esto hace que en muchos casos interese considerar D' como un tensor de se-
gundo orden para tener en cuenta las direcciones privilegiadas de dispersion de-
bidas a las condiciones del movimiento turbulento. Por ello, el valor de D! serd, en
general, diferente para cada problema e incluso para cada zona del fendmeno a
estudiar. Su determinacion directa, o a través de algunas consideraciones teori-
cas (longitud de mezcla de Prandtl), debs hacerse empiricamente.

-
Algo parecido ocurre con el producto tenserial (v & v') que aparece en (3), con-

siderado por Reynolds como un tensor de tensiones adicional debido a la turbulen-
cia. Tamhién suele hacerse la hipétesis:

T = —p(_V)(XJT) = -S(_;)
que en notacion indicial puede expresarse:
At =—p Wi vi) =t (Vi Vi) )
Esto se hace por analogia con la ley de Newton:
ol =i+ v (€)

existiendo entre ' y w diferencias del mismo tipo que las sefialadas para los coef'-
cientes de difusién,
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De acuerdo con esto, las ecuaciones (1) a (3) quedarian de la siguiente forma;

Jdc

>

-
~—— +(Ve):v=D:3c+ S (9

gt

-
divv =0

-

dv > o
ol + (Vv) v

siendo:

D =D+ 0

L= pd ok

y suponiendo ademas que D' y ./ son constantes.

(10)

> >

=Vp+pAv+f an

(12)
(13)

ZONA DE EVOLUCION. PROMEDIOS ESPACIALES

Una de fas técnicas que con mas frecuen-
cia se utilizan para simplificar las ecuacio-
nes fundamentales es la de los promedios
espaciales. Consiste en integrar dichas ecua-
ciones a lo largo de todo el campo de va-
riacion de alguna coordenada. El resuitado
€S una nueva ecuacion con nuevas variables
que pueden interpretarse como promedios
espaciales de las variables antiguas.

Para aclarar ideas vamos a aplicar esta
técnica al estudio de la zona de evolucidn
de un vertido en el litoral maritimo. En este
caso, la profundidad es pequefia en compa-
racion con las dimensiones en planta de la
zona en estudio, 1o cual nos aconseja pro-
mediar respecto a la coordenada vertical.
Usaremos coordenadas cartesianas y fa no-
tacion de fa figura 1. ‘

La primera ecuacién que vamos a in-
tegrar es la de continuidad:

a vt ave g vi
+ +
d X, HEN d Xy

0 (14)

ll
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Partimos de ia identidad:

r av Qv avi
f [ + + dxt =0
s b dx d X, d x,
Ahora integramos cada sumando:
S J - Jn dh
/ dx, = / vidx,—v! + vl (16)
h 9% Ix . h ; ax h d %,
Qe d - o1 dh
/ dx, = / v d xt— vt + v (17)
d x, d x,, d X, d x.,
- - h P = h
Ve s
adx,=vi| —yd (18)
d x,
h ' T, h
y, por tanto, la identidad 15 se convierte en;
d : d > > > >
I vidx, + / v‘—‘dx”——[v-n.,,]z,,+ [v-nh]“ =90 (19)
dx, dx, .

> >

siendo n,_y n, vectores normales a la superficie libre y al fondo, respectivamente.
Analicemos ahora los dos Ultimos términos del segundo miembro. Como la veloci-
dad en el fondo no puede tener componente normal a éste se deduce:

—> >
[v-n“}h =0 (20)

Por otro lado es facil deducir que en Ia superficie libre se verifica (fig. 2):

an dn dn
vi] = —— 4! + vi— 21
at dx, d x, (&
t+ At
VAL K
AT .
Figura 2,
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o lo que es lo mismo:

V- my) o
V'nyl 7 = ——
at (22)

con lo cual la ecuacion (19) se transforma en:

0 ' d o dn
———/ vldx”+——/ vidx, + —— =0

r (23)
ax.J i dx. . dt Lo
Por (ltimo, si hacemos:
1 1
ul=—/ vidx, u!=~/ vid x, (24)
H . H '
h h
y teniendo en cuenta que:
Jh
— =0 (25)
, gt
‘ se obtiene:
Jd (Hu!) d (Hu?) JH
+ = — (26)
dx, HES at
0 en notacidn vectorial:
N dH
div(Hu) = — —— (27)
Jt

Notese que esta ecuacién puede interpretarse como la ecuacidn de continuidad
en dos dimensiones de un fluido con densidad variable p = H. Como veremos, esto
se verifica también para otros muchos casos, por lo que es admisible retenerlo como
regla nemotécnica.

Integremos ahora la ecuacién que nos da el balance de la cantidad de movi-
miento. Previamente vamos a hacer la hipotesis de que la distribucion de presio-

nes es hidrostatica:
P =pg (T]_"X;() (28)

con lo cual, la ecuacién vectorial (11) se convierte en el sistema:

v an
pl— +v- ¥V v |=paAvi—pg—+ 1 (29)
ot d Xy

i [ dv* > > dn

3 pl— vV v [=pavi—pg——+ 1, (30)

) _at i E)X._.

, [V 5

pl— +v V¥ |=pavi+pgtfy &
¢ ]
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De éstas, soOlo necesitamos integrar las dos primeras. A continuacion indica-

mos algunos resultados tipicos:

&4
3
d

5
[t

P4

i

o a.q 9 n .‘\F E
dx, =H: (32) !
. ax] E]X, '
Sod v H " HEY dh
dx, = I vidx,—vi | — +v! (33)
at I Jdt at
h 1,
RSN I 9 a1
/ v . Vvidx, = / (vh)=dx, + / vievidx, + v} — (34:
dx . dx, at
h = 1,
H] ] K
/ pavidx, = / T dxy F / Ty d Xy —
. dx, d X,
h h h
dn dn dh dh
=T T =T | T t + o1 SR TTEE B 7'y (35)
dx, d x., dx, d X,
1, I3 - h* h
Ahora hacemos:
1 o
ur = — f vidxg V(X X X 1) = UG X ) et g X X ) (36), (37)
H J,
1 o 1 /.
g,;, =— / T, dx; F o=—— [ fdx, (38), (39)
H Jy H .y,
dn dm
— T T o1y =T (40
dx, d x.,
1, A A
Jh dh
- Ty Ty, * oy =T (a1
h axl h d X h
IA .
N:i=Hdif_Pf ututid x (42)
voh
De todo ello resulta que las ecuaciones (29) y (30) se transforman en:
" (Hut) d d 1T ONy, dN,., am
’ +——(Hu u) + —— (Hu' Y |= + t g —T, —egH— +H7
L dt d X, dx, _ d x, d x, dx,
. (43
Fa(Hu) 3 d Ny Ny an 4
0 + (Huu') + — (Huz-uw) |= + + Ty — Ty, —pgH— +H
L d x, EN 9 x, d X, d Xy
(¢4

710 REVISTA DE OBRAS PUBLIC. S




que con notacion vectorial puede escribirse:

d(Hu) > > > > > > >
plm/———+ [V(HW] v =div N+ g/n—t/h—pgHVn+ HF (45)
at

Del mismo modo, de la ecuacion (9) obtenemos:

J(HO) > > >
_ +HuV0=D*[VH VO+HA0 +H S*
» (46)
siendo:
1 T
0= — / cdx, ; S*= ——~I Sdx (47), (48)
H . H .

> -
D*[V HV 0 + HAO] =D A0 + div

o _}
j 0* u*dx, \ (49)
h N

Las tres ecuaciones, (27), (45) y (46), junto con sus correspondientes condicio-
nes iniciales y de contorno, pueden resolverse utilizando cualquiera de los méto-

dos aproximados existentes, siendo el mas apropiado para este caso el de diferen-
cias finitas.

El procedimiento indicado puede aplicarse también al estudio de la dispersién
en rios, efectudandose entonces la integracién respecto a las dos coordenadas
transversales. Las ecuaciones resultantes pueden deducirse formalmente de las ob-
tenidas para el caso del litoral maritimo.

Como puede verse, la técnica de los promedios espaciales disminuye el nu-
mero de variables, simplificando el problema a costa de sacrificar informacién sobre
la dependencia de las diversas magnitudes con respecto a las variables respec-
to a las cuales se ha efectuado la integracion. Ademds, como consecuencia de
este proceso se obtienen algunos términos (D, N,;) que tienen en cuenta el hecho
de que las distintas magnitudes no son constantes para un mismo valor de la coor-
denada de integracion. Su naturaleza, por tanto, es analoga a la de los términos
de turbulencia analizados anteriormente. Esto significa que se han hecho nuevas
hipdtesis para su determinacion.

ZONA DE INYECCION

El método de los promedios espaciales es vélido solamente para el estudio de
la zona de evolucion. Para analizar 10 que ocurre en la zona de inyeccién se utili-

zan normalmente otro tipo de simplificaciones basadas en lo que se va a explicar
a continuacion.

Como lo que sucede en esta zona depende mucho de la forma en que se rea-
liza el vertido (superficial o profundo, situacidn de ia boca de descarga respecto a
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los limites de la masa fluida, relacién de caudales, forma de los difusores, etc.) !

vamos a elegir dos tipos simples que de alguna forma dan las directrices de |

que debe hacerse en cualquier caso practico: el chorro puro, donde la mezcla s: -
efectia principalmente debido a la energia cinética del vertido, despreciandos:

la conveccién libre, y la pluma térmica, donde sucede todo lo contrario.
En el primer caso (fig. 3), las ecuaciones del movimiento se reducen a:

du av
+ — =
dx dy
du du d
u tV—= - (V)
dx dy dy

Figura 3.

con las siguientes condiciones de contorro:

(51)

(5)

(52)

Este problema puede resolverse por integracion directa utilizando métodos nu-

mericos, pero es mucho mas frecuente hacer las siguientes hipotesis:

a) Semejanza del perfil de velocidades:

u y
T ] s

u, b

b) Distribucion hidrostatica de presiones.

Como consecuencia de ambas se obtiene:

ab 1
—=cte | U, a—

dx V?

712
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A veces se supone conocido el perfil de velocidades:

u A
—=e (b) (56)
u

«

con lo cual puede resolverse totalmente el problema. Si por el contrario queremos
obtener la funcion f como resultado del calculo es necesario hacer una

nueva hi-
potesis relativa a las tensiones de Reynolds:
. du
— UV =g ——
57
dy &)
La ecuacion de la difusién se convierte en:
d(se) d(sc) 0
u + v = —— [V (§ )]
dx 0y dy (58)
que suele resolverse suponiendo:
8 Y |2
¢ = A (LD)
s, (59)
siendo X el llamado nimero de Schmidt.
En el caso de la pluma térmica (fig. 4), las ecuaciones son:
43" du v
—_— =0 (60)

dx Jy

u
T du du (Sp) ) d ' v)
= il u + v =— — (61)
; adx dy P ay
o Jat
Ab

d(8p) a(5p) o
+ v =——1 (8] (62)
d x dy ay

]

poy—

u

Se supone que el incremento de densidad
es proporcional al decremento de temperatura.
Ademés, de forma analoga a la que se hizo an-
tes, se supone:

db 1

— =cte | u.=cte ; (§), a — (63
dx X

Figura 4.

y perfiles de velocidades y densidades de tipo gaussiano.

En ambos casos, la resolucidn completa requiere el uso de varios coeficien-
tes que deberian determinarse en cada caso por métodos empiricos. No obstante,
para algunas condiciones particulares, estos coeficientes estan tabulados.
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CONCLUSION

Se han visto algunos de los planteamientos bdsicos en los que se apoyan fos
modelos matematicos existentes para el estudio de la dispersion de vertidos. Aunque
ya se obtienen resultados aceptables, el creciente interés experimentado por este
tema hace que en estos momentos esté siendo objeto de numerosas investigacio-

nes en todo el mundo.
La tendencia que se observa en los Congresos internacionales es la de reco-

pilar todos los datos de campo existentes para testear y mejorar en 10 posible los
modelos matematicos, que hasta ahora se han desarrollado fundamentaimente, ba-

sandose en consideraciones semiteoricas. i

e
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