ESTUDIO SOBRE PANDEO
LONGITUDINAL DE ARCOS

Por JOSE MARIA OCTAVIO DE TOLEDO EUGUI

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos.

En el presente articulo se estudia un fenémeno que ya ha sido tratado por otros
autores, siguiendo métodos distintos del que aqui se expone.

La conclusion, totaimente original, a que se llega consiste en que no se da, salvo
en casos particulares, un fenémeno de pandeo propiamente dicho, sino lo que el autor
llama una “limitacién de Ia capacidad de empuje”.

1. UNA IMAGEN DEL FENOMENO DEL PANDEO

Al plantear el problema del pandeo de la pieza recta sometida a compresion
uniforme, consecuencia de la accién de dos fuerzas iguales y contrarias situadas en
ambos extremos, se parte de unas condiciones iniciales, consistentes en que la
carga esta perfectacmente centrada Yy que la directriz es perfectamente rectilinea.

En estas condiciones, la pieza agota su capacidad resistente cuando las tensiones
sobrepasan los valores llamados de rotura.

Alterando esas condiciones y dando una cierta excentricidad a las solicitacio-
nes, estas produciran momentos flectores, con las consiguientes deformaciones trans-
versales de la pieza. Estas pueden aumentar la excentricidad de los
esfuerzos, provocando nuevos momentos y nuevas flexiones, éstas,

a Su vez, mayores excentricidades con nuevos momentos, y asi su- (‘5) ~ lf
cesivamente. Si la carga es inferior a la critica se alcanzara una po- M)

sicion de equilibrio, en la cual, la pieza absorbe las compresiones
y las flexiones.

Pal

De acuerdo con este ésquema, las compresiones juegan un pa- -
pel determinante en el pandeo como consecuencia del aumento ilj- d
mitado de su brazo mecanico y al margen de otras acciones diferen-
tes. Aclaremos esto como sigue:

En el caso de la figura 1, las fuerzas f pueden ser sustituidas
por la (f) y los momentos M. Por efecto de la deformacion, el punto x

experimenta un corrimiento y, como consecuencia del cual se obten-

drd un momento adicional fy, resultando el momento total M + fy. @
Vemos que es unicamente el valor de f el que puede provocar el (£) T$
pandeo, pues al ser constante M, en la expresion M + fy solo el

término fy puede crecer indefinidamente. Figura 1.

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccion de
esta Revista hasta el 31 de diciembre de 1974,
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En el caso de los arcos, los esfuerzos seran momentos flectores y esfuerzos
cortantes, combinados con compresiones, actuando sobre las tangentes a la direc-
triz. Y nuevamente podremos considerar a estas compresiones como capaces de
provocar el pandeo en cuanto se produzca alguna excentricidad y las tensiones de
segundo orden resultantes crezcan indefinidamente.

2. HIPOTESIS HABITUALES INTRODUCIDAS AL ESTUDIAR
EL FENOMENO DEL PANDEO

2.1. La primera de estas hipotesis consiste en considerar las deformaciones
como “muy pequefas”. Esta hipotesis es razonable cuando los médulos de defor-
macién de los materiales de que esté constituida la pieza sean muy elevados como
en el caso del hormigdn y del acero de construccion.

Si se trata de la pieza recta tendremos, por un lado, deformaciones longitudi-
nales, que se traducen en un pequefo acortamiento, el cual lleva consigo una peque-

fa disminucion de la luz libre de pandeo sin efectos apreciables, cuantitativamente
hablando.

Por otro lado tendremos las deformaciones transversales, que aumentan el bra-
zo mecanico de las compresiones, y desempefan, por tanto, un papel clave en el
fendbmeno. Al ser aquéllas muy pequefas, las variaciones angulares en la directriz
seran despreciables (nos referimos a los angulos de las tangentes en dos puntos
cualesquiera de la directriz). Los corrimientos de los puntos seran normales a la po-
sicion inicial de equélla, ya que proceden de los pequefios giros de flexidon que se
producen a lo largo de la pieza (mas adelante analizaremos el pandeo de ésta vy
quedaré perfectamente claro 1o que acabamos de decir).

En el caso de los arcos, como luego veremos, se llega a conclusiones seme-
jantes.

2.2. La segunda de estas hipotesis se refiere al comportamiento elastico del
material, que proporciona un planteamiento matematico mas sencillo del problema.

En realidad, los materiales dejan de comportarse elasticamente a partir de cier-
tos valores de las tensiones, disminuyendo progresivamente sus médulos de defor-
maciones, resultando éstas mayores para los mismos esfuerzos. De acuerdo con el
esquema explicado en el apartado 1, esto supone un empeoramiento de sus condi-
ciones de estabilidad. Al hacer la hipétesis de elasticidad ilimitada nos situamos, pues,
del lado de la seguridad. (En el método que expondremos mas adelante podrian con-
siderarse también deformaciones no elasticas, mediante la introduccion de médulos
variables, suponiendo que se conocen sus leyes de variacion. Recomendamos al lec-
tor que vuelva sobre este apartado tras una primera lectura del presente trabajo.)

2.3. Otras hipotesis son las normalmente admitidas en resistencia de mate-
riales, y que consisten en la conservacion de secciones planas en el caso de las pie-
zas prismaticas (que es el nuestro), y en que los 4ngulos de flexion obedecen a una
ley del tipo:

M
Ap=-——As
El

cuyo significado es sobradamente conocido.
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Todas las hipétesis expuestas han sido, pues, razonablemente introducidas. Al
avanzar en el presente trabajo se ira viendo con mayor claridad su razén de ser,

3. PANDEO DE LA PIEZA RECTA SOMETIDA A COMPRESION UNIFORME

3.1, Utilizaremos este caso como introduccion al de pandeo de arcos esbozan-
do las ideas fundamentales. (Una exposicion mas detallada puede verse en el trabajo

del autor “Estudio sobre pandeo lateral de arcos”, publicado en la REVISTA DE
OBRAS PUBLICAS, noviembre, 1971.)

Consideramos la pieza recta
representada en la figura 2, some-
tida a la compresiéon uniforme p.

Suponiendo que admite una
deformacion compatible con las
acciones a que esta sometida
(queremos decir una deformacion
transversal), la elastica puede ser
deducida como sigue:

La ordenada y de un punto
correspondiente a una abscisa x
sera el resultado de los corrimientos resultantes de los giros de las rebanadas com-

rebanadas iguales. Al hacer crecer indefinidamente este numero, y tender a cero el

espesor de cada rebanada, obtendremos un valor limite de vy, que sera el que bus-
camos.

Por efecto del giro inicial, ®, Obtendremos:
Y = X, (suponiendo @, muy pequefio)

Siendo las abscisas correspondientes a las rebanadas sucesivas: x; = Ax, x, =
= 2.x, etc., tendremos:

Por el giro de la rebanada comprendida entre x, y x;:

y=x—x)ag,

’

donde A @ es el angulo que flexiona Ia primera rebanada: o sea, su cara derecha

réspecto de la izquierda. Lo supondremos también muy pequefo. Y si sucesiva-
mente.

Pasando al limite:

Ma=x
y=xqo,+ / (x—a)do

a=0

A partir de esta ultima expresion se llega a la conocida ecuacion de Euler, tal

€omo puede verse en el trabajo “Estudio sobre pandeo lateral de arcos” antes ci-
tado. ’
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Empleando métodos numéricos se tendria:
n-1
Yn = X9 + Z (X” ——Xi) Ag;
=1
y otra relacion anéloga para y, 4 1.
De ambas se deduciria:

Y 41 =Yy +(pnAX

donde:

n
P = 2 x, —x;) Ao,

=1

(El desarrollo compieto puede verse en el mencionado trabajo.)
Ademas se tiene:

M p
Ag=——Ax M=—py osea Ag =-———} Ax
£ El

De estas relaciones se deduce e! proceso de célculo numérico, esquematizado
como sigue:

1. Se fija un valor inicial ¢, arbitrariamente.
2. Setomay, = 0.

3. Se va calculando sucesivamente:

Yi= Yo+ @udx ]

yn =yu--| +(pn~~le

p
(pll =(pll'—]— £ y)l—-le

Se demuestra que los sucesivos valores de y; y ¢, son proporcionales al valor
inicial cy.

El valor final de y es el correspondiente al extremo derecho de la pieza. Si este
valor es nulo, la elastica deducida es compatible con las condiciones de sustenta-
cion de la pieza. Ahora bien, si tal ocurre, al partir de un valor diferente llegaremos
también a un valor final nulo por la proporcionalidad establecida. Los demas va-
lores de y,, en cambio, variaran proporcionalmente con el valor ¢o adoptado.

Este hecho conduce de inmediato a la interpretacién de que en este caso, la
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forma de la elastica ha quedado indeterminada. S$i el valor de la fuerza p de com-
presion fuera nulo, el valor del corrimiento final seria: y, = L @y (L = longitud de la
pieza). Si introducimos esfuerzos progresivamente mayores, las flexiones origina-
das haran bajar ese valor hasta conseguir uno que lo anule, el cual hara que la
pieza, segin acabamos de ver, resulte inestable elasticamente o, en otros términos,
que pandee. (Prescindimos del estudio de otros estados criticos de pandeo, a los
r' que se llegaria tras variaciones sucesivas del signo de los diversos ¥;, estimando
| muy escaso el interés practico, e incluso teorico, de los mismos.)

Para cargas superiores a la critica entrariamos de lleno en el proceso explicado
en el apartado 1.

Advertiremos, finalmente, que aprovechando la proporcionalidad existente entre
los valores de y, y o para el calculo efectivo podremos adoptar valores de ¢o de

cierta magnitud, evitando las dificultades que se presentarian al adoptarlos muy pe-
quefios.

3.2. Acabamos de ver el papel fundamental que desempeiia el hecho de que
los valores y; sean proporcionales a @o. Esto ha sido posible por-haber elegido un
valor muy pequefio de este angulo que nos ha permitido admitir: ¢o=sen ,. Volviendo
a lo que deciamos en 2.1., esta hipotesis de “pequefiez” esta justificada cuando el
médulo de deformacion elastica del material sea de valor muy elevado, pues las
tensiones originadas por deforinaciones de cierta magnitud serian muy superiores
a las de rotura. Es decir, al sobrepasar la carga, el valor critico deducido, se produ-

cirian deformaciones de tal magnitud que la pieza romperia antes de que fuera pre-
ciso abandonar la hipétesis citada.

En todo caso, aun cuando los valores del modulo nNo sean elevados, con esta
hipotesis estudiamos la estabilidad en un entorno de Ia posicién original.

Se ve inmediatamente también que la pequefiez de @ Yy el valor elevado del mo-

dulo permiten admitir que los corrimientos son perpendiculares a la posicién original
de la directriz.

3.3.  Examinaremos ahora el posible efecto de los otros esfuerzos que pueden
actuar sobre cada seccign 0, méas bien, dé la variacion de dichos -esfuerzos como
consecuencia de la deformacién de Ia pieza.

Tenemos, en primer lugar, el esfuerzo axil, cuyo valor, en cada seccion, sera el

producto de p por el coseno de un angulo muy pequeno, siendo, por tanto, despre-
ciable la variacién relativa de su valor.

En segundo lugar, el esfuerzo cortante, que en la posicién originai era nulo,
deja de serlo al considerar Ia pieza deformada. Si es T, el esfuerzo cortante que ac-
tia en la seccion | (correspondiente a la abscisa X;), se tendra:

T, Ax=M.

i+1—M,;

de donde se deduce que el valor de T, es también proporcional al de ¢u. Los corri-
mientos debidos a este esfuerzo serian traslaciones paralelas a las caras de la re-
banada (y, por tanto, perpendiculares a la posicién original de la elastica), que se
sumarian, con su signo correspondiente, a los debidos a las flexiones. Estimamos
que la influencia de los primeros es mucho menor que la de los segundos, razén
por la que no los consideramos al establecer las ecuaciones de 3.1. De todas mane-
ras, si se quisiera tenerlos en cuenta, bastaria afiadir el término correspondiente en
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. esfuerzo). Es como si tomaramos una viga cur-

la expresién de y,, resultando, en lo esencial, el mismo método y el mismo proceso
de célculo.

4. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DEL PANDEO LONGITUDINAL DE ARCOS

Estudiaremos primero el caso del arco biarticulado, generalizando después a
los demas tipos posibles de sustentacion las conclusiones a que lleguemos. De esta
manera, expondremos las ideas fundamentales a través de un caso particular, bus-
cando la mayor sencillez y claridad posibles.

41. Los métodos usuales de calculo utilizan el artificio de suponer deslizante
una de las articulaciones (la derecha, por ejemplo). Bajo el efecto de las cargas,
esta articulacion experimenta un desplazamiento sobre el plano de deslizamiento
(que podemos suponer horizontal). Se introduce a continuacion un esfuerzo hori-
zontal H, aplicado en el extremo deslizante, que produce un corrimiento opuesto al
primero, volviendo a llevar dicho extremo a su posicién original. De esta manera el
arco queda en equilibrio estatico, bajo la accion de las cargas, de las reacciones

isostaticas del primer estado, y de la hiperestatica H. Esta ultima suele ser llamada
“empuje” del arco.

Las formulas que permiten hallar los valores de los corrimientos vienen dadas
como funciones de los esfuerzos que actuan a lo largo del arco: esfuerzos axiles y
cortantes, y momentos flectores.

Para hallar estos esfuerzos se desprecia el efecto de los corrimientos, apoyan-
dose en la hipdtesis de que éstos son muy pequefios. Por ejemplo, el momento flec-

tor en el punto a de la figura 3, inducido por la
N A reaccion vertical V, vendra dado por:

M=V-Aa-cosa

en donde A'a y ¢« corresponden a la posicion

Al e inicial del arco, sin deformarse. No son los va-
X lores exactos, pues éstos serian los correspon-
A B dientes a la posiciéon deformada del arco, pero
Hgura 3. d'a’da la pgqueﬁez .de los corrimientos, la varia-
cion relativa de dichos valores se estima des-

preciable.

4.2. Para analizar el fenomeno del pandeo longitudinal emplearemos el mis-

mo artificio de hacer deslizante un apoyo, pero con la diferencia de que introcucire-
mos empujes de valor variable, estudiando el

comportamiento. de la pieza en los diversos ca 4\y
sos posibles.

Sea el arco representado en la figura 4,
biarticulado, con la articulacion derecha desli-
zante sobre el eje O X, en equilibrio estatico
bajo la accion de las cargas, de las reacciones oLt
verticales, de un esfuerzo horizontal introducido >
en el extremo derecho, y de una reaccién hori-
zontal en su extremo izquierdo (opuesta a ese 0

x V]

Figura 4.
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va isostatica, sometida a unas car

gas, y le anadiéramos el esfuerzo horizontal como
una solicitacién mas.

Si se diera un caso critico de inesta
arco quedaria indeterminada, es decir, ex

elastico de la pieza, compatibles con las condiciones de sustentacion, de manera

analoga a lo que ocurria en el caso de pandeo de Ia pieza recta. Estudiaremos 1a
cuestion de una manera también analoga (apartado 3.1.).

bilidad elastica, Ia forma de la directriz del
istirian infinitas posiciones de equilibrio

La nueva posicion i de un punto / del arco sera el resy
tos debidos a un giro inicial y a los giros de flexién de
entre 0 e / (sélo consideramos la influencia de los mom
mos mas adelante |a influencia de los demas esfuerzos)

Itado de los corrimien-
las dovelas comprendidas
entos flectores; examinare-

Nos referimos a flexiones adicionales SO

bre las que ya existian en la pieza en
Su posicion original. Mas claramente:

Partimos del angulo ©u
pieza, correspondientes a la
'amos muy pequefio, de ac

que forman las tangentes en el extremo izquierdo de la
s dos posiciones de la misma. Este angulo lo conside-
uerdo con la hipotesis establecida, y ya comentada,

nuamsro de dovelas iguales (el cual, posterior-
tendremos, en primer lugar, un giro del punto 1
El corrimiento correspondiente sera de magnitud

Dividiendo la pieza en un cierto
mente, haremos tender a infinito),
respecto del 0, de magnitud D
au' w, (fig. 4).

Como consecuencia al momento ya existente en 1 se afade uno nuevo, M,
funcion de Qe

El momento M, producirad un giro ¢ en el punto 1, el cual, a su vez, provocara
un desplazamiento de magnitud di*e, en el punto 2. La Suma vectorial de los des-
plazamientos de 2 por efecto de los giros P Y @1 nos dara su desplazamiento total,

induciéndose un momento M., el cual provocara un giro . en 2, y asi sucesiva-
mente.

Todos estos nuevos momentos

se inducen como consecuencia de la variacidn
del brazo mecanico de las compre

siones, como ya anunciabamos en el apartado 1.

Como resultado final del proceso obtendremos un corrimiento del extremo de-
recho de Ia pieza, que nuevamente nos permitira decidir |a cuestién,

Este punto es el que vamos a tratar a continuacién.

4.3.1. Para mayor claridad de la exposicion concretaremos las condiciones de

carga del arco, suponiéndolo sometido a una carga vertical uniformemente reparti-
da de valor P por unidad de longitud.

Consideramos, en primer lugar, los puntos 0y 1y el punto medio de la dovela
0—1, (1), que al tomar espacios muy pequefios podremos asimilar al punto medio de
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segmento 0 — 1. Los signos de giros y momen-
tos aparecen definidos en la figura 5.

Tras el giro, 1y (1) pasan a ocupar las po-
siciones 1’y (1)’, obteniéndose:

Axy = (d',sen aly, @)
!

Ay, = — (d', cos a!, ?y)

donde d.' es la longitud del segmento 0—1.

El momento inducido en 1’ sera:

Figura 5.
M, = (M) + H(M) + 1M (2]
en donde:
*(M,) = momento inducido por la reaccion vertical.
I1{M,) = momento inducido por la reaccion horizontal.
1(M,) = momento inducido por el peso de ja dovela 0 —1.
Siendo ademaés:
M) =V .ix, ?
”(M|) =—H A y1 ( [3]
](My) = _p(Axf-"Ax”)) )

Sistema que quedard completado con:

p=PAs s=-—

donde S es la longitud del arco, y n, el nimero de dovelas.

MI
(pl=-——-AS [4]
El
1
Axy, =—(0+3x) [51

2

Para un punto genérico i se tendria:

Axi = E (dlh sen aih) Dy

[
i—1
Ay, =— 2 (d, cos afy) 9,
h=0
l -
M, =v(M,)+ 1M, + Z (M) 21

k=1
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“M,) =V Ax,

M) =—Hay, [3]
I"(Mi) =_p(Ax[—Axlk.)
Mi
@; =———AsS (4]
El
1
Axlkl = (Axk«l T AX) (5|

En forma integral se tendria:

S MI
d\[ sena', ——
El

Ax, =disenq, (p“—/ at

0
M/

d\,sena\,——-
El

.5
AYy = —d,cosa, g, + / dt

oL

donde d,*, sen ¢, cos ¢, y M, son funciones de t y lo mismo /.

.t
M, =VAx(——HAy[——p/ (Ax,——Ax“)du
Y0

Observaremos ademas que las relaciones [1] y [5] ponen de manifiesto que

AX, Ay yAx,, son proporcionales a oo Las [2], [3] y [4] nos dicen que también M,
Y ¢ son proporcionales a @o-

Suponiendo que asi sucede hasta el punto i —1, las relaciones anteriores, re-
feridas al punto i, ponen de manifiesto a su vez, la proporcionalidad de a x;, AY;,
AXy, @ Y M, con ®o-

Segun esto sera:

Ax; =Ko, ) K.
y
-'—\yl=K:.'(Pu\ Kl

lo que demuestra que los corrimientos, ademas de ser de magnitud proporcional a

@n, son de direccion constante, hechos ambos de significativa importancia como va-
mos a ver.

(NOTA.—Las conclusiones que acabamos de obtener son independientes de la
forma geométrica de la directriz, del sistema de cargas y de la ley de variacion de

la inercia como es facilmente observable, Dichas conclusiones son, por tanto, gene-
rales.)

4.3.2. La condicién impuesta por la sustentacién es que seaay, = 0. Suponga-
MOos que para un esfuerzo horizontal H, de valor nulo, resulta Ay, # 0,y que au-

mentando la magnitud de dicho esfuerzo llegamos a un valor de H, para el que
resultaay, = 0yax, £0.

La propiedad que hemos deducido, por la cual todos los corrimientos posibles,
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correspondientes a un mismo punto, son d= magnitud proporcional a ¢, y de direc-
ciéon constante, nos conduce a la siguiente interpretacién:

El valor de A X, para este valor H queda indeterminado. Varia proporcionalmente
al valor de ¢, resultando que la viga curva analizada admite infinitas posiciones de
equilibrio compatibles con las condiciones de sustentacion; es decir, que ha llegado
a la situacion critica de pandeo. Para cualquier incremento del valor de H, por
pequefio que sea el extremo derecho de la pieza, se desplazara indefinidamente en
la direccidén del esfuerzo. Y con ese valor de H, para un cierto valor de ©y, CON-
seguiremos que el extremo derecho de la pieza ocupe el lugar que le corresponde-

ria si no hubiera abandonado su condicion de arco; es decir, el apoyo derecho de
éste.

Este valor de H es, por tanto, el mayor empuje que puede proporcionar el arco.
En consecuencia, si por los métodos usuales de calculo determinamos un empuje
inferior al anterior, el resultado es correcto, y el arco, elasticamente estable. Si, por
el contrario, ese empuje es superior, el resultado es falso, por no haber tenido en
cuenta en el proceso de calculo (con su artificio de hacer deslizante el apoyo) la
posibilidad de que surja una situacidon de inestabilidad elastica. En este ultimo caso,
el arco permanecera en equilibrio estatico bajo la accién de las cargas, de las
reacciones isostaticas y del empuje maximo. Siendo asi que éste es inferior al deter-
minado por los métodos usuales, la consecuencia podria ser un alejamiento del

arco de las condiciones de antifunicularidad, con el riesgo de que se produzca la ro-
tura por esta causa.

El método seguido ha consistido, pues, en estudiar la estabilidad elastica de la
viga curva isostatica, en la que si puede darse un fenémeno de pandeo, segin he-
mos visto, y despueés introducir la condion de invariabilidad de distancia entre apo-
yos propia del arco, llegando luego a la conclusiéon que se expone en el parrafo
anterior. Segun ella, en el arco no se da propiamente un fenémeno de pandeo, sino
lo que pudiéramos llamar una “limitacién de la capacidad de empuje”.

4.3.3. La hipotesis establecida en el apartado anterior (Ay, =0, Ax, # 0,

7

para el menor valor de H, que hace que Ay, = 0) es, evidentemente, la mas ge-
neral.

Otro caso posible es que para H = 0 resulte Ay, = 0, que es un caso particu-
lar del anterior. Bajo estas condiciones, el arco no es capaz de proporcionar ningtin
empuje. La misma viga curva isostética se encuentra en una situacién critica de pan-

deo, ya antes de introducir esfuerzo horizontal alguno en su apoyo derecho (ya que
A x, queda indeterminado, variando en proporcion a @n).-

Y, finalmente, queda el caso en que A x, y Ay, se anulan simultaneamente para
un cierto valor de H (que pudiera ser nulo). En estas circunstancias, en la viga curva
se da también una situacién critica de pandeo, pero de naturaleza diferente a la
de la que vimos anteriormente, pues el extremo derecho de la pieza permanece fijc
para todas las infinitas posiciones de equilibrio elastico. El fendmeno adquiere, pues.
una apariencia muy similar al del pandeo de la pieza recta. Si esta situacién se pro-
duce para un valor de H superior al calculado para el empuje por los métodos usuales
el arco es elasticamente estable. Si los dos valores coinciden, el arco se encontraré
en situacion critica de pandeo (es el Unico caso en que esto sucede). Y si el prime!

valor es inferior al segundo, el arco habra rebasado las condiciones criticas de
pandeo. :
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44, Lo que hemos eXxpuesto hasta aqui proporciona una imagen completa del
fenémeno del pandeo longitudinal de los arcos biarticulados en sus apoyos.

Vimos anteriormente que para estudiar el pandeo de la pieza recta era preciso
prescindir de unas condiciones ideales, admitidas para estudiar situaciones en las
que no se tuvieran en cuenta posibles fendmenos de inestabilidad elastica o en las
que no existiera la posibilidad de tales fendmenos. Estas condiciones ideales con-
sistian fundamentalmente en suponer que la directriz (perfectamente rectilinea) man-
tenia su posicion primitiva. Siendo asi, no existia Ia posibilidad de un aumento inde-
finido del brazo mecanico de Ias compresiones. La condicion ideal de carga perfec-
tamente centrada se establecia para el caso de compresién uniforme, precisamente

para evitar que hubiera flexiones que pudieran alterar la rectilineidad de Ia direc-
triz.

En el caso general existiran flexiones en la pieza que alteraran ya esta rectili-
neidad, si bien esta alteracion no se tiene en cuenta para estudiar fendmenos dife-
rentes del pandeo (fundamentalmente para el célculo de los esfuerzos y tensiones
consiguientes). Sucede como sj se considerara la pieza bajo el efecto de unos mo-
mentos flectores, unos esfuerzos cortantes y unos esfuerzos axiles situados sobre la
directriz, que se supone sigue siendo perfectamente rectilinea. Dicho de otra ma-
nera, se admite que la deformacion de la directriz no tiene influencia apreciable en

la distribucion de los esfuerzos. O sea, la invariabilidad de dicha directriz es la con-
dicién ideal fundamental, realmente Ia Unica.

Para estudiar el pandeo longitudinal de arcos se prescinde de la condicion ideal
de que la directriz mantiene sy forma geométrica primitiva. Esta condicion se estable-
cia para no tener en cuenta la alteracion de esa forma a efectos de analizar la distri-
bucion de esfuerzos. El abandono de esa hipodtesis permite, nuevamente, conside-
rar la posibilidad de un aumento indefinido del brazo mecanico de las compresiones.

Se puede observar que el pandeo de la pieza recta es un caso particular del
pandeo de la viga curva isostatica, ya que la condicion A ¥» = 0 es idéntica en am-
bos casos. La particularidad proviene de que, en la pieza recta, los corrimientos
resultan ser todos perpendiculares a la directriz (a x; = 0 para todo ).

5. CASOS CONCRETOS ANALIZADOS

5.1. Tomaremos un arco de directriz circular, inercia constante [=4X10-3m9,
modulo de elasticidad £ = 2,5 X 10° t/m2, 50 m de luz y 20 m de flecha.

El sistema de férmuas de 4.3.1 quedara completado con las siguienes:

E=25x10 6
I'=4x10 3
. C AB = 50
P CD =20
A7
e 2¢CD
e [ Y = arctg
al l AB
A, D \B }
, x \‘ B=r/2—2y
Il . 1
R=——AB/cas 8

Figura 6. 2
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S=Rqg

Aa=al/n
AS=S8/n
p=PAs
tgai, = (v, —y,)/(x,—x,) (cosenos positivos)

X, =R[cosB—cos (B + /1w

y, = Rlsen(B + i a) —senp]

dy, = x, —x, )2+ (y, =y,
1

=-—PAs
2

Para el calculo del empuje por métodos usuales tendremos ademas:
i ! )

i
M. =Vx —p AN (x‘——xd_)

P

k=1

n n

>y, / Ny

i=—0 =0
Con estos sistemas de formulas se ha elaborado el programa que aparece al
final del trabajo.

H =

5.2. Daremos cuenta, seguidamente, de los resultados de una serie de calcu- j‘
los, interpretando los resultados de acuerdo con las ideas expuestas en 4.3.2

En primer lugar se estudid la convergencia de esos resultados al aumentar el
numero de dovelas. Con P =1, ¢, = 20°, y H el deducido por la ultima férmula del
apartado anterior se ensayaron los valores: n = 100, 200, 300 y 500 dovelas.

Los valores de los corrimientos para el punto n aparecen en el cuadro siguiente:

1 i
n 100 | 200 300 | 500
X, 1206 | 1202 1200 | 1199
- 1
| 1
Y, 417 4,24 4,26 i 4,28
I

En este cuadro se aprecia la convergencia de los resultados. Para los calculos
posteriores hemos estimado suficiente la aproximacién proporcionada por n = 300.

En segundo lugar, se tantearon los valores P = 1/2 y P = 2, con ¢, = 20°, to-

mando, también, el valor de H deducido por los métodos de célculo usuales. Los re- °
sultados fueron:

! f
P 7 1 2
|
X, 910 = 1200 | 865
T 0 3
v, —378 426 | 1011
' s |
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Con arreglo a este cuadro se ha hecho el diagrama namero 1. (En este diagra-
ma las curvas hubieran quedado mejor encajadas si hubiéramos considerado mas
valores de P, pero, desde nuestro punto de vista, creemos suficiente dar una idea
aproximada de su aspecto.) Se ve que el valor de H, deducido por los métodos de

calculo usuales, para P ~ 0,65 coincide con el empuje maximo que puede propor-
cionar el arco.

Finalmente se ensayaron una serie de casos con P = 1, w, =200, H = 0,0, 0,2,

03, 04, 05y 1,0. E empuje deducido por los métodos usuales resultd ser:
H = 16,69. Los resultados fueron:

{
H 0.0 02 | o3 0.4 05 1,0
é |
X, | 1047 1051 | 1053 10,56 10,58 10,68
j i ) ) )
: i
y, —0128  —0053 | —0016 0,022 0,059 0,242
i

De acuerdo con estos resultados se ha realizado el diagrama numero 2, gue
nos permite afirmar que el empuje maximo es, aproximadamente, 0,34.

En este caso encontramos una gran discrepancia entre este valor y el deduci-
do por medio de los métodos usuales. Esta discrepancia no es fruto de la casuali-
dad, sino de haber elegido un valor bajo de la inercia, intencionadamente, que pro-
porcione una esbeltez tal que haga ponerse de manifiesto la “limitacién de la capa-
cidad de empuje” del arco (fenomeno en cierto modo equivalente, desde un punto
de vista practico, al de pandeo en otros tipos estructurales). En efecto, suponiendo

que el arco es de seccién rectangular, con una anchura de 0,30 m, resulta un can-
to de 0,54 m.

Dado que el valor adoptado para E (2,5 x 10t t/m*), es propio del hormigén,
cualquier ingeniero algo familiarizado con el proyecto de este tipo de estructura
consideraria que la esbeltez es muy elevada y que seria sumamente probable un
fendmeno de naturaleza semejante al de pandeo (0 de pandeo, simplemente), aun-
que no poseyera criterio tedrico alguno en qué apoyarse, e incluso, aunque hubiera
comprobado que el arco es capaz de resistir las solicitaciones por los métodos

usuales de calculo. (Nota: incluimos este parrafo porque consideramos muy atil una
aproximacion intuitiva al fendmeno.)

6. EFECTO DE LAS VARIACIONES DE LOS ESFUERZOS AXIL Y CORTANTE

6.1. Consideraremos, en primer lugar, el concerniente al esfuerzo axil.

Segin hemos visto anteriormente (4.2. y 4.3.1.), introduciendo el giro inicial
¢ Se producian flexiones a lo largo de toda la pieza. EI giro de una seccién cual-
quiera se obtiene integrando los giros de flexién de las dovelas situadas a la iz-

quierda. Esta integracién, para un punto / del arco, con la notacién que antes es-
tablecimos, vendra dada por:

Y = Z P;
k=0
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de donde se deduce que v; es proporcional a w,. Para anali-
zar el efecto del giro sobre el valor del esfuerzo axil, parta-
mos de la figura 7, en la que se han representado las fuer-
zas F y H, vertical y horizontal, que actian sobre una pieza
recta o a, la cual, mediante un giro y, pasa a ocupar la po-
sicion o a’. Sean N’ y N” las variaciones de las compresio-
nes causadas por F y H, respectivamente. Tendremos, supo-
niendo que ¢ es muy pequeio:

Figura 7.

N’ = F [sen (B — y) —sen f] ~ —(Fcos @) y
N” = H[cos (f—y)—cosf] ~ (Hsenf) vy

La variacion total sera: N = N' + N”.

En el caso analizado en 4.3.1., para un punto i del arco, resulta ser:

En vez de F, VI. = (V—Psi), con s, =/]A\S

En vez de §, §; = af, _, (al aumentar n, §; tiende al valor de ia pendiente)
Resultando:
N, =—(V,cosf,)y, _, y N N | | )
N =N_+ N roporcional a ¢, ya que o es
N, = (Hsenf )y, _, . , , (prop Py YA que Y, _

Siendo A la seccion del arco, la variacion de espesor de la dovela definida por
los puntos i — 1 e i, resulta ser:

N,

!
g, = —-———J\s (proporcional a o)
EA

Estos acortamientos (o alargamientos) produciran corrimientos en los puntos de
la directriz, siguiendo un mecanismo andlogo al de los corrimientos debidos a los
giros de flexion, que estudiamos en 4.2. En el caso presente son traslaciones ¢, en
la direccion de las tangentes a la directriz. Es decir, por efecto de la variacion ¢;,
todos los puntos de la directriz situados a la derecha de i sufriran una traslacién ¢;.

El corrimiento de un punto i se obtendra, pues, integrando las traslaciones a

que dan lugar las dovelas situadas a su izquierda. Las componentes de este corri-
miento seran:

i1
Q

8, x; = Z g, COS B,
k=1

i—1
.

S,v, = 2‘ £ Sen B,
k=

que son proporcionales a «,, resultando constante, por tanto, la direcciéon de los
corrimientos.

Habida cuenta de esta proporcionalidad, el considerar este efecto se traduce
en afiadir un término a las expresiones [1]’ de 4.3.1., sin que esto suponga una al-
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teracion sustancial del método ni del proceso de célculo, que, realmente, siguen
siendo los mismos.

La inclusién de estos términos en las expresiones integrales de 4.3.1. es inme-
diata.

6.2. De la misma figura del apartado anterior se deducen las variaciones del
esfuerzo cortante, resultando:

T = (Fsenf)y
T=T7 +717
T” = —(FcosB)y
Y en el arco:
T = (v, senfB,)y, _,
1 1 ] e
T. =T +7” (pro orcional a

77, = — (v, cosB,)y, _, ; i i i (Prop n Py)

Siendo G el modulo de deformacion an

gular, los corrimientos elementales (esta
vez normales a la directriz) seran:

T.

1
X, =——As

GA

Por 1o que el corrimiento total del punto / vendra dado por:

—
X, = — }.4 X, sen 3,

1
{—
—
Sy, = Z X, cos [3]'

ambos proporcionales a ©o-

Las conclusiones son analogas a las del caso de los esfuerzos axiles.

6.3.

Ahora hemos visto que la variacion de los esfuerzos axiles y cortantes tiene
también su influencia en el fenémeno, si bien menor.

7. GENERALIZACION DEL METODO A OTROS TIPOS DE SUSTENTACION

7.1, Si el apoyo izquierdo es empotrado, bastara introducir en & un momen-
to My, que hara un papel analogo al del angulo %o que introduciamos en el caso de
que fuera articulado. Si, ademas, el apoyo derecho es articulado, la estabilidad es-
tatica de la pieza exigira la accién de dos reacciones verticales, una en cada apo-
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yo, que formen un par cuyo momento anule el introducido. Siendo f el valor de es-
tas reacciones, y L la luz de la pieza, se tendra:

M,=—1L (")

Es decir: en el extremo izquierdo de la pieza existiran, por una parte, las reac-

ciones V y H, y por otra, el momento M, y la fuerza vertical f (con el signo que le
corresponda).

El proceso de calculo es esencialmente el mismo que se establecié en 4.3.1, con
algunas particularidades que vamos a resaltar:

En primer lugar, aqui el giro inicial es nulo, por lo que las ecuaciones [1] se
convierten en:

Ax, =10
Ay, =0
En segundo lugar, en la expresion de M,, dada

por la ecuacién [2], hay que anadir los términos co-
rrespondientes a M, y f, resultando:

My =M, + 1 + 53x)+5(M)+ HM)+ (M)

Ademas, las ecuaciones [3] ponen de manifiesto
Mo que:

Figura 8. (M) = (M) = (M) =0

y ya que antes vimos que f es proporcional a M, deduciremos que M, es proporcio-
nal a M,,.

La ecuacion [4] pone de manifiesto que @1 €s proporcional a M,, y la [5] man-
tiene la misma forma.

Las siguientes ecuaciones [1'], etc., no varian, a excepcion de la [2], que resul-
ta ser:

My =M, +1(x; +3x)+ 5(M)+ M)+ (M)
(Es trivialmente demostrable que A x;, Ay, M, y @; son proporcionales a M,. Ade-

mas, el término f (x, + A x;) puede quedar reducido a f x;, dada la pequefiez de A X;
relativamente a x,).

7.2, Si ambos extremos son empotrados introduciremos un momento M, en el
apoyo izquierdo, que transmitird otro, M, al apoyo derecho de la viga curva isosta-
tica (el cual si bien es deslizante no queda liberado de la condicién de empotra-

miento). Para el equilibrio estatico de la pieza sera necesario contar con un par
de reacciones verticales de valor f tal que:

My + M, = —fL

Si se determina f, el proceso de caiculo es analogo al explicado en el apartado
anterior. Bastara, pues, que determinemos f.

(*) M, no tiene por qué ser muy pequefio. Aunque sea de cierta magnitud, las deformaciones que
provoca seran pequefias.
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Para ello es necesario contar con la condicion de empotramiento en el extremo
derecho, que impone que el giro de la ultima seccidn sea nulo. Suponiendo que la
pieza esta bajo la accion de Mo, M'y, y el par de reacciones f se tendra:

M, =M, +1x,
M,

M, ¥ —-——As
El

cuyo significado es evidente.
Si es v;, el angulo total girado por la seccién i se tendra:

i — i

O O
7[=Zcpk= M“sl+fAstk
E
ko

k==

donde s, es la longitud del arco definido por los puntos 0 e . (Esta expresién es va-

lida para / constante; si fuera variable es inmediato establecer, tanto la correspon-
diente a ésta como a Jas siguientes expresiones.)

La condicién a cumplir es v, = 0, de donde resulta:

n
.
M, S =—fgsl X,

k=0

que en forma integral seria:

(5
M,S = — / xds

0

(NOTA.—Las condiciones iniciales M,y f se introducen, de acuerdo con el méto-
do expuesto, para provocar unos corrimientos AX; y Ay,). Por tanto, en rigor, en
las férmulas anteriores en vez de x, X;, debiera escribirse Xe + AXe, X; + Ax;, pero,
como hemos supuesto que los corrimientos son muy pequefios, su influencia, a la hora
de hallar el valor de f mediante aquellas formulas, es despreciable. Lo que acabamos
de decir se extiende también al efecto de los corrimientos sobre el angulo de giro
de la seccidn final Como consecuencia de la accién de las solicitaciones y del es-
fuerzo horizontal; es decir, aceptamos los resultados obtenidos por los métodos de
calculo usuales, los cuales no tienen en cuenta estos corrimientos. Se ponen asi de

manifiesto, una vez mas, las consecuencias derivadas de la hipotesis de “pequefiez”
de las deformaciones.)

7.3. Los resultados del apartado anterior pueden apli-
carse a un caso de cierto interés, que es el de un anillo )
circular sometido a una presidn externa uniforme.

Considerando dos mitades separadas por un diame-
tro, el caso se reduce al de un arco circular biempotrado
0, mejor dicho, al de una viga curva biempotrada, ya que
no existe coaccion externa alguna que obligue a mantener Figura 9,
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fija la distancia entre apoyos. Por tanto, en este caso si se puede dar un fenémeno
de pandeo propiamente dicho.

1]
74. Los arcos con algan empotramiento elastico son un caso intermedio en-

tre los articulados vy los empotrados. En un apoyo de esta clase habria que introdu-
cir en angulo y un momento iniciales.

7.5. La aplicacién del método al caso de un arco atirantado es inmediata: exis-

tira una limitacion del empuje transmitido por el arco al tirante, y el fenémeno sera
en todo igual al analizado en 4 y posteriores.

A FORTRAN 10 (VERYO3T) SOUKCE LISTinG:
PROGRAN JHOTOY

€STUDIG SOBRE PANDEO LONGITUDINAL DE ARCOS

etihtenenn,en -

ceme

1
2
3
L
5
6 DIMENSION l(\OO\).I(\OuV).il(VUUVJ.D[LX(NJZ),DfLYHOOH
7 Pla3, 1615927

8 N(AD{5,600)[.AI.AH.CD.HOGF.\.P.M

9 600 VURHAYIZLIO.Y.LF\O.I,I‘)D

10 Flo=F10GRASPL f1B0,

n 100 READ(S,560,ENDe7)HSUP

12 500 FORMAT(F10,1)

13 \UilH(0,.‘001[.AI.AB,CD.N.P,FIO\}RA

1" 200 FURMAT (MY, ' C » COYPET LS 5,0 s CVTPT RS, 5, A . ti2PL9.2,51,

15 TEED » L 2RL9L2//IKN 5 e, 000, 0 CeTRL200050, 00w v 2pEeLD)
16 H1sHe)

17 GeATAN (2,000 /aN)

18 BePl/2,-2,40

19 .

20

2

22 WELSEwS/N

V3 LfLALsA/N

s PPaFebELSE

xS U0 1 tel, Ny

26 LERD

27 B Re(COS (R =COS(oAAODELAL))

28 VT ke (S IH e AASDELALY SN (1))

29 VsPes/2,

30 5180

3 5240

32 D0 3 Te, Ny

33 5

st

5 2

34

37

34 3osessaet (e (1)

39 He§S1/S2

40 NRITL(6,700) HSUP, N

41 700 FORMAT(/* K SUPUESIA DOVPEN3L5, 910K, 0 CALCULADA » ¢, 1PE13.5/
(%3 1/ i DELX(]) DELY (D) it
L3 210/

u DELA (1) aa0

4y DELY (N e,

L6 Fl(1)sFlg

L7 1=

L NRHf(é.}OC)l.anHI)yDELV(ll.fIll)

(%4 300 FORMAT(IL,£22,7,2023,7)

50 00 6 Ix2,8

51 [AER RS

52 DELX{1)a,0

53 DELY (1)=.0

54 0 L yay, 1

55 S.\MG-SIH(AMN((\‘ll\-\‘(J))/(le-l(JlH)
56 CANGSART (1, =SANG«SANG)

57 DIS'SHNI((X(I)-l(J))'-Z'(Y(H-I‘(J))"zl
%3 DELXCE) sDELX (L) oDISeSANGaF] (4)

vy & DELY (L} «DELY (1)-D1SaCANGoF[ (1)

60 AMIYEYaDELX (1)

61 AMIH==WSUPeDELY (1)

62 AMIKPa, 0

63 00 5 Ks2,1

6L DELKPe(DELX(K=1) «DELX (X)) /2,

65 S ARINPEAMIKP=PPo{DELX ([)~DELKP)

86 ARL=AMIVeARMIReANTKR

67 fl(l)--AHl-D[lSE/(E‘All

68 vmr:u.xowr.unxu).nnv(n.rlm

69 6 IF(HDD(!,”).[G.O)VRIl[(b.LoO)

70 L00 FORMAT (1n1/7/0 1 DELX (1) DELYLL)
71 1 FLan )

72 G0 10 100

73 7 stop

74 END

Figura 11,
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8. CASO DE UN ARCO TRIARTICULADO

8.1. Los arcos estudiados hasta el momento son hiperestaticos. El método des-
arrollado permite estudiarios utilizando el artificio de liberarlos de una de las coac-

ciones (la que fija la distancia entre apoyos), quedando sometido a las otras, las
cuales aseguran el equilibrio estatico de Ia pieza.

Este método, tal como ha sido expuesto, no resulta, pues, aplicable a arcos is0s-

taticos, en los que ninguna coaccion puede ser suprimida sin que se pierda la esta-
bilidad estatica.

Como caso mas representativo de arco isostatico encontramos el de tres articu-

laciones. Para el estudio de Su estabilidad elastica adaptaremos el método expues-
to anteriormente a sus Carasteristicas propias.

8.2. Como en 4, introduciendo un giro w,, muy

. pequeno, en la articulacion A, admitiendo que las
reacciones isostaticas no se ven alteradas por las
pequenas deformaciones derivadas (que es, una vez
mas, consecuencia de la hipdtesis de “pequefiez” de
las deformaciones como es facilmente observable) se
desencadenara una serje de corrimientos proporcio-
nales a ¢, y de direccién constante. Estos corrimien-

—————— 5

A g tos vendran dados por ecuaciones analogas a las de
aquél caso.

Figura 10. . _— .
o Asi obtendremos un corrimiento C, de la articu-

lacion C. Si hubiéramos partido de B mediante un
giro ¢, obtendriamos un corrimiento C,.. Si ambos fueran de la misma direccion, la
posicion de C quedaria indeterminada en funcién de dos angulos,

habran de guardar una proporcion determinada. Se habria producido un fendmeno
de pandeo propiamente dicho.

Si, por el contrario, ambos corrimientos fueran de direccion distinta, el arco en




Figura 12.

Figura 13.



