LA SOLUCION GENERAL DEL PROBLEMA
ELASTICO CON FUERZAS DE MASA NULAS®™

Por ANTONIO LECHUGA ALVARO

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos,

A partir de la ecuacién general de la elasticidad con fuerzas de masa nulas, se

llega a la solucién general del vector desplazamiento en funcién de un vector biarménico f
-

y de un vector irrotacional YV o y, a partir de ella, al tensor de tensiones se aplica

a continuacion la solucién general hallada al caso particular de deformacion plana,
previo establecimiento de condiciones suplementarias,

1. CASO GENERAL

La ecuacion general de la elasticidad sin fuerzas masicas Se puede expresar
vectorialmente por:

> - (1)
A+ G) Vdivu+GAu=0
en donde:
gk E
)\_z —_— G =
+ao)(1—2g) 2(1 + g)

—)
siendo £ el modulo de elasticidad Y o el médulo de Poisson, u es el vector despla-
zamiento que ha de cumplir la ecuacion (1), que es la de equilibrio interno en fun-
cion de los corrimientos.

__>
En cada punto del solido elastico existe, por tanto, un campo de vectores y que
cumplen con la ecuacion antedicha.

-
La solucién general de U, que cumple con la referida ecuacion, la podemos

- —>
poner en funcion de un vector biarménico f y de un vector irrotacional V @, vere-
mos en qué condiciones:

>
Podremos expresar u por el siguiente valor:

-> —> > nd
u=\f+ AV divf

siendo;
—> -> — ->
AAF=0  Af= Al T+ At j+af k

———

(") Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la redaccion de
esta Revista hasta el 28 de febrero de 1975,
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y A una constante a determinar para que se cumpla idénticamente la ecuacion (1).

En efecto:
> = - >
u=Al+ AT divf
-> - ->
divu =div(A f) + AA(div i)

Pero sabemos que:

luego:
- -
divu = (1 + A)aA(div ()
igualmente:

_)
Au= AV Adiv{
ya que igualmente:
T >
A(vdivi) = v(adivf)
entrando con estos valores en la ecuacion de equilibrio obtenemos:
- > - ->
L+ G VI +AAVI)+GAV(adivi) =0
o lo que es lo mismo:
-> -
L+ G (1+A)+GAV (A(divi)=0

Para que se cumpla siempre idénticamente ha de ser:

LFG(H+A+GA=0

L+ 2G 2(1—o0)

y, por tanto, la solucion general del vector desplazamiento sera:

> = 1 > >
U=Af ——————Vdiv{

2(1—o0)

Tratemos de expresarla en otra forma en gue nos sea mas cémoda para ulte-
riores pasos:

2G

> >
Vdivf1

2G | (1—o) 2(1—o0)
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y ahora llamamos a:

26 5
f=g
1—g
obtenemos:
. _> .
- 1 — - divg
U=—-1(1—0g)Ag— ¥V ——
2G 2
si hacemos ahora:
> -
Ag=h
y:
->
divg =2¢
obtenemos:

> 1 - e
U= ——1I[1—g) h—\7'p)
2G

con las condiciones siguientes:

- -
f_\h=AhJ. i +A/7\,I' +Ah k=0

>
divh =21\¢

como se puede observar por simple comparacion con la primitiva,

._)
Evidentemente siempre que A Ao =0, ya que divAh = 0. Por tanto, tene-

mos que:
> 1 > >
u= —((1—0)/7——V(p)
2G
con:
—-)
divh =2A¢
y:
->
Ah=0
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Sabemos que el tensor de deformaciones lo podemos expresar por:

1 du, ouy
”ik=—( + )
2 dx, ox,

!

y valdra en funcion de la solucion general encontrada:

1 d* o
Uip = —— (1_°)hik_"‘——‘——)
2G dx; 0x,

1 E)h‘ E)hk
h ¢ =—~( + ) )
2 JdX; ()xi

sabemos, por otra parte, que contrayendo los dos indices obtenemos:

siendo:

1

- -
up, =divu = — ((1—g) divh— A )
2G
ahora bien:
~>
divh=2\¢
luego:
> 1 o
uy, =dvu=—[1—20lAp=—A¢
2G by

->
lo cual lo podiamos haber obtenido directamente sacando divergencias en u.

La expresion del tensor de tensiones g, €n funcion del tensor de deformacion
U;; es:

. =uy NGt 2Gu;,

1IN

siendo 3,; el tensor unidad, por tanto:

%o
o, =0A¢p0, T (1—a)h ;—
dx; 0x;

Naturalmente, la expresion del tensor o;, satisface los ecuaciones de equili-
brio, que se pueden expresar por:
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ST T R R s ey e e e

d'“’o'“
+o)aoc,, +—0  _
ax,.axk
Veamos, en efecto, las primeras:
dao; . do dh,, deo
=0 A + (1—g) —A
dx, dx,; dx;. dx,
ahora bien:
Tyah 9,
hlk == + )
2\ dx, dx;
dh,, d dhe\1 1 9 do
——=—lan + —_— == 2A0 = A
dx, 2 dx, dx, /| 2 dx; d x
ya que:
Ah, =0
y:
an, N
=divh =2¢
dx,.
luego:
do;, do do
——={1—g) —(1—o0)a =0
d X, dx, dx,
veamos las de compatibilidag:
T ag A
AG‘/}\.=O—AA({)'B’»A,+(1'—‘U)A/7,"-‘ = —
E)xiaxk E)xiaxk
ya que:
AAp=0
y:
Ahjp=0

O =3cAp+(1—g)2a P—Ap=(1+0d)Aag
Y sustituyendo obtenemos:
Fae =Ag

+ (1 + ¢)
dx; dx, dx; dx,

—(1+¢)

=0

como era de prever,
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Las Gnicas condiciones que nos quedan por cumplir son las de cortorno, que
se plantean tensorialmente por:

Vi g =F

-
Siendo n el vector de la normal a la superficie. Por tanto, éstas quedan asi:

9o
F,=acA¢n; + (1—a)h;pnp —————=+n;
dx, dx,

Con lo cual queda expresado el prcblema elastico con toda generalidad.

2. CASO PARTICULAR. DEFORMACION PLANA

Veamos ahora el caso particular de deformacion plana, es decir, el caso en que:

y todas las expresiones restantes solo dependen de x e y; en este caso, seria:

1 do Ah, =0
U, =— 1—aoh, —— ’
2G Jk Ah. =0

1 do ah, dh,
uy\,=————((1——o’)h),——) + — =27¢

dy dx ay

siendo ahora:

02 02
A= +
dx* Jy*
iguaimente se tendra que:
- c
divu =——A¢
A

1 dh, o
Uppy = — (1—o) - )
dx d x*

1 dh, a2
Uyy = ——‘((1 —a) - )
ay ayt

1 /(1—0o) jdh, dh. o
uxy: ( ( i - )—
2G 2 ay dx dkoy
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dh, e

Orx S0AQ+ (1—g)——
dx J x3
ah, a0
Oyy S0CAQ+ (1—¢) ——
7 dy dy?
1—o / 0h, dh, o
Ty = + -
’ 2 ay dx dxdy

si hacemos ahora como condicién suplementaria:

dh,  dh,

= = A (p
dx dy
obtenemos:
d* e ERO)
Opp = — Oyy = ——
dyz d x2

ahora bien, si se cumple esta condicidn podemos hacer que:

dx dy
h, =—0 .= —
dy ' d x
con lo que:
LY
=Ap Ay =0
dxdy
y entonces:
dh, dh,
+ — =Ay=0
dy d x
y:
e
Oy = —
dxdy

con lo cual vemos que ¢ es la llamada funcién de Airy y y es la llamada funcion

de Filon, quedando, por tanto:
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dy

U——ﬂ————"——]

ay
dx

(1—a)——-—J

dx

do
dx
do
ay
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Opx = Oypy =
ay2 ax.!
02
d:: i
dxdy
2@
a-.rty = oe—
dxdy

3. CONCLUSIONES

1. Para llegar a las soluciones generales de desplazamientos y tensiones en
elasticidad bidimensional de Airy y de Filon hemos tenido que poner una condi-

._)
cion suplementaria, cual es que los dos términos de la divergencia de! vector h sean
idénticos, 1o cual podemos expresar tensoriaimente en la forma:

hiv =800
es decir:

h_]._.c =AQ hyy =A@ h._ =0

2. En el caso de elasticidad bidimensional el poner la condicién h; ;. = §,;, A 0

no nos ha hecho perder generalidad, ya que las soluciones de Filon y Airy a las
gue llegamos son generales.

Habria que demostrar que esta solucion puede ponerse, aunque la demostra-
cion la tengamos de considerar que con ella no llegamos a ningtn absurdo.

3. En el caso de elasticidad tridimensional pareceria que las funciones h;, tu-
viesen, por analogia, que cumplir alguna otra condicién, como en el caso bidimen-
sional, aunque esta condicion no se presenta tan facilmente.
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