]

ESTIMACION DE PARAMETROS DE LA LEY

NOVIEMBRE

'DE GUMBEL EN MUESTRAS PEQUENAS (%

Por VALENTIN MARTIN JADRAQUE

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos,

En los estudios hidrolégicos, Y en particular en el esty
de un rio, se considera que esta variable aleatoria se dis
Ahora bien, |a ley de Gumbel es de aplicaciones mas generales, y su uso se considera
satisfactorio como distribucion de variables aleatorias Que sean extremos —maximos o mi-
nimos-— de un determinado fenémeno que se produce en e/ tiempo.

El estudio que aqui se realiza es, por una parte, un recordatorio de Jas principales
propiedades de esta variable, como son su funcic i j

funcién generatriz de momentos y el c4
cdlculo de la media, varianza y desviacicn tinic

de la estimacién de los parametros caracteristicos media y desviacion tivica en el caso
de muestras de extension pequera, los cuales sirven, a su vez, para determinar los para-
metros o y u tipicos de esta ley.

dio de maximas crecidas anuales
tribuye segtin |a ley de Gumbel.

La variable aleatoria ¢, con distribucion de Gumbel,

€s aquella cuya funcién
de distribucion F (x) es:

F (X) = Pl’Ob (: ) X) = o ¢ "o (.\‘ =) (1)

en donde « y v son unos parametros a
se analiza posteriormente.

La funcion de distribucion (1)

determinar en cada €aso, y cuya estimacion

» COmo toda funcién de distribucion,

cumple las
propiedades:
F(x)). Fix.,) si Xy X
Flex) =0
F{+ ») =1.
La funcién de densidad f(x) sera:
dF(X) ~ 4 (X =)
f(x) = —— =g X g ¢ : )
dx
La moda de Ia distribucién, como se sabe, se obtiene haciendo:
I'(x) = F" (x) = o,
Tomando logaritmos neperianos en (2) y derivando se obtiene:
F"(x) =g "o (XN o= 1) '[F'(X)~a'F(X)],
con lo cual F (x) = @ implica:
F'(x) = a-F(x),
—_—
(") Se admiten comentarios sobre e Presente articulo, que pueden remitirse a |a redaccién de
esta Revista hasta e| 28 de febrero de 1975.
L” = logaritmo neperiano.
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para lo cual:
e—-u-(x—u):]
Y, por tanto:

X = u,

moda

La funcion generatriz de momentos e () sera:

sy ! f . s — s (X )
@, (1) = E (e* )==l e"-l(x)~dx=/ ev leg.e ¥ g - d x.
Haciendo:

y:e“"’("‘_”) e = gl.y

dy = —on-y-dx;

0t =— [
oy

— t
o, (1) = e 1. -~*) P=ev i1 — —— (3)
o o

Para el calculo de los momentos respecto del origen, «,, recordemos que:

con lo cual:

d/\
o =k (0) = [ ——q, ()
itk

Y, por tanto:

o e 0.y
b —— L — k4
11 2! k!

. () =1+

tomando logaritmos neperianos en (3) tenemos:

!
L” o (1) =u-t+ L“ ]‘(‘1— ) (4

Por otro lado, se sabe que:
(1 +x)=x!= lim

n->w n X
| (1 + ——)
J=1 !
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n X .
Lrt+x=im [x-L n— N\ L, (1+—
n-->mw .‘-‘ i

siendo:

no> e

C = 05772156 ... = constante de Euler = |im (1 +

Haciendo x = f obtenemos:

th
R ) .
hoegh . jh

Si llamamos:

® ! 1 1
S,= N ey
,/_Jl i 2h 31

tendremos:

t { o0
L.} (w-‘) =C:——+ \

h=2

Yy, por tanto:

1974
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b — 4
2 3

ok —

th

S

ceh

{5)



170

con lo cual:

Cc
K =u+ —
o
S'_'
K! = ——
o=
S, (r—1)!
K, = ,
o
siendo K, el cumulante r-ésimo.
Por ser:
K, = o, = media;
o = O, — of) = varianza,
se tiene:
C
o, = media = u + =E ()
o3
S. i
o, — @7, = varianza = —— = — = varianza (y).
o* Gt

La desviacion tipica:

T
D) = + | varianza (§) = 4 ———,

o |6

con lo cual:

media — moda E()—u D (&) - I/S

Obtenida una muestra de valores x,, Xa ..., X,, y estimados a partir de esta

muestra la media y, y la desviacion tipica ., la estimacion de los parametros

« y u se realiza de acuerdo con las férmulas anteriores:

. T 1,28255 . C . c- |6
o = = ; U=p,———=pn,— 'Oy = I, — 0450057 .
A N o .
0'.\‘ 6 o-.‘l‘ ‘
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Con este recordatorio tedrico
centrados de la media Ity

Pasamos a analizar el estudio de estimadores
y de la desviacion tipica g,.

La media muestral X, sabemos que es un

estimador ,1,‘. centrado, de Ia
media poblacional ite. En efecto:

Con:

Xyt X+ L+ x

. Xpbx,+ L+ X, 1 n-p
EG,)=€ (x )=~ Ef— FEe—[E(x) + E (X)) + ...+ Ex )] = ——= i
n n

n

En el caso de Ia desviacion tipica muestral S

v €ste estimador 5, no esta
centrado en la desviacion tipica poblacional G,

Y por ello trataremos de encon-

trar unos coeficientes ¢, que, dependiendo de n, hagan que:
g, S‘“ 1 }.x-', )
—— e e —_— X”
E, E,‘. € n

sea un estimador centrado de G,
Para ello tendra que verificarse que:

Siendo ¢ |
cion;

consideramos la variable:

N = o (& —u),

es decir, y = 2 (x—u)

y

F(x) = preb (& x) = prob [g - (¢ —u). o (x—u)] = prob M y)=c ¢ 7 = Db (y)

Relaciones inmediatas entre ¢ vy n son:
N = (8 —u);

Etm =, =u-( (f)—u) = @i, —u) = G

var(n) = ¢ = g var (§) =

a‘-’ca’-.=h'

D=0, =a 0, =—

A\'()'\’IEMBHE 1974 1



Si:

y, = a-{x, —u)
n
Ny
T N (x, —u) N X
v, = = = — U= o (x, —u);
n n n
y, =y, =a-x, —u—ux —u =0 x —x)
1 n 1 "
S,= | o N e | e N xS
n i ! n 1 !
con:
N{xo—x )" X ,
S\, = Tt T _“~“—_Xn
n n
Considerando y, como estimador de . se tiene:
E(yl) = r/_~E(X/)—r/_'L/ = (/.'([L_\ —u) = C.

Puesto que:

) =07797-E(S ).

Para el calculo de E (S, ) se generan muestras (v,y....y,) de extension n
la variable aleatoria «, cuya funcion de distribucion es & (y) = Prob (4 -
y) = e —+ ¥ (distribucion reducida de Gumbel « =1, u = 0).

Para ello, y por el procedimiento de simulaciéon se genera un numero alea-

torio z, de la distribucion rectangular (0,1) v haciendo z,
fo mismo, y;, = —

de

=e ¢ Y o lo que es
L,{(—L,z,), se obtiene un valor y. de la variable aleatoria -,

Fijado el valor de n (extension de la muestra) y obtenidas k muestras de
extension n, con k suficientemente grande, tendremos:
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. ! - ‘ Media muestral Desviacién tipica muestral
Nimero | Muestra de extension n o
de Xy, 1/ 3y, )
muestra Yiveo.y, Y, = —— sm = ——y,
n
1 YinYor oy, Y. Sen
2 YieYuo ooy, o Y vz
3 yl.’:y‘_' y/ 3 y”;; vl
k Yie Yoo oy, Yo 1 Sk
y,l+y,;; f +y/,;\
E (y,)=0C= 05772 Rmme—— Y,
k
& 2
Ny
n-var (y) G:\ i i‘-‘] N
var(y ) = *»—»--f—- = =~ _y-_'”A
n- n 6:n k
Soa+ S L+ .+ S,
E(S\I‘):\ “:8_\'//&
k
&
\. 0
i SE ’i 2
var (s )’;————~‘_S\M
k
El valor de €, sera:
g, =07797 - E (S.,) 07797 S
Y una estimacion centrada de Ite Y o, seran:
Xp+ x,+ 0+ X,
“l = = X“,
n
0 / \! »
1 N (xl ~x”)- 1 /, X x, o S" M
g‘ = oe—— D — = — “——X’ = e——
E, n £, n €

Veamos otro procedimiento para estimar la desviacion tipica poblacional O
Consideramos la muestra de extension n: (x, x. ... X; ... X,). Supongamos una
ordenacion de menor a mayor de la forma:
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Consideremos los “cuasi-recorridos” -

ru.\‘ = Xy =X = Xm:'nw _X;um = recorrido

rll = no—1 X-
Fop =X, _u—x,
y en general;
r/l:;xw /'/_—X/\I
sea:
Y, = o (x, —u),
con lo cual;
¥ Yo y Y,
R e P R S S R

It
E (r/'; \) =o-k (r//.\)

var(r/,\) = g var (’,u )

D (r‘,, \_) =a-D (rm).

Si hemos obtenido por simulacion en la ley reducida de Gumbel k muestras
de extension n, y en cada una de ellas el “cuasi-recorrido” r,,, tendremos:

oy tr, o+ o+
it fve TR
N~ — ———— = N
E(I’,\),\ I'/ VA
k
1k
A
i 1 2
Y
k

Sea p,, el coeficiente (funcion de n) tal que:
r/'\ ~
El——] =0, = ——u,
p/:lr ' 6
es decir:
/:.1) =pIH/'Gl.=p,,/,' :

Entonces:
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luego:

g

E(rl‘l\') =a'p”,,-o>r=p”h-a\‘ 2T R '
]

Y, por tanto:

| &
£,;, = ———.F (r, ) =0,7797 . € (rh W) 270,7797 oy i

En este caso, una estimacién centrada de .Y o, seran:

Xy ooa, b X,
e = Xy
n

r/'l
O'.‘. D —
‘OI“/(

1. Una estimacion centrada de |ty €s:

)+ X+ X
e = — T
n
2.° Estimaciones centradas de 4, son:
! . [N e
Sv, » 1 ;- (X“ -X/‘)“ 1 / — Xﬂi 2
A G eme—— = T — = o ——x,
€, €, n E“ n
;
a0
by o, = ———
p/xh

Precisamente POr ser ambos estimadores G

w1 Y o centrados en G, conven-
dra en cada caso coger

aquel cuya varianza sea menor, es decir, siendo:

Var (S ) Var (S o)

Var (’J\",rl) = — = i
=y @2 E:“
‘ Var (r, ) Var(r, )
Var (g, .) = T T
p:uh o pMNII
tenemos:
Si:
an
. <1, tomar Oy = ————o
Var(c.l.,) ( Bun ) Var (Sv\‘”) €y
————— = ————— —_—— /
Var (c\'rn) EII var (r//}) r'Yh
xe > 1, tomar Opo = ——
pnh
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0, lo que es lo mismo:

Si llamamos:
D(S,,) Dr, )
V(S\”) I — y V(r/f \’) T
E(S o) E (rh \,)

a los coeficientes de variacion de S,y 1., respectivamente, la expresion an-
terior queda de la forma:

Var(r}_‘]) v (Sw)
G v
Y, por tanto:
Si: .
V(S| ,)- Vi, ) tomar g, = :
£l‘
Si: | -
VIS,,) Vi, ) tomar R —
p"’/'/

“ H H " . ry . -
Dentro de los “cuasi-recorridos o POT ser todos los cocientes "' estimado-

nh

res centrados de 5, y cumplirse que r,, = 4.r, . se tiene:

r/,' RN Var (r/‘ ) r/‘/ R E (r// \)
var | ——— | = _ E{——) =0, = ————— .
p/'l/ a'_'.ph‘ p/'// ’

1

Para dos valores particulares h, y h. de h se tendra:

: 2, o
PN o=, - Var U \‘)
Var{ -————

P Exfr, ) Valr)
[P ¢* .+ Var (r//:\ ) vz (r,. )
Var{ ——— —_——
Y, por tanto:
Si: i o
v (r/,l\) <V (r‘,/._,\_) tomar G, = )
B
Si: ‘ oy
v (’;,1 \_) >V (r/,,_.\‘) tomar G, = ——.
Cope
Se concluye, en todos los casos, que el estimador centrado de o, a utilizai
entre:
s.ru . r//l.r ) Ty
0O —— 0
€, Bum Eope

sera aquél para el que el correspondiente coeficiente de variacion V (S
o V(r,.,) sea menor. Con estos fundamentos y criterios hemos obtenido por simula:

cion estadistica de muestras de valores de la ley reducida de Gumbel los siguien
tes resultados para k = 20.000 muestras de extensién n:

‘\'u) oV (rlll,\’

176
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Segun lo anterior Y teniendo en cuenta que:

1,28255
o= —_—

<.

= |t — 0,45005 - -

tomaremos como estimaciones de % Y u las siguientes:

A a" A b/ A C” N dn

o, = Oy = ——— &y = — o = —;
SJ N r'u L 1 r'-'vl'

u,=A”~e, S,,' u~=xlv—/’-r“'l;

Uy = x, —g Ny uy = X,—h, L

siendo:
X,, = media muestral:
S” = desviacion lipica muestral.

L}
ry, = recorrido muestral = X, —x, = x“.l_,l\~xmi”;

1, = “cuasi-recorrido 1" = X, =X

.\ = "cuasi-recorrido 2" = X, w =Xy

ya,.b,c,d, e, 1., 9., h, unos coeficientes funcion del tamafio n de la muestra
Y que se indican g continuacion en la tabla:

0,45005

. 1,28255 . €, e, = —

o
i

EH

0,45005
b, = 1.28255., R ——

At I ’

Eho

0,45005
= 1282860, g =

P

o
!

’

0,45005
d,=128285.¢ ., o =__ .

p”'_‘
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Tamafio ! COEFICIENTES

de la !
muestra ‘ ! -1 i {
n % nll ; bl/ “ CH : du e// : III gH : hN
| | |
6 1,0830 | 3,1481 . 15232 0,4701 0,5330 ' 0,1833  0,3790 | 1.2280
7 12 | 33716 ° 1.8048 0,8313 05194 ' 0,712 03198 | 0,6943
8 . 1,1320 ' 3,5605 2,0393 1,1118 0,5099 | 0,1621 0,2831 0,5191
91,1481 | 3,7231 2,2265 11,3414 0,5036 0,1550  0,2592 | 0.4303
10 1,1615 | 38793 2,4047 1.5409 0,4970 0,1488  0,2400 | 0,3746
11 Y4711 4,0044 25610 1,7164 0,4929 ' 0,1441 0.2254 | 0,3363
12 11794 41213 |, 26925 1.8769 04894 | 0,400  0,2144 | 03075
13 . 1,1876 42323 | 28160 ' 20123 04860 | 0,1364 . 0,2050 | 0,2868
14 1,1939 4,3283 2,9334 2.1401 04835 ! 0,1334  0,1968 | 0,2697
15 12014 44301 3.0343 ' 2.2592 04805 | 0,1303 ~0,1902 | 0,2555
16 1,2061 ' 4,5118 3.1338 2.3687 0,4786 E 0,1279  0,1842 | 0,2437
17 12112 | 4,5946 3,2259 2,4657 04765 | 0,1256 . 0,1789 | 0,2341
18 1,2152 | 4,8657 3,3094 2.5601 04750 . 01237 01744 | 0,2255
19 1,2192 | 4,7451 3,3841 2.6441 04734 - 0,216 . 0,1706 | 0,2183
20 1,2212 4,8069 3,4554 27218 04726 . 0,201 : 0,1670 | 0,2121
21 1,2236 | 41,8648 3,5261 2.7971 0.4717 01186 ' 0,1637 ; 0,2064
22 1,2262  4,9249 23,5926 2.8719 04707 0,172~ 0,1607 ' 0,2010
23 1,2279 4,9794 3,8521 2.9333 | 0,4701 0,1159 © 0,1581 0,1968
24 1,2298 50317 23,7146 2,9963 | 0,4693 0,1147  0,1554  0,1926
25 1,2319 5,0852 3,7701 3,0561 @ 0,4686 01135  0,1531 0,1889
26 12341 51362 . 3,8242 31156 | 0.4677 0,1124  0,1509  0,1853
27 1.2351 . 5.1801 . 3.8730 3.1698 \ 0,4673 01114  0,1490  0,1821
28 1,2369 52283 23,9238 3,2228 | 0,4667 0,1104  0,1471 0,1791
29 12380 £.2704 3.9744 ' 3,754 ( 0,4662 0,1095 . 0,1452 ' 0,1762
30 1,2402 53190 4.0208 33217 | 0,4654 0,1085 | 0,436 . 0.1738

Por la manera de haber deducido z, ; o,0) @ 0,0 S€ verifica que;

por lo que:

son estimadores centrados de s,.

Si llamamos:

1 S ., Toy o o 1 S, Toy My foy
yE=e— e — = — | = —_— +—
4

€, (7 [ £y

tendremos:
E{y) =0,

y, por tanto, X es también un estimador centrado de g,.
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es decir, si »

Llamando:

X sera el estimador centrado de 5, Mas

1974

X es mas eficiente.

I",.r I‘M.
Var(—~); Var (N} < Var (‘), Var (3) < Var(
p”n p;,l
rll\' rI‘\‘ r‘..'_\v A
Pt — - Y= ;
p//“ pnl pn'—‘ 4 T
T
) =4 0o =4 g. =4 = 5,1302;
| 6
ar (x) Var (A)
S) i S\'H
Var 16+ Var —
EN E/:
ar (x) Var (A)
———— = —

\Y

ar (x)

rl.l
Var f———
B

V

T e————— e =

o Iy,
) 16 - Var (— )
pu! puL’

Var (

Var (A) .-
Var (A) <«
Var (A) <

Var (A) <

ar (x)

16-Var(

16 + Var

16-Var(

S\‘)/
—_—

€

H

|

eficiente siempre que:

16

I

16

P70
16

*Var (S

vl
- Var (r(,\\_);

-Var(r,\‘)'

+Var (r._.y).

r.,

p,)‘_‘

)
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Con ordenador se han generado 20.000 muestras de extensiones n = 10, 20 vy
30, habiéndose obtenido:

Extension ' .
de la muestra Media de A : Varianza de A
n , E (A) | Var (A)
10 ‘ 5,1281 2,4515
20 5,1270 a 1,3163

30 5,1263 : 0,9858

Por otro lado se ha calculado anteriormente:

Tamano de la muestra n

Parametros | |
10 20 ! 30
|
|
var (S ) 01411 0,0790 i 0,0553
: |
€, 0.9056 0,9522 f 0,9670
var (r, ) 1,8133 1,7951 ‘ 1,7699
B 3,0247 3,7479 l 41472
var (ry ) 0,6933 0,7071 \ 0,7075
o 1,8749 26942 3,1350
var (r, ) 0,3739 ‘ 0,4237 04310
0, 1,2014 { 2,1222 12,5899
16
Var (s ) 2,7528 \ 1,3941 0,9462
£, i
16
“Var (r, ) ‘ 31712 2,0447 1,6465
o0
16 ‘
- “varr, ) 3,1556 1,5586 1,1518
punl
16 ‘
———-Var (r, ) 4,1448 1,5052 1,0281
p::n_‘
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De la comparacion de ambos cuadros, y

1 S.z')l r“.r r
NE=— [+ +
4 €, P P

es el mas eficiente.

A titulo de ejemplo analizamos
la que durante veinte afios consecut

21 m/seg. 26 m/seg. 29 m/seq.
23 " 26 " 30 "
24 " 28 " 33
25 " 28 " 34 "
25 " 29 " 35
De estos datos se deduce:
x = 324 m/seq.;
S‘vr = 9.8051 m/segq.;
fo, = 60— 21 = 39 m/segq.: o
Iy, =50—23 = 27 m/seq.; 0,
., =48 —24 = 24 m/seq.; o
siendo, por tanto, estimaciones de e Y 6.0
9,8051
L, = 3240 m/seq.; G| = ————
0,9522
39
Oy =
3,7479
27
G = —
2,6942
24
G =
2,1222

1

Q.
I

= 0,9522;

teniendo en cuenta lo antes expuesto,
se deduce que para muestra de extension n = 10y 20 el estimador centrado de ¢ ,:

los datos en una estacion meteoroldgica en

ivos se ha medido la maxima velocidad del
viento dentro del afio, valores que ordenados de me

nor a mayor fueron:

35 m/seg.
39
48

50 "

60 "

3,7479;

= 2,6942;

]

i}

it

2,1222;

10,297,

10,4086;

10,022;

11,309;

. = —+(10,297 + 10,406 -+ 10,022 + 11,309) = 10,509 m/seg.;

4
con lo cual:
U =1L, —045-G, = 8240 — 045 X 10,509 = 27,67 m/seg.;
123255 1,28255
L= ———— = 0,122.
5. 10,509
1974
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La funcidn de distribucidon sera:

F(x) =Prob(¢. x)=e ¢ 0,122 . (x - 27,67)

Comprobado que para n suficientemente grande (n = 30) el estimador ¥ es

- Sy .
menos eficiente que *" , se ha tanteado el nuevo estimador de s,:

1 S.l N rl.l' ) 1 S\‘u rl\
hy = —- -+ ) = . ( +
2 E// p)JI 2.([' E‘ p,l
1 S, 1 o
E(w) = — E|——| +—E =,
2 ) 2 pr:'

se tiene:

Liamando:
S\ ) f‘\
T S——
£ Yt
A\
)y = ————]
20
E(A)=2'0-E()=2"0c =2 ¢ =2 ————=25651,
\ 6
var (A} = 4 - Var ()
var () Var (A)) Var (A))
S (R S A\ 4
Var (—~——»~— 4-Var| ——— ———Var(§ )
El‘ EV E:V
var (i) Var (A)) Var (A))
r||, ru\ 4
Var (—-——) 4 - Var (———« ———-Var(r, )
By &, 070
var () Var (A)) Var (A))
Moy r, 4
Var ( 4 - Var ( - .Var (r,\‘)
p,,l P,,| p:nl
Var (ty) Var (A,) Var (A,)
lo o 4
Var (————\) 4 . Var (——) -Var (r._.\,)
Pyo O P'"',,'_'
Var (w) Var (A,)
Var (y) 1
— -+ Var (A)
4
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Para las extensiones de muestras n

=10,20 y 30 y simulando 20.000 mues-
tras se ha obtenido:

Tamario de |a muestra n

Parametros ‘
| 10 20 ! 30
| ‘
f' |
Var (A,) | 0,623 ‘ 0317 g 0,222
. |
1 ' : !
— - Var (A) 0,613 3 0,329 0,246
4
4 i
——Var(s ) 0,688 ‘ 0.348 0,236
€,
4 ‘ f
———Var(r, ) j 0,793 0,511 ; 0412
p:r'(l ;
4 | |
——Var(r, ) 0.789 ; 0,390 : 0,288
650 ;
|
4 I

|

{

l
———Var(r, ) 10362 0,376 | 0,257

con lo cual deducimos que para los tamafios de muestra n = 20 y 30 (y segu-
ramente para los intermedios) el estimador de 5

J.r:
1 S‘I B r'l'
) = — e
2 €, [
es el mas eficiente de todos los aqui analizados.
Volviendo al ejemplo anterior y utilizando este estimador o tendriamos:
[\Ll. = 3240 m/seg.;

O:A:-_‘ 4

. 0,9522 2,6942

1 98051 27
2 (

) = 10,16 m/seg.;

con lo cual:

U=, — 0455 = 32.40— 045 x 10,16 = 27,83 m/seg.;
128255 128255
o = = = 0,126.
o, 10,16

B
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La funcién de distribucion sera:

F(x) = Prob (¢. x) = g—¢ %1% (x-278Y

(x expresado en m/seg.).
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