PUNTUALIZACIONES SOBRE EL TEOREMA
'DE LOS TRABAJOS VIRTUALES©

Por EMILIO GARBAYO

Ingeniero. de Caminos, Canales y Puertos

Es, generalmente, muy mal .comprendido que es demostrable y que debe tomarse
como principio en este famoso teorema.y un elevadisimo porcentaje de Ios tratados de
Mecanica Cldsica cometen incorrecciones m&s 0 menos gruesas en su exposicion. ‘ :

EI\' presente articulo no pretende, en absoluto, ser exhaustivo sobre-el tema; sélo con-

" tribuir, por la via de considerar ciertos ejemplos, a clariticar ciertas ideas.

A continuacion éxaminamos criticamente una “demostracion” del teorema, cuya inco-
‘rreccién tiene una cierta sutilidad que no hace féacil detectarla y que, por tanto, le -con-
. fiere un ind\uda.ble interés didactico. . . . :

s

- En un libro que ha contribuido a formar muchas de nuestras generaciones de
ingenieros, por lo demas excelente por-otros conceptos, puede leerse (1):

“Principio de los trabajos virtuales. —La condicion necesaria y suficiente para
que un sistema material esté en equilibrio en una posicion dada, es que ja suma de
los trabajos virtuales de las fuerzas solicitantes sea nula para todos los desplaza-
mientos virtuales compatibles con los enlaces y efectuados a partir de la posicion
dada: : ‘ ' '
_Es decir, si se verifica:

SErr=3(Xox+ Yoy +257) =0
y suponiendo que l0s enlaces son holénomos reversibles sin rozamiento. En efecto:
La condicién es necesaria. Porque si el sistema esta en equilibrio, Ja resultante de
las fuerzas que actuan sobre-cada punto P, del sistema sera:

F4F; = 0 multiplicando por 5_":
y, por tanto:

y COMO suponemos que los enlaces son sin rozamiento y GUG‘\[OS desplazamientos vir-
tuales.son compatibles con los enlaces, se tendra: -

f =0

S by

S'ustitbuyen,do’en la anterior queda- demostrado que si el sistema esta en equilibrio
se verifica: - ‘

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la .Redaccion de
esta Revista hasta el 30 de octubre de 1973.. -
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" La condicion es suficiente, es decir, gue si la suma;

U
}.Fi-orl..

es constantemente nula para todos los posibles desplazamientos virtuales 57*,¢ pro-

. ducidos a partir'de una cierta posicion A'y compatibles con los enlaces del sistema,
- dicha posicion A es de equilibrio.

.La demostracion se hace por reduccion al absurdo del siguiente modo: Supon- .
gamos que en la citada posicion A mantenemos el sistema en reposo y que {uego

- la abandonamos a las”fuerzas solicitantes, no pueden ocurrir mas que dos cosas: o

permanecer en reposo todos los puntos y la posicién A es de equilibrio, o se ‘mue-
ve el sistema completo o parte de él. '

Si hacemos esta ultima hipotesis y llegamos a un absurdo, estara demostrado el
teorema o principio de los trabajos virtuales. '

Pues bien, supongamos que se movié el sistema, o sea, que no fue nula la
resultante de todas las fuerzas que actuaban sobre cada punto P, que se movio, su-
friendo un desplazamiento real dr,-'co‘r'n‘patible con los enlaces en esa posiciéon A Y,
por tanto, el trabajo realizado Por su resultante fue:

— -, —

(Fi+F)dr,=1/2m, vi>o0
y sumando para todos los puntos que se movieron se tendra:
CE(FRtF)dr=x12mviy0

ahora bien, como los enlaces son sin rozamiento y el desplazamiento real dr; es
compatible con ellos:’

Con esto se llega a que:

Contra lo supuesto, ya que en dicha posicion A, zf[ §r*; era nulo para todos los
desplazamientos posibles (5r*,) compatibles con los enlaces y el real (d r;) es uno
de ellos.—

Resumiendo: la condicion necesaria y_suficiente para que un sistema de pun-
tos esté en equilibrio es que se verifique:

X = B (s £ Yyt 4 20) =0

para ‘todos los desplazamientos (5 7*,;) compatibles con los enlaces.

Esta ecuacién se llama ecuacion fundamental de la estatica o ecuacion de los
trabajos virtuales.” '
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La demostracién parece impecable y, sin embargo, una cierta atencién sobre la
condicion: 7 :

SFyar=0 | -l

demuestra que si se toma literalmente es incorrecta.

En efecto, es evidente que, para desplazamientos virtuales finitos, el trabajo
virtual de las reacciones sin rozamiento no tiene por qué ser nulo, como ejemplifi-
ca la figura 1, esquematizando un enlace de apoyo sin rozamiento entre dos so-
lidos. - ’ o ‘

En cualquier ‘;caiso,' nuestra observacion parece trivial, v, pof el momento, pre-

' senta una objeccién que parece inmediatamgnte -remediable y ‘que dramatizamos

mediante una conversacion ficticia entre dos interlocutores, A y B:

A: Tiene uéted razén en lo que dice, pero, a pesar de ello, no tiene 1a menor re-
"levancia para nuestro caso,.ya gue [1} realmente indica que el trabajo vir-
tual infinitesimal de las reacciones es cero. Por ejemplo, en el caso de la fi-
gura 1 5 r tiene la direccién de la tangente, es decir, de O A

B: A riesgo de parecerle pedante y superquisquilloso con mis precisiones matema-
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ticas, le ruego que me expligue lo ‘que entiende por un desplazamiento infi-
nitesimal. o - '

A: Creo ver lalinea de su argu‘m-ehto; que un infinitéesimo no es ningn numero
- ‘o vector fijo, sino una variable muy especial,‘ y entonces pareceria que no
‘tengo derecho a hablar de un -desplazamiento virtual in'finitesimeil. Pero esta
“no 'me da mas problemas, y ya que me obliga a precisar, le diré que [1] en
realidad significa que el trabajo virtual de las reacciones sin rozamiento es
_ un infinitésimo de segundo orden con respecto a l0s despiazamientos, o en
© otras palabras, usando el ejemplo de la figura 1, que el trabajo de 1a reaccion
en el desplazamiento O A es de segundo orden con respecto a O A’ o sea:

~ I'_ C S im E T_robui'o =0

. . GA>0 . ON

Creo que ahi esta una respuesta rigurosa a su pregunta, en tanto gue a mi,
- que no ‘me gusta trabar la ciencia con expresiones tan enrevesadas, seguiré
diciendo para agilizar el lenguaje que el trab‘aj,o-virtua‘l infinitesimal es nulo, 0
de segundo orden, etc. cuando haya de dirigirme a individuos en exceso es-
crupulosos como usted. 4 L o )
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- mero cualqu:era de’ grados de libertad. .

B: Estoy !plenamente de acuerdo con sus precisiones, pero no sé si observa que,
llegados a este punto, falla la demostracion de la condicion suficiente del teo-
rema, cuya clave era una contradiccion reflejada en ia supuesta igualdad de
una expresuon que era cero:

SF. 3
EFar,

y 'ot’ralquev, era estrictamente mayor que cero:

Sin’ embargo ahora, en que - ‘tanto. usted como yo estamos de acuerdo en que

SF,5r, no es cero, sino solamente de segundo orden mflmtes:mal puesto
que:

r i

|
-
o
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!
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Ia contradicciéon antes mencionada desaparece pues la suma 1/2m v?; tie-
ne un orden infinitesimal que tamblen es 2, es decir, el mismo que el del tra-
bajo virtual.

Abandonamos aqui a nuestros personajes para sefialar que el error en la ar-

~ gumentacién -anterior no es, ni con mucho, un ‘caso aislado. Por citar ejemplos- ti-
picos, tenemos flas referenc:as 2,8y 9) .que se pueden criticar en términos muy

S|m|Iares a los precedentes; otros autores se conforman con probar la condicién
necesarla (3 y 7) eludiendo el comprometido caso de 1a condicion suficiente. Mas

fconsecuente parece ser. (4) qmen tras probar 1a condicion necesaria, afirma que un
;\enuncnado que contenga la’ condlmon suficiente debe ser considerado como pos-

tulado.

Como argumento “meta-mecéanico”, .que no prueba la incorreccion de la demos-
. - H .

~ tracion que ha sido criticada.en este articiilo, pero si permite suponerla plausiblemen-

te, expondremos que la demostracién expuesta se basa en el teorema de la ener-
gia y no utiliza exhaustivamente los demas teoremas fundamentales, siendo, por

lanto, sospechoso . que -una sola. ‘ecuacion escalar (la de la energia) pueda descri-

bir ciertos. aspectos (los. aspectos de equilibrio) de. sistemas dinamicos con un nd-

-

, Con respecto al “teorema” de los trabajos vxrtuales creemos que pueden to-
marse dos posturas

N
B

' a) . Postularlo sm denmostrac:lonw !para sistemas cinematicos con enlaces todos
mdependlentes del tlempo (* ) Asi xpuede desarrollarse la- Estatica con mdependen-

. cia IOQICa de los ‘axiomas. de'la Dlnamlca

b) Demostrarlo tpara enlaces holonowmos independientes del tlempo usando -
los’ teoremas generales de la Dma<m|ca condensados, por ejemplo en las ecuauo- ’
nes de Lagranlge ,

*) Creemos que otra incorreccién muy extenduda en la casi totalidad -de los libros es no men-
cionar- que los _enlaces sean independientes del tiempo. Omitiendo esto, se puede caer en dmcul-
tades como Ias que se dicen en Ia referenma (6).
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~ Asi se hace en (5), aunque este método deja algo insatisfecho en el sentido de
que utiliza técnicas que sobrepasan con mucho el marco de la Estética.

Ademas, este método desplaza el problema al llamado Principio de D’Alembert,
que es, en realidad, el ‘p'unto crucial de todas las dificultades, y ‘al que dedicaremos
algunos comentarios en un proximo articulo, examinando algunas de las falacias en
que tan frecuentemente se incurre al tratar de demostrar este principio (*).

Finalmente, ‘una puntualizacion de caracter no académico: el autor de este ar-

ifculo no ha pretendido un juicio negativo con respecto a todas las obras que han
‘" sido criticadas -aqui, en es-p\ecia-l'la de la referencia (1) que ha servido' como tema

ceniral. Esta obra goza de merecida fama entre nuestros estudiantes 'y profesiona-
ies y constituye, en muchos aspectos, un excelente libro. S

‘Ni' que decir tiene que criticas o comentarios sobre este articulo serian ‘bien re-

cibidas, como medio de informar sobre una cuestion en la que 1a confusion de ideas

esta bastante extendida.

.(*) El autor de este articulo debe &l Sr. Navarro Borras el que, hace ya alguncs afios, le

" descubriese &l auténtico contenido axiomatico del principio de D'Alembert. El Sr. Navarro, ca-
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tedratico de Mecanica Tedrica en la Universidad Complutense, es de, los pocos gue .claramente
enuncian la independencia del’ principio de D’'Alembert con respecto a los postulados de Newion .
(véase la ref. [6] .2 este respecto). Es sorprendente .que,® a pesar de los muchos afios que lleva .
repitiendo esto en sus lecciones en la Universidad, el 99 por-100 de 'los autores de tratados de
Mecanica no se hayan enterado. ’ : )
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