PROGRAMACION LINEAL EN VALORES ABSOLUTOS
APLICADA A LA RESOLUCION NUMERICA DE
ECUACIONES DIFERENCIALES E INTEGRALES POR
METODOS ANALOGOS A LOS DE RITZ-GALERKIN (*)

) ' Por J. M. ANTON CORRALES

- Ing. de Caminos, Canales y Puertos

Muchos problemas numéricos conducen a minimizar una suma o integral de cuadra-
dos. Se propone un método alternativo usando una suma de valores absolutos, indicando
como se resuelven por programacion lineal en el caso lineal. Se indica cémo puede ser
aplicado lo que precede a los métodos en diferencias finitas, a los de Ritz-Galerkin, al
calculo de errores y a la aproximacién de curvas entre otros. El método es mas interesante
que el de min‘mos cuadrados cuando hay que poner restricciones lineales.

1. INTRODUCCION

Varios problemas fisicos o matematicos muy frecuentes pueden resolverse apro-
ximadamente minimizando una suma de cuadrados o la integral de cuadrados de
funciones o funcionales reales. Entre ellos estan los de minimos cuadra;dos, los de
Ritz-Galerkin, etc. (referencias 3, 5).

En muchos de estos problemas se puede hallar otra soluciéon aproximada mini-
mizando una suma de valores absolutos o una integral de valor absoluto que se
reduce a suma para calculo aproximado.. -Ello conduce a programas de programa-
cién en valores absolutos, muy faciles de transformar si son lineales en progra-
mas lineales de resolucién facil con ordenador. Esta solucién es del mismo orden
de complicacién que 1a de las ecuaciones a fas que conduce el método de minimos
cuadrados.

En este articulo se indica como se pueden resolver bastantes de esos proble-
mas por programacion lineal. Aunque ha sido publicado algo sobre programacion
en valores absolutos (problemas Min 2: Ci|x; | con C,; positivos) en los Proceedings

of the Operational Research Society, el autor de este trabajo no ha encontrado
publicado este tema, aunque es probable que lo haya sido, vista su sencillez e in-
terés.

2. PROGRAMACION LINEAL EN VALORES ABSOLUTOS

Denominamos programa al problema consistente en hallar el minimo de una
funcién f(y', ...,y®) =f(Y) con unas restricciones .g1 (Y)X 0, ...,g"(Y)=>0 algun
signo > puede ser =). Como el minimo de f es el maximo de —f, consideramos
s6lo minimos sin pérdida de generalidad.

Se demuestra que si las funciones g y —f son céncavas (**) existe un conjunto
convexo solucién del problema, y suele este conjunto reducirse a un punto (2).

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccion”de
esta Revista hasta .el 31 de marzo de 1973.

{¥*) Si la restriccién correspondiente a g es un signo =, g ha de ser lineal en general para que
el conjunto sea convexo.
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El calculo del optimo' es facil si las funciones g y f son lineales, y mas com-
plicado en caso contrario (6). En el primer caso existen programas (4) para su re-
solucion para casi todo ordenador cientifico, por métodos derivados del de Dant-
zig o simples. Con muy pocas variables puede buscarse la solucién operando a
mano; en ordenador se puede llegar a cientos de variables y de restricciones si
se dispone por 1o menos de dos cintas magnéticas. ' :

Denominamos programa en valores absolutos a uno del tipo:

. N
Min B[ #i | + 1N

=1

con restricciones gt =0 o g* = 0.

Si existe solucién, es la misma que la del problema:

N

Min (Z (Bj — 1) ¥ [N+1)

=1
con las restricciones para todo j:
B,>2fi, B;>0,

ademas de las g >> 0 0 g* = 0.

Elio es debido a que en el 6ptimo del segundo programa, las B, deben tomar

. el mayor valor compatible con las restricciones, que es 2fi si fiZZ 0, o si fi<<0. En

ambos |casos aparece ]fi | en el minimo. Es facil, pues, demostrar que si uno de los
problemas tiene solucién, el otro la tiene y es para los mismos y' y con el mismo
valor del programa.

Si las f y g no son lineales el problema es de programaciéon no lineal. No en-
tramos en su resolucion, pero puede haber alguna ventaja en utilizar el segundo
programa para poder utilizar métodos de los gradientes: el gradiente de X ‘fj|

i

es ¥ = grad (f;) segin el signo de f; y el problema del signo esta resuelto en el
segllmdo programa.
En el caso de ser las f y las g lineales, el problema del tipo:

N n . noo.
Min (2 ai, + Z ai; yi| + at, + Z av, y:)

i=1 ) i=] i=)

-con m restricciones:

n
gk = 2 bki yi_bk();(]
S i=1
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(o con = 0 en vez.de = 0) equivale al: .

. Min (2 (B —a/—Zal yi]+ a% + Ea(‘ yt)
1=1

i=1 =1

con las restricciones g*; > 0 o bien g* = 0 anteriores y las nuevas:

.o n
B,>2 (aio +Zaii yi),

i=l1
con las B; = 0.

Las y' pueden ser cualesqwera 0 no negatlvas En el primer caso puede ser
necesario hacer y' = o’; — «”;, donde «" y o” s0N NO negativas, para introducir los
datos en o'rdenador '

~ Se observa que si @, > 0 (lo que snempre se puede lograr cambiando de signo
dentro del ( ; | las B/ pueden formar parte. de la primera solucién basica, sin ne-
cesidad de varlables ade penahzacmn Por ello, la primera matriz puede ser de rangoe
(n + N + m + (variables’ de holgura para las g = 0)) X (N + m), aunque mas auto-
maticamente pueda ser de orden superior (n + 2N + m + variables de holgura) X
X (1 + N + m). Son n + N variables con N + m restricciones.

Si las a°; son nulas, el problema esta siempre acotado y tiene solucion.

En cuanto a longitud de céiculo, se recalcula la matriz en cada paso, siendo el
nimero de pasos limitado. Es del mismo orden de complicacién que el de resol-
ver N’ ecuaciones con N’ incognitas, que requiere calcular N’ (1 + N’} N’ elemen-
tos de matriz aproximadamente.

En los apartados siguiéhtjes se apian:tean dos programas de este tipo.

" 3. APLICACION A LOS METODOS EN DIFERENGIAS FINITAS

Dada la apllcamon h(y) de-una funcion definida en (a, b), y (x), en el mismo

espacio de funciones definidas en (a, b), se aproximan y(x) por (Yo, Vi, -.0n ¥n) =
en n puntos consecutivos X, X1, ..., X,, h (y) por H(Y) = (ho, by, ..., hy) (*) en N
puntos consecutivos X, X3, ..., Xy. La dlstanCIa -entre dos puntos consecutivos debe

tender a 0 si n o N tienden a infinito.

- El operador H(Y) es consistente con el h(y) si

N

D W, —h, 0,

i=0
donde _
Y=1{y...V,) e ¥y, =y

: tlende a 0 SI N y n tlenden a infinito para toda funcién admisible y (x).

’(*) H- (Y) (h() (yo: i "yn)’ h]_ (y()ly]v 3] yn): veey hN (YOv Y1 :.Vn))
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Por ejemplo, A (y) = [°, K (x,£) y (¢) d ¢ e reemplaza por:

n
h,(v) = ZK(xj,g'i)yi D,.

=0

Con
g=a+il, x;=a+jl,
I=(b—a)/n, V= (b—a)/N,
y los D; forman la matriz (D;) = h (%, 1,1, ..., 1, 14) en el método trapecial de in-
tegracion (D;) = (h/3) (1, 4, 2, 4, 2, ..., 2, 4, 1), en el de Simpson, mejor si y sélo

si la funcién y (x) es. relativamente lisa.

Para resolver un problema planteado con h (y) se puede resolver uno en H (Y)
analogo, siempre y cuando h y H sean consistentes y las soluciones de ambos pro-
blemas dependan continuamente de los datos. Se dice entonces que se emplea un
método en diferencias finitas.

Asi, las ecuaciones h (y) = 0 equivalen a minimizar una norma ]h (y)| y se re-
suelven aproximadamente minimizando una norma de H (Y). Si esa norma es

N
PR
j=0
tenemos que resolver numéricamente un problema en minimos cuadrados, y si es
N
Diinml
j=0

un problema en valores absolutos que es lineal si las h; lo sonen Y. Sin = N es un
método de colocacion se resuelven n ecuaciones con n incognitas h; (Y) = 0, sin >
> N la solucién no es Gnica, si n < N es un problema de programacién en valores
absolutos. Puede aplicarse el método a ejemplos de la referencia 3.

4. METODOS DE RITZ-GALERKIN

La solucién aproximada de un problema variacional min (F (y)) o de una ecua-
cion h(y) = 0 se busca a menudo (referencias 3 y 5) con ventaja buscando una
solucién de la forma:

. n
-
y = 2‘ C, w,; (.

i=1
Si el problema es lineal, hay ventaja en restar a y (x) previamente una w, (x)

que cumpla las condiciones de borde y suponer que las w; (x) cumplen condicio-
nes de borde homogéneas.
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Reemplazando h;(Y) en el apartado 3 por:

funciéon de C,, ..., C,, encontramos que el problema se aproxima minimizando
N n i ]
X0, 0, (S o).
j=0 i=1

que es un problema en valores absolutos, lineal si lo son las h;. Las condiciones de
borde pueden darnos restricciones.

Asi, tomamos de la referencia 5 el ejemplo:

hx) = —y 00 +x+ /

0

1
K& vy (HdE=0

con:
Kix,8) =x(1—§si x<¢,
£(1—x) si x> L.

Se demuestra que esta ecuacion equivale al problema de contorno y” + y =0;
y(0) =0, y (1) = 1, de solucién sen x/sen 1.

Sea x; = i/4 (i de 0 a 5).

Aproximamos la solucién por el polinomio A, + A, + A; X2 Obtenemos el sis-
tema en valores absolutos.

Quedan lds ecuaciones:

4 4
on xj—(A1+A2xf.+A3xj)+ZK(xj,§i) (A + Ay g, + A
j=0 i=0

5 €20,

O sea.

1
Min— (A | + |Ap + Ay + Ag—1 l)
. 8

. 1
+ 2| —0,90625 A, — 0,2109375 A, — 0,0419921875 A, + —
' 4

1
+ 2| —0,8751 A, —0,4375°A, — 0,2135416 A, + —
: 2

3
+ 2| 0,90625A, — 0,6953125 A, — 0,5263671875 A, + —
4 .
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El problema se transforma. én uno de programacion lineal por el método del
apartado 1:

Min (8, + B, + By, +,B,.+ B; — 3,6875 A, — 1,84375 A, — 1,2819010416 A, + 2)
B,NA, -
B;>A, + Az + A, —1,
B, > 1,8125 A, + 0,421875 A, + 0083984375 A, — 0.5,
B,>1,75A; + 0,875 A, + 0,42708333 A, — 1,

B, >1,8125 A, + 1,390625 A, + 1,052734375 A, — 15,

. de resultados:

‘A, =0,
A, = 1,27907,
A, = — 0,27907.

L

Que nos da la aproximacion:

1,27907 x — 0,27907 x.

Que comparamos con la solucion exacta (para el mismo ejemplo con otros mé-
todos, ver referencia en pag. 458), resultando en este caso una aproximacién algo
menor que por. minimos cuadrados (ver tabla al final).

o

5. CALCULO DE ERRORES

Si yi, ..., ¥, se conocen aproximadamente por verificar las relaciones fi(y1,

..., ¥n) = 0, aproximadamente, asignandose el peso D; a la relaciéon f; = 0, es cos-

tumbre minimizar

. N
e b0

j=1

lo que conduce a las ecuaciones

Che e e Z D f;(@1,/dy,) = 0.

F—1

El problema est4 determinado, en general, si N> n, y las ecuaciones son lineales si
las f; lo son.

Poden{ps-tambiénv ‘minimizar j‘; D, |Afj ‘], teniendo un programa en valores abso-
lutos, lineal si los f; lo son.

Pfescindim_os,a-qwi--qel.,.esiu,di_o de la resolucién de programas de programacion
no lineal. '
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6. PROBLEMAS EN MAS DIMENSIONES

Muchos de los problemas resueltos en la referencia 3 por los métodos de Ritz,

Galerkin o Treffzt (ecuaciones integrales, diferenciales, caiculo de variaciones), mi-
mmlzando una expresion Y ]f ] (con X multuples a menudo), pueden ser resueltos

i
mlnlmlzando 2 |f \ como en Ios apartadoa 4 6 5.

7. APROXIMACION DE CURVA

Para aproxmar » C -W. (x) a una funcion f (x), se puede minimizar en N + 1
i =1

puntos (N + 17n) Ia suma ponderada por D,(jdebaN+ 1):

N—l—l

ZD .Zc W, x)—f(x)

1=0 i=1

con las notaciones del apartado 4, quedando un -progra-ma lineal en valores abso-

lutos que se resuelve segun el -apartado -1, pudiendo imponerse restricciones a la,

aproximacion (paso de la-curva por un punto, limitacion derivadas, intervalo
de paso). - - . ) ,
Un método anélogo ha sido utilizado por el Dr. Ing. de Caminos J. Puy, por in-

dicacién nuestra para aproximar un trazado optimizado de carreteras. El interés del
método es el poder poner restricciones lineales, en este caso muy vtiles.

8. PROGRAMACION LINEAL. APLICADA AL CALCULO PLASTICO

Una aplicacién de los métodos del apartado 1 al célculo plastico elemental, fue
publicada por el autor (referencia 1), sirviendo para calcular fa seguridad de una
estructura o para hacer un dimensionamiento 6ptimo (con ciertas hipotesis). Es de
‘observar que algunas de esas ideas ya habian sido publicados.

9. CONCLUSION

En muchos métodos de calculo aproximado, en los que tradicionalmente se

puede calcular el minimo de una suma de cuadrados, se puede calcular el minima
‘de una suma de valores absolutos para aproximar la solucién

Se indica el método de obtener programas sin valores absolutos de aphcacnon
por programacion lineal en los casos lineales.

Las mayores aplicaciones son los métodos de Ritz-Galerkin, la aproximacion
de curvas y el célculo plastico elemental.

La complicacién de calculo en orcenador es del mismo orden que con los mi-
nimos cuadrados.

’
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sen x/sen 1

’

Aprdximada

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,2
1,0

0,1186
0,2361
0,3512
0,4628
0,5697
0,6710
0,7656
0,8526
09309
*1,0000

0
0,1251
02446
0,3586
0,4670

- 09,5698
06670
0,7586
0,8446
56,9251
1.0000

BIBLIOGRAFIA

ANTON CORRALES, J. M.: “Programacion lineal. aplicada al célculo plastice elemental de estructuras
lineales”. Informes de la Construccidn, del Instituto Torroja, junio 1970. Madrid.

BERGE, C., y A, GHOUILA-HENRI: “Programmes, jeux et réseaux de transport”. Dunod, 1962. Paris.

COLLATZ: “Nimerishe Behandlung von Differentialgleichungen”. Springer Verlag, New York (tambiérn

en ingiés).

GASS: “Programacion lineal”. C.E.C.S.A., Méjico. Original Mac Graw Hill, en inglés, 1958-1964.

HILDEBRAND, F. B.: “Methods of applied mathe matice”. Prentice Hall Inc., 1952 (reeditado con titulo

y contenido parecido, después, en otra editorial).

HUARD, P.: “Tour d’horizan: programmation non linéaire”. Revue frangaise d’informatique et de
recherche opérationnelle, 1971, R-4, pp. 8 a 48.

REVISTA DE- OBRAS PUBLICAS



