UTILIDAD DEL ALGEBRA MODERNA
EN EL CALCULO DE ESTRUCTURAS ©

Por JOSE LUIS BLANCO VILLORIA

Dr. Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos

E| presente articulo constituye la segunda parte del publicado bajo el mismo epigrafe‘
en nuestro numero anterior.

I. Eleccién de los vectores esfuerzo y deformacién, y determinacién de & Y p.

En primer -lugar fijemos los signos
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Figura 1.

En las figuras se indican los signos positivos de corrimientos y giros, que coin-
ciden con los de fuerzas y pares (**).

Un esfuerzo (esfuerzo propiamente dicho o momento flector) es positivo cuando

su fuerza frontal o par frontal es positivo. Vemos, pues, que hay que fijar en todas
las barras cuéales son sus extremos dorsal y frontal..

En los sistemas planos vamos a tomar como componentes del vector esfuerzo,
N (= N; = N;, pues la barra no estd cargada interiormente), M, y M; de todas y ca-

M, —M
da una de las barras [Q = Q;, = Q; = ———) En los sistemas espaciales to-
maremos N (= N; = N;), 1 (torsién), M;: , M;j s M— Y M;j , es decir, seis por
- - : - M- — M-,
cada barra (como las barras no estan cargadas Q7 = Q—y—i = QYJ‘ = + “%ﬂ
o M=, — M-,
Q? = Q.z_‘ = Q?J = -—._L’m_l' .

(*) Se admiten comentarlos sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccién de
esta Revista hasta el 31 de diciembre de 1972.

“(**) Estos signos son los mas adecuados pues coinciden con'ios que se adoptan en el Célculo
Vectorial.” Las rayitas o barras colocadas encima de .las varlables significan “barra" es decir, que
estan referidas a los ejes partlculares y prlnCIpales de cada- barra.
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La energia de deformacién de una barra de un sistema plano, viene dada por

1 Yij
Uijz?[N M; Mj] — 9 [6.1]
i

Figura 2.

y, andlogamente para el espacio,

1
Uij__';[N T My My Mo Myl [6.2]

siendo ¢xi; = ¢xj - 9%
Luego los vectores esfuerzo y deformacion elegidos son entre si eficaces y com-

pletos.

La matriz de flexibilidad elemental (de elemento = barra ij)op,; es la de la
transformacion:

sy | Tl o o N
EA
| [
—¢; =1 0 — — M, i .
| i 3E] GEI i (en los sistemas planos) [6.3]
o : 0 L ,L_ Mj
‘ | _ 6EI 3EI_§ L ]

en el supuesto que la barra i j es de seccidn constante y despreciando las deforma-
ciones debidas a los esfuerzos cortantes.
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vy A 0 0 0 0 0 N
I
o1 0 5. O 0 0 0 :

5 0 o' ! ! 0 0 M5
EAEL 3El; 6Ely vi
o = | | (en los sists. espaciales)  [6.4]
5 0 0 - — — 0 0 M=

vi , 6El; 3EI; vi
— ¢z o0 o o ‘L _L Jlmgy

3El; 6El;
o I !
$zi 0 0 0 o — M7
? 6El, 3EK #

(G es el mddulo de elasticidad transversal y t es la constante de torsién que de-
pende de configuracién de la seccion).

La transformacion inversa de esta Gltima es:

— 1 [EA —
N N 0 0 0 0 0 Ui
G . .
T 0 ’—T 0 0 0 0 CFij
4El; —2Ely
y ¥ —
M, 0 , ‘ 0 0 ST
= —2El; 4Ely . (6-5]
M7j 0 O ; —,‘ 0 937
4El; —2El;
M, 0o 0 0 ,Z ,z ~¥%i
—2El; 4EI;
la matriz cuadrada es 1a p; matriz de rigidez elemental.
Y, por ultimo,
B P12 ] B Piz -
&= o= [6.6] [6.7]

Pij

.._.— I

Pij

que son las matrices de flexibilidades o rigideces ensambladas.

El paso de los desplazamientos de los extremos de la barra ij a las deforma-
ciones viene dado por:
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uyj -1 0 0 0 0 0 1 0 0 000 Vi
: ) Wi
¥xi) 6 0 0-1 0 0}{0 0 0100 6%,
- 0 O LI ogo o—looo i
¥y | [} 074
I 1 | 1 A
53/ 0 o_Tooo-o 0 T010 i
s v;
— oo o-1 o o o-1i0 1 o000 N
[ : I w;
o3 o ' o 0o 0o oio—_1 o001 0%
i I 0—.
— — — — yJ
_0—2_1'—4
-5 - -
v, 7
wi w;
=Al - -4 Bf — (6.8]
0?, (l;‘j
by 05
_Ezi_ _721_

‘Para la eleccion de los vectores esfuerzo y deformacion se exige, como ya se
ha dicho, que sean entre si eficaces y completos, es decir, tales que su producto
escalar sea la energia de deformacidn, de esta forma también se pueden tomar los
dos siguientes (*):

Vs

— vz

1 + 145
Uy = INQy Q7 = My; M3; ] ry‘ [7.1)
xij

¥y ij

Yzij

(*) Es facil comprobar que tanto la [6.2] como la [7.1] dan la energia de deformacion. Se hace
en plana y después se generaliza, partiendo de:

<| e

<= |

1

I <l

<
~.
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Ahora la matriz ¢,, de flexibilidad elemental es 1a de 1a transformacién:

Uij

—lezi

+ ey
¥xij

¥yij

¥zij

Y la transformacion inversa nos da la nueva Pijt

.

— N — F_#
Qy 0
| .Q; 0
T N 0
ij.: 0
- M~ 0

0 0 0 0
3
0 0 0
3EH;
0 3 -
3EI7 QEI‘y—
0 0 L 0
. G
0 — It 1
2EI7 E57
I 0 0 0
2El5

N

uij

—lezi
+1eyy
¥xij
€y ij

¥Zij

{7.2]

7.3)

_ .

Ahora el paso de los desplazamientos de los extremos de la barra i j a las de-

formaciones viene dado por:
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i B
w, w;
=—1} = +1f - (7.4)
xi 6—x_j
05 03
| 0z _ 07|

expresion que es mas sencilla que la [6.8], pero como contrapartida corresponde a
un vector esfuerzo menos homogéneo, por esta causa tal vez sea preferible utilizar
el primer camino.

Il. Determinacién de la mairiz de conexion C.

Ahora bien, ios desplazamientos de los nudos vienen dados casi siempre refe-
ridos a los ejes.generaies. Llamamos a estos u, v, w, 6, 0,, 0, (es decir, sin rayitas).
El paso de estos a los anteriores (no al revés) viene dado por:

- =
v v
w T O w
E? = l o T] 0, 8.1}
F; 6,
K& 0, |
en donde:
cos (x, x) cos (x, y) cos (x, z)
T=] cos{y,x) cos(y,y) cosly, z) (8.2]
cos (z, X) cos (z, y) cos (z, z)

Cuando un nudo es rigido, es decir, si sus barras se unen entre si rigidamente,
los desplazamientos del nudo son los desplazamientos de los extremos de las ba-
rras. Pero otras veces, tal como en los nudos articulados, determinados desplaza-
mientos del nudo no se transmiten al extremo de determinada barra. Cuando se pre-
sentan estos casos [8.1] ha de sustituirse por:

- - - -
v v

w T o1 v

6 | =0 [o T] by 63
o5 0,

07 | 6, |
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en donde A es una matriz diagonal que en determinada fila tiene 1 6 0 segun que
corresponda a conexion o a libertad. O mejor, por:

— -] —

v v

w .

1=l ol 8.4

0% o °“r]}] 0%

( 05 0,

_0?_ _ 0 )
en donde: -
€, COS (;, X) g cos (x, y) ¢ cos (x, 2)

‘T= % €OS (Y, x) ecos (y,y) e cos (y, z) [8.5]

eg cos (z, x) & cos (z, ¥) &, €OS (z, 2)

" siendo cada ¢, 1 6 0 segun haya conexion o libertad.

En consecuencia, el paso de desplazamientos a deformaciones, viene dado por:

€
T, . e
) . T(?) <
T . ¢ Y C e ) )
d'J:[A B] Ly » :::[A B] =A le Ci+B T” Cj
Tu ¢ ETQ) c.
B Ti ij J
_ - : 8.6
en donde /;, por ejemplo, quiere indicar “extremo / de {a barra /J”, y:
sTl ] e”T‘
J i)
e.’.(?)= T = [8.7]
1j I 1 g’
le TU

Si siguiésemos el segundo camino, las expresiones son enteramente analogas,
se sustituiria A por — L, y B por /.

La matriz de conexion sera:

T 0. T?
SN

L 0L AT .
IlJ,

c A I barra 1J
B [8.8]

Nudo | Nudo J bx(n+a)

También se puede determinar la matriz transpuesta *C teniendo en cuenta que es
la que relaciona los esfuerzos con las cargas F = !Cf. Se puede establecer si toma-
mos como componentes de f, por cada barra las 6 + 6 correspondientes a sus ex-
tremo:?‘ N; QE Ql.;_ M- ML.;. T N; Qﬁ Qj; MJ.;M‘.7 1;, Y después se c'ontrae la matriz
obtenida para dejar reducidas las componentes de f a las que intervienen en [6.2] o
en [7.1].
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GENERALIZACION DEL METODO

El hecho notable de que las magnitudes mecénicas que intervienen en una es-
tructura estan relacionadas mediante transformaciones lineales transpuestas siempre
y cuando dichas magnitudes sean eficaces y completas, o sea, cuando F.c =f.d,
nos permite abordar el célculo de cualquier tipo de estructura, es decir, el procedi-
miento se puede aplicar también a los tipos de estructuras no reticulares, tales, por
ejemplo, como las placas, laminas, membranas, macizos, arcos, bdvedas, presas-bo-
veda, etc. )

La elasticidad nos proporciona determinadas relaciones entre las magnitudes
mecaénicas: cargas, tensiones, deformaciones unitarias y desplazamientos. Ei proble-
ma elastico que se plantea, en general, presenta un grado de hiperestatismo eleva-
disimo y su solucion implica, muchas veces, dificultades que parecen insuperables.
Considerando, por ejemplo, el caso de una presa-béveda, se acude a procedimien-
tos aproximados tal como el considerar la presa dividida en arcos horizontales y
ménsulas verticales. El problema elastico queda totalmente desvirtuado. Pero claro
estd, el tratar de resolver el problema eldstico integrando los sistemas de ecuaciones
en derivadas parciales de las magnitudes mecanicas, que nos proporciona la Elas-
ticidad, es imposible salvo en casos particularisimos y muy sencillos. Teéricamente al
menos, los sistemas diferenciales pueden integrarse aproximadamente y con la apro-
ximacién deseada mediante diferencias finitas. Ahora bien, este procedimiento de
resolucion de ecuaciones y sistemas diferenciales, realizado al estilo clasico,
en cuanto presenta. cierta complejidad se hace inabordable incluso con el auxilio
de las modernas computadoras por dificultad de programacion. La resolucién al es-
tilo clasico de ecuaciones y sistemas diferenciales pierde de vista los conceptos me-
canicos. Si las diferencias finitas las introducimos no a posteriori (caso anterior)
sino a priori, 1os conceptos mecanicos no se pierden y puede aplicarse el procedi-
miento algebraico-matricial, siendo la solucion “exacta” con el grado de aproxima-
cién deseado. '

Expliquemos el procedimiento primeramente en plana:

|
|
: | :
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i | !
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Figura 3.
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El “macizo” se divide por un reticulado rectangular. Expresando el equilibrio del
rectangulo 1:

Fer + (°_x|2 - °x13) ky + (t“ - T's)-h' =“O -

Fyi +(‘t,2—t,3) k, +'(°y14_°y15)hl =0 (9.1]

en donde las ¢ y t son las tensiones medias en los lados del rectangulo (*).

Considerando todos fos rectangulos y reuniendo todas las cargas en un vector
carga F y todas las tensiones multiplicadas por la h o k correspondiente en otro vec-
tor f, tendremos:

F=ICf [9.2]

donde ‘C es la transpuesta de la matriz de conexién del ~pro_b|ema.

Las relaciones deformaciones unitarias - desplazamientos seran (**):

¢ =Y — Uy
x 12 hl +;h2
2
gy = Y= ¥y
y ki + k, 93]
2
_ _ V.-V Uy — Uy
T16 = Tiz -+ Tu4 hy + s + K+ k,
2 2

Y considerando igualmente todos los rectangulos tendremos:
d=Cc [9.4]

siendo ¢ el vector desplazamiento y d el que incluye las deformaciones unitarias

N _h+h
multiplicadas por la correspondiente 5 ! o

k. + k;
'j ]I (téngase en cuenta que hay

que coﬁsi-derar por separado y12 Y 714 qUE S€ corresponden €on 2 Y T1a)-
Se puede comprobar facilmente que en.efecto C'y 'C son transpuestas y como

(*) Efectivamente, este sistema es el de ecuaciones en diferencias previo (a priori) al sistema
de equilibrio interno:

F As - Xe]
LI "‘+A"=o y pasando al limite X4+ ——= 4+ 2% —¢

hy ky h, ky . A 9y

(*#*)  Pasando al limite dan:

g, = A
%
v

3 3
==L 427
3 3y
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ademas la [9.1] y la [9.3] convergen respectivamente hacia las clasicas ecuaciones
en derivadas parciales de la Elasticidad, podemos asegurar que estamos en el cami-
no correcto y optimo de la solucién aproximada del problema.

Las relaciones deformaciones unitarias - tensiones son:

E € 1at Epist Eos T &7 | )
“x12 zl—%(sxlz v —*
—_ 4
__E giat Erist Exas T Sxa0 | ) [9.5]
Sp1a = 1 &g 1 4 :

=Gt osea T3=GCG7; Tu=GCGru

que en el limite son las ecuaciones de Lamé. Con ellas tenemos:

f=Pd (9.6]

Para hacer intervenir las condiciones de contorno, conviene, a ser posibie, aun-
gue no es necesario, que sobre el contorno caigan puntos del reticulo.

] ;;0
i
! 0
I e
i I
1 i
i )
! '
] i ,
i T
I S
N ' v
: ’ '.
' ’ L
. '
y
Figura 4.

Expresando €l equilibrio del triangulo o
Fy, = 9xo1 ko= Toz ho

' (9.7)
Fy, — 01 ko + 9y, hy

Estas relaciones (*) entran a formar parte de F = !Cf, y automaticamente se va
estableciendo d = Cc, por matrices transpuestas.

Si el contorno en lugar de ser libre, es coartado, F; sera la correspondiente
reaccion incognita, pero su desplazamiento lo conocemos, por ejemplo, es nulo (tén-

(*) Que equivalen, evidentemente, a las clasicas ecuaciones de equilibrio en el contorno:
X=0.14+m

7=-c!+oym
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gase en cuenta que no hay por qué despreciar las fuerzas de masa que deben in-
cluirse en los primeros miembros junto a F, ¥y Fy,).

Componiendo las transformaciones se tiene:

F=('CPC)c=Rec ‘ _ (28]

la matriz R es singular y por consiguiente no puede invertirse, entonces la particio-
naremos: ‘

f Ry an <
________ = 19.9]
X Ryy Ry <,
siendo:
Ll N <
........ = F CYEpupepp— = c
X c

en donde F es el vector carga propiamente dicho y, por tanto, tiene sus componentes
independientes, 1o que hace que ‘R;; sea regular.

Si por ejemplo ¢, = 0:

F =Ry c=R;'F

[9.10]

x Ia

=Ry c

y el problema queda resuelto.

La solucién es “exacta”, pues aunque sea con una determinada aproximacién,
si se subdividen los intervalos, la sucesion de valores es, por la forma fisica de estar
planteado el procedimiento, convergente.

Si sobre el contorno no cayesen siempre vértices del reticulado, también puede
seguirse el mismo.proceso, Unicamente las expresiones [9.7] serian algo mas com-
plejas. :

Figura 5.

Fro 1+ Pxo = 5xo1 kox — Oxo3 kos + Too hgo — o4 hog

: L Ta1 =T [9.11]
Fyo +Pyo =302 hoz — S04 hoy 1 701 ko1 — o3 hos. ( o 02)
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Ahora se han puesto patente las fuerzas de masa que en [9.7] considerdbamos
incluidas en F,  y F,,.

También pueden. utilizarse coordenadas curvilineas ortogonales:
Expresando el equilibrio de un ele-

mento limitado por dos pares de curvas Wy T Byl 8
coordenadas: A :
\
S,
3 . \‘ [S[ 24
\
\
: Szl i Etisyy
. I
I s . .
€'3 | %%/g _‘ 5\@
CEsS, = 1 '
’ ’S:‘Eia' Sy T —— 72:'/
\'3- . Sz P T
f S
~ /
: r’ﬂssls ; SN A
! RN
2%

o e
M ~
4 d‘/.: / L
/ .
I/ : ’

/
3! slers

Bt Y

Figura 6.
S, Se,
Fry—+ 9e1g Se12 — S213 Se13 — Ozg Seia—— — g5 5;15—5—‘%—
23 2?51
S Se
+ Tig Sers — Tus Szas + 112 Saxz —+13 5513_"* =0
2 pzy 2pg,
(9.12]
Se Se.
Fey +0e14 Seiq — 0g15 Says — %, Sei2 20 — %13 Sti3 260 +
1 1
s SEI SEI
+ 282 — T3 Spus T Sey o+ s Sgis - — =0
T . 2 Pey 2oy
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que son las ecuaciones de. equilibrio inerno (*) (en donde, por ejemplo, S, =

Syt S, .
== :

Reuniendo todas las F, y F, en un vector, tenemos el vector carga F, y de ma-
nera analoga el vector esfuerzo cuyas componentes son las tensiones multiplicadas
por su correspondiente s. De esta forma tenemos:

F—='Ct [9.13]

en donde ‘C es la transpuesta de la matriz de conexiéon del problema.
Automaticamente, sin mas, queda establecida:

d=Cc ' [9.14]

es decir, no precisamos establecer las ecuaciones de relacién de las deformaciones
— desplazamientos y tales que d sea eficaz y completo con f (F y ¢ lo son induda-
blemente). Es mas, estas relaciones deformaciones-desplazamientos pueden estable-
cerse a posteriori, o sea, después de tener [9.14] y resultan: ‘

- S, S
Vi 4 v,
U, — U, 2p,, 2pr,
€ g = +
Seiz ) Sei1a
S S
U, 2 : + u, 2 4 .
o = Ya= Ve Pel P52 [9.15)
z14
S:14 St
by, S vy, S
2 1 4
L _ V.=V, 2p¢ 200 Uy — u, 20, 2{”54
16 = Y12+ T4 = : + -
’ St Seis Sty Sena

en donde se consideran por separado Y2 Y v1+- Cada una de las deformaciones uni-
tarias multiplicada por su correspondiente s, es una componente del vector d.

Si pasamos al limite obtenemos las conocidas expresiones que suministra la

(*) Pzsando al limite:

1 27 e =9 d) ] A
Xeop———p 2B 0h L3 4ot 3
TR X 2 A2 A Qe
3 3 & L
1 99 Se—2 d 1 T
L e LI L LIS B S LS
I Ik 2 oo 22,
15 S =
‘ : ds. . .
En donde x., y, es la carga por unidad de area, y A= d - = g (dS., por ejemplo, es el ele-
. . C & =

. . . - s
mento diferencial de arco de la curva coordenada £ es decir, £ es la constante). Expresicnes que
son conocidas en la Elasticidad. . : .
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Elasticidad (*). Por todos estos detalles de eficacia, complitud y convergencia se
comprueba que el proceso es correcto y el optimo de integracion aproximada de
los sistemas en derivadas parciales.

Las relaciones deformaciones unitarias - tensiones son:

E €o14 T Eys T Bros 1 Cear \
[+ = € v
g2 = ( g2+ 2
E € 1p T E1s g+ Erug
Ce T T, (5&14 v —* i = [9:16]
— 4
T6=G1s osea =61y Tu=G1y

Vienen a ser las mismas [9.5].

Y con ellas tenemos:
f=pPd (9.17]

Las coordenadas curvilineas tienen interés cuando los contornos pertenecen a
los haces de curvas coordenadas, pues entonces las condiciones de contorno se in-
troducen mas facilmente.

Componiendo las transformaciones llegamos a la del tipo [9.8] y el resto de la
solucién es el mismo que en el caso anterior.

Si las curvas coordenadas son las isostaticas las expresiones anteriores se simpli-
fican extraordinariamente, pues entonces todas las tensiones tangenciales son nulas.

Si pasamos al espacio no es posible establecer un reticulado recto - rectangular
con vértices en la superficie. El reticulado recto - rectangular dividird la superficie
en triangulos, cuadrilateros, pentagonos y hexagonos curvilineos. En cada una de
estas areas se considerara su correspondiente resultante de la carga (o reaccion)
de superficie (**).

Las coordenadas curvilineas que ahora estaran definidas por un sistema triple
ortogonal de superficies, tienen interés cuando los contornos estén incluidos en las
familias de superficies coordenadas.

Con esto ponemos punto final a este articulo, pero esta labor de investigacién

' no queda detenida aqui. Basta observar gue siendo el proceso convergente y exacto

se puede pretender efectuar el paso al limite en donde jugaran papeles capitales
los espacios vectoriales de dimensién infinita y las matrices infinitas.

(*) Pasando al limite: R ou v
ci = + P
3 S 24
3v u
g =
2S: Pe
v \4
o2V v v Y
88, 2% R

(*¥) Podria pensarse que la convergencia aqui quedaria amenazada por la proposicién de Schwarz
sobre las areas de superficies curvas. No hay nada de esto siempre que la superficie no presente
en el interior de las 4reas mencionadas puntos singulares.
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