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UTILIDAD DEL ALGEBRA MODERNA
EN EL CALCULO DE ESTRUCTURAS(%)

Por JOSE LUIS BLANCO VILLORIA

Dr. Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos

Se presenta un estudio en el que mediante los conceptos y propiedades de los es-
pacios vectoriales, transtormaciones lineales, espacios vectoriales duales y ftransformacio-
nes transpuestas se profundiza, se concreta y se sistematiza el -Andlisis de Estructuras de

- lodo tipo. Las expresiones matriciales a las que da lugar este estudio dejan el problema
preparado para su resolucién por las modernas calculadoras.

GENERALIDADES Y FUNDAMENTOS

Hoy dia én el Célculo de Estructuras se impone el proceso mecanizado me-
diante las modernas computadoras. La forma mas adecuada para realizar este calcu-
-lo mecanizado es la de expresar la solucidn del problema por medio del calculo ma-
tricial. Por esta razén, actualmente adquiere gran importancia el Calculo Matricial
de Estructuras. Antes, por el contrario, este Calculo carecia de interés, pues con-
ducia, salvo en casos triviales, a procesos inabordables. Solamente, pues, podia te-
ner.-un mero interés teérico. Se ponia el maximo empefio en buscar procedimien-
tos abreviados o, mds bien, abordables, como son los iterativos, los cuales implica-
ban simplificaciones, muchas veces no admisibles. Actualmente es posible plantear
lotalmente, dentro de las hipotesis admitidas, los problemas elasticos sin preocu-
~parnos de la cantidad y complejidad de operaciones de calculo a que puedan dar
lugar. -

Ahora bien, las matrices no son solamente unos magnificos operadores, sino
que son también unos importantes entes matematicos, cuyas estructuras y relacio-
nes estudia el Algebra Moderna.

Entre. las hipotesis o principios fundamentales del Célculo Elastico de Estruc-
turas tenemos el de linealidad o ley de Hooke y el de superposicién. Estos dos prin-
cipios, juntamente con el de la conservacion de la energia, permiten introducir en
el Calculo de Estructuras los conceptos de espacio vectorial, de aplicaciones linea-
les, de espacios vectoriales duales y de aplicaciones transpuestas, y con ello se con-
sigue profundizar y concretar a la vez el Analisis de Estructuras.

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccién de
esta Revista hasta el 30 de noviembre.de 1972. -
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Empezaremos analizando el problema de las estructuras reticulares.

En primer lugar, concretemos definiciones y notaciones.

Toda estructura reticular esta constituida por b barras, que se unen entre si
en n nudos, que pueden ser rigidos o “articulados” (en general, un nudo impone a
cada extremo de barra que en él concurre determinadas coacciones y le permite
determinadas libertades o no-coacciones).

La estructura puede estar apoyada o sustentada en a apoyos que imponen ¥y
coacciones (que consideraremos rigidas, ya que las elasticas pueden equipararse
a determinadas barras ficticias), que motivan y reacciones y que permiten X liber-
tades (y+ A =6 a en los sistemas espaciales; — 3 a en los planos).

Aparte de estos elementos geométricos, hay que considerar las siguientes
magnitudes mecéanicas variables:

Las cargas, que son las fuerzas y pares (momentos) que, en principio, supondre-
mos que actlian unicamente en los nudos y en las libertades o no-conexiones de los
apoyos. Las reacciones de las coacciones de los apoyos son magnitudes de la mis-
ma naturaleza, luego hay que incluirlas con las anteriores. Para hacer una comple-
ta distinciéon, acordaremos llamar cargas a las propiamente dichas y solicitaciones

"a las cargas mas las reacciones en apoyos. Todas las cargas las dispondremos en

una martiz columna que es el vector carga que designaremos por F (de “fuerza”),
cuya dimension es 6n + A (en los sistemas planos, 3n -+ ). Analogamente tene-
mos el vector solicitacion S, cuya dimensién es 6n4- A +y="6(n+ a).

Los esfuerzos para cualquier seccién de cada barra son: el esfuerzo axil,
los dos esfuerzos cortantes segun las direcciones principales de la seccion, los
dos momentos flectores segun las mismas direcciones principales y el momento de
torsién. Se consideraran los esfuerzos de los extremos de cada barra que pode-
mos disponer en una matriz columna. Este es el vector esfuerzo que designaremos
por f. Su dimensién es 12 b, pero teniendo en cuenta que entre los esfuerzos de
los extremos de cada barra (no cargada interiormente, como hemos supuesto) exis-
ten seis ecuaciones homogéneas de equilibrio estatico, la dimension de f puede
reducirse a 6 b.

Los desplazamientos, que son los corrimientos y los giros de los nudos y de las
no-coacciones de los apoyos. La matriz o vector desplazamiento tiene la dimensioén
6 n -+ A, igual que el vector carga. Le llamaremos ¢ (de “corrimiento”).

Por Gitimo, tenemos las deformaciones que es preciso diferenciar bien de los
desplazamientos. Las deformaciones corresponden a las barras. Podemos, de ma-
nera analoga a los esfuerzos, considerar .las deformaciones de los extremos de
cada barra (que vendrian a ser, si los nudos son rigidos, los corrimientos y los gi-
ros de los nudos y de las no-coacciones de los apoyos). En tal caso, la dimension
del vector deformacién seria 12 b, pero al igual que en los esfuerzos bastan 6 por
cada barra (que no estan cargadas interiormente), y entonces la dimensién seré 6 b.
En todo caso, las componentes del vector deformacién han de ser tales que sean
eficaces y completas con relacién a los esfuerzos, es decir, tales que el producto

-escalar del vector esfuerzo por el vector deformacién sea la energia de deforma-

cién de la estructura. Llamaremos al vector deformacion d.

Las cargas y los desplazamientos se pueden tomar, pero no siempre convie-
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ne, segln tres direcciones ortogonales fijas para toda la estructura. Por el contra-
rio, los esfuerzos y 1as deformaciones vienen segun los ejes principales y particula-
res de cada barra. De todas formas, no hay que conceder excesiva importancia a
esto, puesto que los vectores vienen referidos, claro esta, a sus bases (en nuestro
caso, a bases canénicas, que no tiene por qué depender de determinados ejes.

CSTEY
Cada uno de estos cuatro grandes conjuntos de magmtudes constituyen un es-
pacio vectorial en virtud de los principios de linealidad y superposicion, y se pue-
de comprobar que, en efecto, satisfacen las condiciones o axiomética correspondien-
te, es decir, son grupos abelianos para la ley de composicién interna, que es la
suma o superposicién, y con respecto a la ley de composicién externa, que es la

-multiplicacién por los numeros reales, satisfacen la doble distributividad, la asocia-
tividad de escalares y 1a neutralidad de elemento unidad. Estos espacios vectoria-

les definidos sobre el cuerpo de los numeros reales los designaremos por:
[FE, 3, det y df.
{F} y {c} son espacios vectoriales duales pues cumplen las condiciones nece-
sarias, a saber:

1.2 Existe el producto escalar F.c, que es precisamente el duplo del trabajo
de las “fuerzas” exteriores, o mejor dicho, del trabajo de las cargas.

2.2 Este producto es lineal con relacién a Fy a c.

3.2 El dnico vector ortogonal a cualquier ¢ es el F =0, y el Unico ortogonal
atodo Feselc=0.

Asimismo, ;f} y |d} son duales, siendo ahora f.c el duplo del trabajo de las
“fuerzas interiores”, o mejor dicho, la energia de deformacion.

Entre las propiedades de los espacios duales est4 la de tener la misma dimen-
sién, lo que ya hemos podido comprobar.

S R
Por otra parte, las aplicaciones o transformaciones lineales (homomorfismos)
[FI > {fl y {d} >{c} son transpuestas, es decir, las matrices que_ efectian ambas
transformaciones lineales, son transpuestas, pues la condicién caracteristica es la
de la igualdad de los productos escalares F.c = f.d, lo cual es cierto en virtud

“del principio de la conservacnén de la energia.

También, por la misma condicién, so aplicaciones transpuestas:
fet > idt vy ift > IF

Incluso también:
{Fl>14d y  [ff > el
y fambién:
fet > ity idt > {F

Sin el auxilio del Algebra Lineal estas conclusiones pueden obtenerse aplican-
do los principios de las fuerzas virtuales y de los desplazamientos virtuales.

TAGOSTO. 1972 . - : ‘ 1619




620

A veces tendremos que sustituir {F} por {S}, en tal caso el vector desplazamien-
to ha de tener también ¢ componentes més, iguales a 0, dado que las coacciones
de los apoyos son rigidas, si llamamos ¢; a este vector desplazamiento ampliado
se sigue verificando S.c; = F.c =f.d, y, por consiguiente, {S| es dual de {c}, y
también se obtienen aplicaciones transpusstas si en las anteriores sustituimos {F}

por (Sl y {c} por {c,}.
Los problemas que pueden presenta se se resolveran de manera sistematica
utilizando cualquiéra de los dos esquemas siguientes:

: (m dual M) 4 ‘e (H’( dual )c() c
J
it dual idi 1# duel jdi
¢ P

Nunca podemos pretender pasar directamente de {F} a {c! o viceversa, sino
que es preciso dar los “rodeos” que indican los esquemas:

c=(aNF F=(CpQc

Vemos ahora la posibilidad que existe de establecer las matrices (= transfor-
maciones iineales) que intervienen en los esquemas:

Las matrices @ y p, que llamaremos, respectivamente, de flexibilidades elemen-
tales ensambladas y de rigideces elementales ensambladas, se establecen directa-
mente, pues son las resultantes de ensamblar o colocar en banda diagonal princi-
pal las flexibilidades o rigideces, respectivamente, de cada barra (elementos de la
estructura) considerada aislada del resto de la estructura. @ y p son dos matrices
simétricas, y tales que ®.p = /.

Hay que establecer la J o la C, pero J:{F}| . {fl no puede establecerse direc-
tamente si el sistema es hiperestatico, sino que es preciso utilizar un sistema isos-
tatico asociado. Por el contrario, C : {c} - {d}, siempre es posible establecerla direc-
tamente.

Cuando el problema se resuelve utilizando la matriz C, que llamaremos de co-
nexién, el procedimiento recibe el nombre del método de las deformaciones: si

__se resuelve estableciendo la matriz J, que llamaremos de influencia, tenemos el lla-

mado método de las fuerzas. Todo problema puede resolverse utilizando cualquiera
de Jos dos métodos, aunque seglin-los casos sea preferible elegir uno u otro.

Los problemas que pueden presentarse son los siguientes:

1. El dato es el vector carga F.

2. Asiento de apoyos o mas general: movimientos de las coacciones de los
apoyos.

3. E! dato lo constituyen determinadas componentes de c.
Efectos térmicos y anéalogos.
5. Barras cargadas interiormente.
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Vamos a hacer un repaso a estos problemas, aunque no sea con todo detalle,
para no alargar excesivamente este articulo.

"Primer problema. — Dato: F.

En la mayoria de los casos suele ser preferible el método de las deformacio-
nes, solamente es ventajoso el de las fuerzas en los sistemas que no presentan hi-
perestatismo interno.

Método de las deformaciones:
F={'CpCc=Rc 1.1

en donde R es la matriz de rigidez estructural, que es simétrica y reguilar, pues las
componentes de F son arbitrarias, es decir, independientes, por tanto:

C=R_1F []2]

y ademés, tenemos:
d=Cc=CR'F (1.3]
f=pCc=pCR™'F [1.4)

con lo que queda resuelta totaimente la estructura. |

Ahora bien, a pesar de presentar el procedimiento seguido un aspecto suma-
mente sencillo, a veces es preferible complicarlo aparentemente, tomando en lugar
de F, S, pues de esta forma todas las barras, incluidas las que van a los apoyos,
van a tener un tratarniento idéntico, es decir, homogenizamos el procedimiento y
el célculo de la matriz de conexion se facilita; por otra parte, el procedimienio que
vamos a exponer a continuacién se precisa en la resolucién del problema de “asien-
to de apoyos”. Tenemos el siguiente esquema:

C}S( dual e,

t

G m duol )d{) Cs
.F

De donde:
S=('C,p C,) es =Ry ¢, [1.5)

pero aqui, R, que podemos.llamar matriz de rigidez estructural ampliada, es singu-
lar, puesto que las componentes de S no son independientes, en consecuencia,
R, no se puede invertir, sin embargo, escrita la anterior igualdad en la forma “mas
matricial”:

S | L F R Ru] c
» | o A [Z]— [Rn Res [C;‘] 0-é]

AEOZT0 T197g 20 o 621




622

R, queda particionada de manera conforme, y como ¢, = 0:

F=R,c [1.7]

y ahora, Ry; (es la misma R anterior) si es regular, y, por tanto:

c=R7'F [1.8]

Las reacciones de las coacciones de los apoyos vienen dados por:

Z=Ryc [.9]

Y los esfuerzos por:
f=pCsc {1.10]

" Método de las fuerzas:

Hemos dicho que no es posible establecer directamente la matriz de influen-
cia J, salvo si estamos considerando un sistema isostatico. Si el sistema es hiperes-
tatico, hemos de tomar un sistema asociado isostatico, es decir, tenemos que in-
troducir en la estructura dada desconexiones hasta hacerla isostatica. En cada des-
conexién introducida pondremos fuerzas o momentos eficaces incégnitos; el conjun-
to de todos ellos constituye el vector de incdgnitas hiperestaticas que designaremos
por X.

En la estructura asociada isostatica y en virtud del principio de superposicién,
se puede desglosar f en dos términos: uno, debido a las cargas F, y el otro, a las in-
cognitas X:

f=J F+J X 0.1
en donde las matrices de influencia .70, jl se calculan directamente en la estructu-

ra isostatica asociada. Con el simbolo A se quiere indicar: “en la estructura isosta-
tica asociada”. '

La anterior igualdad podemos expresarla en la siguiente notaciéon “mas matri-

B AL, -

h es el grado de hiperestatismo que suponemos que es externo todo él, pues si no,
debemos emplear el método de las deformaciones; si no obstante se quisiese em-
plear el método de las fuerzas, en el caso de existir hiperestatismo interno, en el
proceso  habria que “introducir variaciones -que no vamos a exponer en este articulo,

tan solo dlremos que F tendria 6 n + 2 + h, +2h; componentes.

Por apllcamon transpuesta:

PR b, e
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Por otra parte, se tiene:

[d]:[¢][f]6b [1.14)

Susﬁtuyendo [1.12] en [1.14] y ésta en [1.13]:

c , ty g F ' F
Ii;jl N |:""—:| - [J] [®] [J] [ﬁ] - I:"-?‘] [¢] [jo i jl] [ AAAAAA ] N [i-;\?—] [¢Jo @ J‘ [ ----- ] N
cx 1, g X 4y X
t v tA A . F A A B
Lholdo Lo Do Dot A
= t A tAa A. = A A = ‘F F I] . 15]
Ji@ Jo Jio X Dy Py
¥ es la matriz de flexibilidad estructural asociada, y es simétrica y regular.

De donde:
¢ = &y F+ $oy X [1.16)

Cx = &’10’:+ &)"X - . f1-17]

En nuestro caso, ¢, = 0, lluégo:
X=—&'&,F=xF (1.18]

que son las incognitas hiperestaticas (lamando & = — &7 du).
Sustituyendo [1.18] en [1.11]:

f=Uo+ I mF=JF [1.19]

siendo J = J, + J, « la matriz de influencia del sistema, dado que habiamos dicho
que no era posible establecerla directamente, salvo si el sistema era isostético.

Por ualtimo, tenemos:
d=®&JF ) ~ [1 20]

ta .
c=(l,®@HF=YF n.21

¥ es la matriz de flexibilidad estructural.

Segundo proble}na.—Asiento de apoyos.

El problema mas general de este tipo es el de movimientos de las coacciones
de' los apoyos, es decir, el dato es c,, que ahora no es igual a 0. Como F =
= 0, de [1.6]: '

Ryc+Rygec,=0 A 21]

- es decir:.
' c=—R;' Ry ¢, (2 2
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Las reacciones de las coacciones vienen dadas por:
Z=Ryc+Ryec,=(—"RyR'R;, + Ry c, (2.3]
y los esfuerzos, por:

f=pC [2.4]

s

siendo ¢, = [c ]
<

r4
Tercer problema.— Dato: determinadas componentes de c.

Es decir, se conocen determinados desplazamientos de los nudos y de las no
coacciones de los apoyos, y hay que resolver o calcular la estructura incluyendo
el calculo de la F que origina los desplazamientos dados.

La resolucion de este problema realizado por el método de las deformaciones
sigue un proceso paso a paso dual del método de las fuerzas aplicado al primer
problema:

Podemos establecer como dual de {a [1.11]:
d=Ce+ Cy=dy+d, 3.1]

en donde ¢ son los desplazamientos conocidos e y los incégnitos. Dualmente utiliza-

. mos el signo V, que quiere significar “en el sistema asociado cinematicamente de-
g

terminado —“isocinematico”—", o lo que es 1o mismo, “el resto de los desplaza-
mientos estan bloqueados”. Ahora bien, el signo V no tiene una significacién esen-
cial como la tiene su dual A, como consecuencia de que no consideramos sistemas
hipostaticos, y por consiguiente, puede suprimirse. La frase “el resto de los despla-
zamientos estdn bloqueados” significa que para determinar las matrices de cone-
xion C, y C; (lo mismo que las C anteriores) se determinan paso a paso, tomando
cada desplazamiento y bloqueando todos los demés.

Las formulas que se obtienen son las duales de las [1.11, 1.12, ..., 1.21], efec-
tuando 1as sustituciones:
F ... 0., c
d
X ... ..., y
Cr o v v v v e v . Fy
oo C
D o p

Como siempre, el problema puede resolverse también por el método de ias fuer-
zas, pero no es el procedimiento adecuado, salvo si el sistema es isostatico, de to-
das formas, el procedimiento consiste en particionar convenientemente las matrices
de [1.15].
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Cuarto problema.— Efectos térmicos y analogos.

Método de las deformaciones:

Si suponemos todos los extremos de barras bloqueadas, es decir, empotra-
dos, el efecto térmico (o analogo) se traducird en la aparicién de esfuerzos en las
barras y concretamente en la aparicion de reacciones en esos empotramientos fic-
ticios. Estas reacciones son las que hay que aplicar a los extremos de las barras
para que no experimenten movimientos cuando la estructura est4 sometida al efecto
térmico. Como nos referimos a extremos de barras, las reacciones hay que equi-
pararlas a esfuerzos y esos movimientos impedidos, a deformaciones. Sea d, el vec-
tor de estas deformaciones y f, el vector de los esfuerzos que las anula, se tiene:

h=—pdy N (A)

(a f, se le da el nombre de esfuerzos impuestos).

Los esfuerzos finales son el resultado de sumar a f, los originados por los des-
plazamientos incégnitos y (en realidad todos son incégnitos, es decir, ¢ no existe):

f=h+eCy (=0 ‘ ' [4.2)

F, = F es nulo, por lo que:

F,="Cf='Cf+'CpCy=0 : {4.3)
de donde se obtienen los desplazamientos de los nudos y no-coacciones de los
apoyos:

y==(cp0'Ch (4.4)
Los esfuerzos finales vienen dados ‘por:
il te=[1-pciceoT! iC)h [4.5]
Y las deformaciones por:

d=Cy=-C(Cp0)'iCh [4.6]
Método de las fuerzas:

Aqui hay que seguir un razonamiento dual al anterior, que desde luego es me-
nos instructivo. Antes bloquedbamos la estructura para que las barras no tuviesen
deformaciones, ahora dejaremos que por el efecto térmico (o analogo), las barras
se deformen libremente y que no aparezcan esfuerzos, esto sélo es posible dejando
que se desconecten todas las barras, lo que implicaria la destruccién de la estruc-
tura; para que esto no ocurra hay que sumar al vector dilatacién por efecto tér-
mico otro vector dilatacion que restablezca la continuidad geométrica, es decir, que

‘e‘v‘ite_la‘desconexién de las barras. Llamando, respectivamente, a estos dos vecto-
_res d, y d,, el vector dilatacién real o total es:

d=di+d, [4.7]
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d, viene a ser el dato del problema (igual que antes) y se determina directamente
considerando las barras aisladas unas de otras.

d, se calcula teniendo en cuenta que F = 0, en tal éaso'[1.11] queda f = Ji X
y las deformaciones producidas por las incégnitas hiperestéticas X, son:

d,="® 1, X [4.8]
‘Luego:
=dy+ & J, X [4.9)

De [1.13] se tiene ¢, = tJ d y como ¢, = 0, tendremos:

hide+Tadx=0 (4.10]

que constituye la ecuacién de compatibilidad de la estructura. hiperestatica some-
tida a las deformaciones impuestas d,. Despejando X:

X=—a5" 1 d (411
Las dilataciones seran:
d=(-al,o7" t)d, (4.12)
y los esfuerzos:
f=Jx=—Ja7"'%] 4 (4.13]
o también, puesto que p & = [:
f=pl@d X)=pd, (4.14]

lo que expresa que las deformaciones impuestas no producen esfuerzos, solamen-
te d, (el dual expresa que las tensiones impuestas no producen deformaciones).

Quinto problema. — Barras cargadas.

Hasta ahora hemos considerado las barras no cargadas, es decir, que las car-
gas solo estaban aplicadas a los nudos, y deciamos que a este caso se podian
reducir todos. ‘ : ' L

Si en una barra cargada bloqueamos 10s nudos de sus extremos, la barra ejer-
ce sobre estos nudos bloqueados determinadas fuerzas y momentos. Estas fuerzas
y momentos han de incluirse en el vector carga como sumandos de las correspon-
dientes componentes, pues son ciertamente fuerzas y momentos a que viene some-
tido el nudo correspondiente. Con este nuevo vector carga se calcula la estruc-
tura. (primer problema). Al final, en las secciones internas de las barras cargadas
hay que superponer a los esfuerzos hallados a partir del mencionado vector carga
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(llamados hiperestaticos), :los esfuerzos (i sostaticos) que origina directamente en
cada barra (sustentada en sus extremos isostaticamente) su carga interna.

También se puede abordar este problema de la ‘misma. manera que se ha he-
cho para los efectos térmicos; asi, por ejemplo, si seguimos el método de las de-
formaciones, basta determinar previamente en cada barra cargada, los esfuerzos
de sus exiremos supuestos éstos bloqueados, empotrados. Estos seran los esfuer-
zos impuestos. -

~Con esta manera de proceder tenemos la ventaja que los esfuerzos se toman
paralelos a los ejes principales y particulares de cada barra y no hay que hacer
cambios de sistemas de referencia.

OBSERVACIONES:

Las matrices ® y p son siempre regulares e inversas una de la otra.
Entre {F} y {c} existe un isomorfismo, es decir, ¥ (¢ = ¥ F) es regular (*).

Las aplicaciones lineales u homomorfismos f = JF, d = Cc, F={Ctyc="4d
son de matrices rectangulares (salvo en las estructuras isostaticas, en donde 6 b =
= 6n + 1). Es paradéjico que no siendo inversibles J y C, puedan existir simulta-
neamente todas las aplicaciones anteriores. La solucion de esta curiosa paradoja es
la siguiente: En d = Cc¢, C tiene las dimansiones (6 b) X (6n + A), y es cuadrada
si el grado de hiperestatismo h = 6 (b — n) — X es 0, es decir, en los sistemas isos-
taticos; en los hiperestaticos 6 (b —n)— X > 0, lo que indica que C es rectangular
de mas filas que columnas. La aplicacion lineal d = C ¢ es evidentemente inyectiva
y como:

X dim. (Espacio inicial) = dim. (Sub espacio imagen) + dim. (Nucleo)

el subespacio imagen {d| tiene realmente la dimensidén 6 n + X, aunque esta sumer-
gido en un espacio de dimension 6 b. Asi, pues, d = C ¢ es inyectiva, pero no sobre-
yectiva y F = !Cf serd, en consecuencia, sobreyectiva pero no inyectiva, desde el
punto de vista meramente algebraico, es decir, dando a las componentes de f to-
dos los valores reales arbitrariamente, sin restriccion alguna, pero esto fisicamente
no es admisible, pues igual que le ocurria a {d}, {f{ es un subespacio de dimensién
6n + )\ sumergido en el espacio de dimension 6 b. Al no ser F = !Cf inyectiva, la
correspondencia algebraica inversa no es una aplicacién sino una funcion multifor-
me, pero imponiendo determinada restriccion al conjunto de las f, si puede conver-
tirse en aplicacion; la restriccion consiste en tomar, no el espacio de dimensién 6 b,
sino el subespacio de dimensién 6 n + A. El problema de conseguir esta restriccion
no es otra cosa que la resolucion del problema- hiperestatico. De esta forma se es-
tablece la aplicacién f = J F que es inyectiva pero no sobreyectiva, es decir, la co-
rrespondencia {F} s {f} que en los sistemas hiperestaticos, parece, en principio (con
el solo auxilio de la Estatica), que es multiforme, se logra hacer uniforme no toman-

(*) Estamos en el supuesto de que todas las componentes de ¢ y todas las de F son indepen-
dientes, ya que a veces la compatibilidad de los desplazamientos en determinadas hipotesis de defor-
macién implican relaciones entre los componentes de ¢, y entonces ¥ serd singular. Asimismo, en

. estructuras hipostaticas, el equilibric de la estructura exige determinadas dependencias lineales entre

las componentes de F, resultando entonces R(F = Rc¢) singular.
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dola exhaustiva. Y desde el punto de vista algebraico ¢ = *J d es una aplicacién so-
breyectiva pero no inyectiva.

En los sistemas isostaticos todas estas aplicaciones son biyectivas. |

Si hubiésemos empezado el razonamiento a partir de f = JF, diremos (dual-
mente) que es inyectiva pero no sobreyectiva y, en consecuencia, ¢ = tJ d serd so-
breyectiva pero no inyectiva, desde el punto de vista meramente algebraico, es decir,
suponiendo, 1o que no es posible, que las componentes de d toman todos los va-
lores, en esta hipétesis, 1a correspondencia algebraica inversa seria multiforme, pero
estructuralmente, en la realidad, tenemos d = Cec, que es una aplicacién no sobre-
yectiva pero si inyectiva, pues no consideramos sistemas hipostaticos.

(Continuara.)
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