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EL CALCULO ELECTRONICO DE ESTRUCTURAS
PLANAS POR EL METODO DE LOS ELEMENTOS

FINITOS (D O

Por JOSE MIGUEL SAN MIGUEL ROMERO

Ingeniero de Caminos, AUXINI-Construccién.

ANDRES CANCER

Ingeniero Industrial, 1.B. M.

. El Massachussetis Institute of Technology ha programado, en estrecha colaboracion
con IBM y otras empresas y departamentos el método de los elementos finitos en un pro-
grama que lleva el nombre genérico de STRUDL.

El método, como se sabe, ha sido sistematizado por O. C. Zienkiewicz, basandose en
uria serie- de principios que permiten la. construccién de un modelo equivalente a fa realidad
por medio de la division del medio continuo en un conjunto .de elementos geométricos
sencillos y el establecimiento entre ellos de ciertas relaciones que’ se traducen en sistemas
de ecuaciones matriciales; el tratamiento de éstas conduce a la obtencién de desplaza-
mientos de los vértices de cada élemento y, de aqui, segun ciertas hipétesis, a la obtencién
de las deformaciones y, por tanto, del estado tensional.

. La complejidad del planteamiento, asi como el numero cons:derable de elementos que
se necesitan para reproducir cualquier estructura, por sencilla que sea, exige un gran vo-
jumen de calculo; pero, por otra parte, la sencillez de las expresiones matematicas, asi

‘como la sistematizacién del proceso, hacen de este método un campo exceiente para su

tratamiento: con auxilio de un compuz‘ador electrénico.
' Sin embargo, como sucede siempre en los programas de este tipo, la obtenc:on de

.una solucién muy general, que se pueda utilizar, con la flexibilidad necesaria, en el gran
i con/unto de casos que usualmente se presenta, conduce, naturafmente a datos de entrada

minuciosos y de gran exigencia en cuanto a su calidad.

La experiencia desarrollada en Estudios Hidraulicos de AUXINI- Construccton en casos
analogos a éste ha ‘aconsejado una serie de programas que tienen por obieto la preparacton
de datos.

En este trabajo se describen los diferentes programas empleados .en la preparacion -

de datos. En un articulo préximo se incluiran los resultados obtenidos en la aplicacién de
estos programas al calculo elastico de presas.

Introducclon

Aun cuando el método de los elementos fini-
tos no se Ilm:ta a las estructuras planas, sino
que, por el -cohfi‘rario, tiene un campo de aplica-
cién especialmente indicado en las estructuras
espaciales, se. ha realizado el estudio que se
presenta sobre estructuras planas por varias ra-
zones.

La primera de estas razones es que el pro-
grama STRUDL dispone de numerosos y muy es-
pecializados elementos tipo para las estructuras
planas; en segundo lugar, que el nimero de ele-
mentos necesario para el calculo es considera-
blemente menof en una estructura plana y, pof
tanto, es muy viable en un estudio experimental
por su bajo coste; en tercer lugar la convenien-
cia de disponer de un contraste para verificar el
estudio; este contraste se pondra de manifiesto

(*) Se adm|ten comentarios sobre el presente artlculo,
que pueden remitirse a la redaccion de esta Rev:sta hasta
el 28 de febrero de 1972.
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en el artlculo anunciado que corresponde al
calcullo elastlco de presas.

Estructura plana.

Es sobradamente conocida la definicion de '

este’tipo de estructuras para que sea necesario
repetlr aqui una definicion precisa de elias.

Sln embargo conviene hacer diversas pun-
tualz‘lzaCIones,v en primer lugar, cuando decimos
estructura plana nos referimos indistintamente
a tension plana o a deformacion. plana, siendo
necesario indicar en cada caso de célculo cual
de estos tipos es el de la estructura. En segundo
lugar, el hecho de que la estructura se considere
plana no impide que puedan abordarse con este
estudio las estructuras que, siendo estéreas
como, por ejemplo, un contrafuerte de una presa,
puedan ser asimilados en ciertos aspectos, a.una
estructura plana segun el plano de simetria, dan-
do un espesor diferente a cada uno de los ele-
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mentos en que se descompone dicha seccién
plana. En fin, la acepcién. plana no impide Ia
consideracidn de material heterogéneo o anisé-
- tropo en la composicion de la estructura siempre
gue, naturalmente, esta anlsotropla sea también
plana.

Método fotoelastico.

Cuando una estructura plana no puede ser
calculada con auxilio de los métodos numéricos
usuales, es necesario recurrir al estudio foto-
elastico.

Sin embargo, el método tiene unas limitacio- "

nes que restringen su aplicacidn; prescindiendo
de consideraciones econdémicas, entre las que

no es nada despreciable el factor tiempo, d;es_d-e“

un punto de vista estrictamente técnico son dos

las limitaciones fundamentales del método. La .

primera es la imposibilidad de reproducir las
fuerzas de masa, ya que la carga debe reali-
zarse por medios mecanicos, lo que exigiria
coaccionar el material del modelo para poder
ser aplicada, falseando totalmente el ensayo. En
segundo lugar, la dificultad de reproducir ma-

teriales anisotropos o no homogéneos simple-

'mente debido a que la estructura ha de ser re-
producida con’ pléastico naturalmente continuo.

Método de los elementos finitos.

Para un andlisis detallado del método se re-

mite al lector a la literatura especializada. Sin
embargo, dado el caracter eminentemente prac-
tico del estudio que se presenta, indicaremos
someramente las condiciones basicas para la
aplicaciéon del método por cuanto que marcan
unos limites interesantes de conocer.

Principios generales.

El medio continuo se divide, por medio de li-
neas imaginarias en un cierto namero de ele-
mentos finitos; en nuestro caso seran triangulos
o rectangulos.

Los. elementos se swponen mterconectados
en un numero finito de nudos situados en su

contorno. Los desplazamientos de estos nudos -

seran las incégnitas basicas del problema exac-
tamente igual que -en el andlisis estructural
simple.

Se define una ‘funcién para establecer uni-
vocamente el estado de desplazamlentos dentro
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de cada elemento finito en funcién de los des-
plazamientos de los nudos.

Las funciones de desplazamiento definen asi,
univocamente, el estado de deformaciones den-
tro de un elemento en funcidén de los desplaza-~
mientos de sus nudos. Estas deformaciones jun-
to con las deformaciones iniciales, si existen, y
las propiedades elasticas del material, definiran
el estado de tensiones en el interior del elemen-
to y, por tanto, también en su contorno.

De este modo, cualquier sistema de fuerzas
concentradas en los nudos quedara determinado

‘por una relacion matricial de rigidez con fos des-

plazamientos de los nudos.
La resolucién de esta ecuacién da el resul-
tado buscado. '

Observaciones.

- El grado de exactitud en el calculo de la es-
tructura es funcién de la densidad de elementos,
por lo que en las zonas donde se prevean las ma-

~Ximas, tensiones y, también, la maxima curvatura

de las isostaticas, sera necesario aumentar di-

.cha densidad. Es evidente que, con esta condi-

cion, el calculo sera siempre una “aproximacion”
a los valores reales. Este es, quiza, el inconve-
niente mayor del método, ya que la definicidén
de elementos es, como se ve, resultado de 1a ex-
periencia y la intuicién del calculista; sin em-

. bargo, sera posible en general asegurarse un

resultado aceptable introduciendo un “coefi-

. ciente de seguridad” en el nimero de elemen-
tos finitos para cubrir los defectos de aquella

experiencia o intuicién. En fin, si tal “coeficiente
de ignorancia” llegase a ser demasiado elevado,
siempre podra naturalmente hacerse.uso de un
control de la.calidad del resultado por medio de
un criterio cualquiera de convergencia al ir
aumentando sucesivamente el namero de ele-

mentos. -

Sistematizacion.

Desde luego el método es, como se deduce
de su planteamiento, altamente sistematico, con
unas expresiones matematicas sencillisimas vy,

"en cambio, con un proceso muy largo de ejecu-

cion; estas caracteristicas le hacen especial-
mente apto para ser tratado en un computador
electrénico.
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Programa de elementos finitos.
Caracteristicas generales.

El programa de elementos finitos forma par-
te del Sistema ICES (Integrated Civil Engineering
System) y estd incluido dentro del 'subsistema
STRUDL (Structural Design Language). Un es-
quema de la forma de.operacion del Sistema
ICES y los médulos de que consta, se presenta
en la figura 1.

pende de la capacidad de la maquina utilizada.

- Como caracteristicas generales del subsiste-

ma STRUDL se pueden indicar las siguientes:

1. Admite datos formados por palabras y/o
ndmero.

2. No necesita utilizar impresos especiales
ni posiciones fijas para rellenar los datos.

3. Pueden darse comentarios en y entre las

fichas de datos.

Sistema
operativo O.S.

ICES

ROADS GOGO PROJECT

STRUDL - TABLE

l TRANSET

El método de elementos finitos es, pues, uno
de los procedimientos incluidos en el subsiste-
ma STRUDL.

La configuracién minima necesaria es un sis-
tema 360/40, superior o 370, con dos unidades
de discos, lectora de fichas e impresora, dispo-
sitivo de coma flotante y 128 K de capacidad de
memoria. Sus posibilidades en cuanto al tamafio
de las estructuras que es capaz de resolver de-
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Método de rigideces

Posibilidades:

Elementos finitos
Anélisis dindmico
Analisis no lineal

Figura 1.

4. Admite cambiar de unidades de unos da-
tos a otros y en salida.

5. Puede darse una’ estructura completa
(v. g. portico espacio), modificarse, rea-
lizar diferentes tipos de analisis (celosia
espacial, pértico o emparrillado plano),
pasarla a elementos finitos, etc.

© 6. Pueden seleccionarse resultados y datos

en la salida.




7. Los pasos para obtener los datos necesa-
. rios son:

a) .Situar un esquema de la estructura
en un sistema de ejes.

b) Identificacion de nudos y barras (nu-
mérica y/o alfanumenca) 4

c) Calcular coordenadas de nudos.

‘d) Fijar condiciones de los soportes (ri-
gidos.o plasncos)

e)- Uniones de barras o elementos.

f) Condiciones de tales uniones.

g) Propiedades y constantes de los ele-
mentos.

h) Cargua.s.

iy Tipo de analisis.

/) Resultados a pedir.

Elementos finitos que pueden emplearse.

De los infinitos elementos que podran pilan-
tearse en la resolucién de los casos que se pre-
sentan en la realidad, el ,prog,rar_na tiene inclui-
dos los que figuran en las tablas 1y 2, cuyas ca-
racteristicas y formulacion pueden encontrarse
en la bibliografia adjunta.

Una consideracion muy importante sobre este

. programa es el hecho de que el sistema ICES

se ha concebido como un programa vivo, es de-

cir, que los usuarios van aportando su expenen- ‘

cia y nuevos elementos y/o procedlmlentos al
sistema, con lo cual sus posibilidades crecen
de afo en afio. Asi, en la primera versién de
elementos finitos sélo aparecian dos tipos, ha-
biéndose amlphado con seis e!ementos en el
transcurso de un afio.

Preparacién de datos.

Como se ha visto en el parrafo precedente,
tos datos que son necesarios para calcular una

-estructura cualquiera, por séncilla que sea, son

muy numerosos. Las coordenadas de los nudos,
las incidencias de éstos en cada elemento, los
diferentes tipos. de elementos y las cargas con-
centradas en los nudos suponen-el manejo de
miles de datos, cada uno de los cuales es indis-
pensable para.el célculo, de modo ‘gue, en caso
de error en uno solo todo el proceso queda in-
a«lldado

-Es-evidente’ que con unas llmltaCIones de este

‘tipo es muy dificil garantizar la calidad de los

1
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datos, a no ser que, naturalmente, se recurra a
procedimientos de control excesivamente lentos
y costosos; en una palabra, la preparacion de
datos puede convertirse en un problema de gran
envergadura que haga ineficaz el método."

Precisamente esta limitacion no ha podido
ser obviada de origen, introduciendo en el
STRUDL las subrutinas necesarias para ello, a
causa de la enorme diversidad de estructuras
que pueden presentarse; sin embargo, limitando
las estructuras que han de calcularse, por ejem-
plo, a estructuras planas y, dentro de éstas, a
ciertas estructuras, como, por ejemplo, presas
de embalse, es posible establecer programas. de
preparacion de datos muy potentes que reduz-
can el numero de datos en los que es posible
el error humano, creando los demés datos nece-
sarios para € STRUDL a partir de éstos.

Este ha sido el objetivo que se ha perseguido
en AUXINI-Construccién en colaboracién estre-
cha con 1.B.M.; a continuacion se describen los
diferentes programas que se han preparado para
la realizacién de tal cometido.

Programa para la definicion de coordenadas e
incidencias.

Como se dijo en el parrafo anterior, es nece-
sario dar de cada nudo las coordenadas y, de
cada elemento, los nudos que lo limitan ordena-
damente segun el sentido contrario a las agujas
del reloj. Ademas, en el caso de elementos trian-

-gulares, el primer lado ha de ser el de mayor

longitud.

También se ha sefialado con anterioridad que
los elementos han de ser definidos segln el cri-
terio del calculista, atendiendo a su experiencia
y a su intuicién.

Por ello es imposible establecer programas
que construyan los elementos sin intervencién
humana, es decir, automatizando completamente
su preparacion. Se puede, y asi se ha hecho en
algunas ocasiones, definir de forma geometrlca
sencilla los elementos; por ejemplo, definiendo
lineas de cuya interseccién se obtengan los ele-
mentos. Esto puede ser espemalmente atil cuan-
do la geometria de la estructura lo aconseja. Por
ejemplo, la seccidn de un tdnel circular es espe-
cialmente: apta para una solucién de este tipo.
Pero en general no -sera posible establecer un
criterio de preparacién de elementos.
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TABLA 1

Num. de NOm. de grados
Nomb Forma i alisi
ombre nudos de libertad Tipo de analisis
PSR 4 U, U, Tensién plana.
- Deformacién plana.
CSTL : 3 U, U, Tension p.l,ana.
Deformacién plana,
LST A 6 U1 U2 Tensién plana
Deformacioén plana,
PSROT © 4 U, U, U, Tension plana.
. ‘ Deformacion plana,
CPT A 3 Ug Uy Uy Flexion de placas.
BPR _ - 4 U U U Flexion de placas.
BPP ) [::7 4 Uy Uy Uy Flexion de placas.
SSCR 4 Y U, Uy U U Cilindros de paredes
e delgadas.
SSGT A 3 ' Uy Uy Uy Uy Uy Cilindros de paredes
delgadas.
~ SBCT A 3 Uy Uy Ug Uy Uy Flexién y alargamiento
de placas.
TETRA 4 4 U, U, U, Tres dimensiones.
CSTG A 3 U, U, Tensién plana.
A : . Deformacion plana.
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TABLA 2

f

Nombre Forma Num. de Num. d.e grados Tipo de anélisis
R nudos de libertad
Tension plana.
IPLQ 4 U, U, Deformacién plana.
L Tensién plana.
IPQQ \ 8 U Uy Deformacion piana.
. ALSQ T ﬁ 8 Uv Uz Axi-simétrico.
K Tensién plana.
IPCQ g 12 Ui U, Deformacion plana.
IPLS ‘ '! 8 U Uy Uy Tres dimensiones.
IPQS 20 U U, U, Tres dimensiones.

e

©
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Ademas, nuestra experiencia nos indica que
la dificultad no es propiamente la preparacién
de los elementos y la determinacién de las coor-
denadas, sino corregir los errores que se puedan
introducir. Por ejemplo, con un croquis relati-
vamente sencillo de.los elementos que desean
utilizarse para el calculo de la estructura se
puede, con personal auxiliar entrenado, preparar

el conjunto de coordenadas en un plazo no su-

perior a dos dias. Téngase en cuenta ademas
que, para una cierta estructura, e‘s'ta_ descompo-
sicion sera la misma en todos los distintos tipos
de carga que deseen ensayarse.

Sin embargo, las coordenadas que se han
obtenido por este procedimiento pueden tener
numerosos errores; por ejemplo, lecturas equi-
vocadas, nimeros bailados, cambio de Ia abs-
cisa por la ordenada, etc.

De la misma forma, las incidencias de cada
elemento, es decir, los nudos que lo limitan,
pueden ser definidos en un solo dia por un auxi-
liar. Pero también aqui caben errores como, por
ejemplo, algun nudo mal leido, algun elemento
desordenado, etc.

Para obviar estas dificultades se utiliza un
programa especialmente concebido para corre-

gir las coordenadas e incidencias, el cual, con

los datos anteriores, realiza el dibujo automatlco
de la estructura que definen.

Desde luego, este dibujo destacara los erro-
res de bulto que se sefialan como mas probables
en los parrafos anteriores; asi, si $e han bailado
las coordenadas de un punto, éste resultara si-
tuado en un punto totalmente desplazado del
suyo natural; si algun elemento no queda defi-
nido por los nudos correctos, su situacién en el
dibujo lo indicara. En fin, si algun elemento no
tiene los nudos que lo limitan en el orden con-
trario a las agujas de un reloj, el programa lo

indicara igualmente, ya que, para cada uno de

ellos, se verifica tal condicion, comprobando si
fa orientacién de los nudos es de signo positivo
calculando los determinantes:

1 X1 Y1
1 Xy Yo

1 X3 Y3
de cada tres nudos consecutivos.
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Ademads, los lados de cada triangulo se or-
denan automaticamente para comenzar siempre
por el de mayor longitud.

‘Es evidente que, seleccionados de esta for-
ma los errores de mayor importancia, pueden
pasar desapercibidos otros errores menores; és-
tos ‘quiza sean puestos de manifiesto en un se-
gundo dibujo de la estructura corregida; ‘pero
obsérvese que, en cualquier-caso, si la estruc-
tura dibujada no ‘indica la existencia de errores .
a simple vista, es evidente que, si el calculista
esta conforme con la estructura dibujada, se po-
dra seguir con el célculo en la seguridad de que,
aundque no sea exactamente la estructura origi-
nal, la diferencia entre una y otra es de segundo
orden.

Programa de preparacién de tipos de elementos.

Se emplean dos tipos de elementos, los CSTL
y los PSR. La diferencia entre uno y otro es sim-
plemente que los primeros son tridngulos y los
segundos rectangulos; por ello, un programa es-
pecialmente preparado perfora estas tarjetas sin
mas que investigar para cada elemento, cuantos
nudos tiene.

Programa de preparacién de cargas.

Se han preparado dos programas especiales
de preparaciéon de cargas que son los de peso
propio y los de carga superficial. Como es sa-
bido, la carga se define, dando, en cada nudo,
las componentes de ésta segtn los dos ejes prin-
cipales de referencia.

En el caso de peso propio, estas cargas son,
sencillamente, el resultado de. calcular, para
cada elemento, el drea del mismo y multiplicar
por {a densidad, dividiendo el resultado por tres
o por cuatro, segun se trata de un tridngulo o de
un rectangulo, realizando esta operacién con to- -
dos los nudos de la estructura, acumulando en
cada uno la carga que proviene de {os elemen-
tos que limita, se obtienen las cargas totales en
cada nudo que, posteriormente se descompo-
nen segun los ejes.

En el caso de la carga de superficie, que se
refiere, como se ha dicho antes, por tratarse de
célculo de presas, a carga hidrostatica, bas-
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ta con definir la linea que marca el nivel de
agua — recta que tendra una ecuacién del tipo
y = ax + b respecto a los ejes principales —
y el paramento mojado — dando, sencillamente,
los nudos que definen este paramento en sen-
tido tal que, al avanzar, el agua queda a la de-
recha—para que el conjunto de cargas quede
totalmente definido y, por tanto, para que pueda
ser realizado automaticamente.
. Obsérvese que en uno y otro caso, los datos
son minimos; para peso propio basta la densi-
dad y la direccion en que actia la gravedad.
Para la carga de superficie, basta la linea de
carga-y el paramento mojado; en conjunto, no
mas de treinta o cuarenta nimeros sencillos.

e,
e
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Resumen.

Con estos programas se resuelve el arduo
problema de la preparacion de datos para gran
niamero de casos; en particular, los programas
de definicion de coordenadas e incidencias, el

“de preparacion de-tipos de elementos y el de

preparacion de cargas debidas al peso propio
son programas cuya utilidad es totalmente ge-
neral. :
Su fiabilidad, como se ha puesto de mani-
fiesto, es extraordinaria y, por tanto, puede abor-
darse el problema sin riesgo de errores vy, lo
que es muy importante, sin temor a que se pro-
duzcan difaciones excesivas en el calculo.

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

Y

&

-2x



