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. La necesidad de construir  sistemas. hidraulicos. complejos derivada.del continuo aumento

de la demanda de agua, ha traido consigo el intento de desarrollo de técnicas mateméticas
que permitan manejar el ampllo numero de- factores implicados en el problema. Una de

__estas técnicas es la programacion dinadmica, de cuya base matemdética seé hace una breve

descnpc:on para después comentar. sus aplicaciones a los recursos hidréaulicos. Para ello

. e enumera una serie de problemas résueltos en la literatura que puede dar una idea del po-

tencial de este método. Por. ultimo, se resuelve un problema de regulacién de un embalse, de

- torma muy s:mplmcada, para mostrar Ia sencillez-de aplicacién de la programac:on dinamica.

1. INTRODUC’CION

La planificacion de los recursos hidraulicos se ha complicado considerable-
mente en los ultimos afios. Al aumentar -la demanda de .agua, permaneciendo cons-
tantes los recursos disponibles, se hace necesario aprovechar al maximo las posibi-
lidades de cada zona. Para ello hay que considerar un sistema complejo de uni-

dades de almacenamiento, transporte y distribucion, constituyentes del “sistema” de

recursos hidraulicos de la regién, que convenientemente combinadas den lugar a su
aprovechamiento 6ptimo. Este éptimo puede enfocarse desde distintos puntos de
vista, sea un 6ptimo econémico. de maximo beneficio o minimo coste, sea un Opti-

‘mo hidrolégico de maximo volumen de agua aprovechada o minimo volumen de pér-

didas, o incluso un 6ptimo menos cuantificable .como ocurriria en el caso de plan-

_tearse un objetivo social o politico. La labor de haIIar el optlmo ha dado en llamar-

se "optlmamon” del sistema.

.La ophmacnon de sistemas sencnllos no suele presentar problemas. Unos calcu-
Ios someros comblnados con un buen porcentaje de ‘experiencia proporcionaran una
solucién que aun no siendo el optimo matematico sera aceptable a efectos practi-
cos. En el caso de SIstemas complejos, el nimero de variables y factores implica-

.. dos puede sobrepasar facnmente la’ capamdad personal de analisis. Para resolver
- . este problema los metodos convenc:onales han recurrido a la utilizacion de simplifi-

caciones que reducen la’ complejldad de célculo del sistema. Con el fin de redu-
cir al minimo estas SImpllflcamones se ‘ha-intentado desarrollar. una serie de méto-
dos. que ‘pérmitiran trabajar con un numero elevado de variables. Los -que han res-
pondido - mejor a estas condiciones han sido los métodos de la investigacion opera-
tiva, tales como programacion lineal, no lineal, dinamica'y entera, teoria de grafos
o teorla de. colas Estos ‘meétodos se reunen bajo el nombre de “técnicas de optlma-
cién” , . . L . .

Una de las tecmcas comenzadas a emplear mas recieftemente es la progra-
macnon dmamlca cuya teoria fue enuncnada por Bellman (1957) A continuacién se

- tratard sobre sus pOSIblhdades de aphcacmn en- el campo de los recursos hidrau-
hcos

"‘l'

*) Se admlten comentanos sobre el presente artlculo que pueden remmrse a la Redaccidén de esta
Rewsta hasta el 31 de agosto de 1971. : . .
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2. TEORIA BASIC’A‘ DE LA PF‘.(OG"RAMAC‘ION' DINAMICA

plotacion de un ‘sistema dado. R

, 'La programacmn dlnamlca se puede de«fnmr como un planteamlento matematico
que permlte determinar el conjunto de decnsnones que dan lugar a la solucién épti--

. ma de un proceso secuencial. Se basa en el uso de una férmula recurrente de op-

timacién que permite reducir sustancnalmente la dimension del problema.
" Hay dos puntos destacables en la definicién. El primero es “planteamiento ma-

" tematico”, ya que la programacioén dinamica, al contrario que la lineal, no consiste
~en una técnica de solucion tal que aplicada al problema da lugar al éptimo de for-

ma-inmediata. Por el contrario; consiste en una forma especial de-ver el problema,
de modo que es dificil d|sponer de subrutinas, donde bastaria introducir los datos

A para obtener la solucion. El segundo punto es “proceso secuencial”. Si el proceso

no ‘puede dividirse en:intervalos, no puede resolverse por programacion dinamica.

. Esto no supone una- restnccmn fuerte, ya que estos: intervalos. no: necesitan ser de

tiempo, sino que pueden ser intervalos espaciales, tales como capaCIdades interme-

~dias de un embanlse o voliumenes bombeados de un acuifero.

Las variables implicadas en un problema de programacién-dinamica son de dos

" tipos.: Las variables de estado son aquéllas que definen la situacion del sistema en
. cada momento. Las variables de decision son |as variables que hay que definir y que

ocasionan el paso de un.estado a .otro. Las variables -de decisién son controla-
bles directamente, como desembalses ‘0 volimenes bombeados: Las variables de

- estado’ son controladas indirectamente’ mediante las variables de decuswn

Una ventaja de la programacién dinamica es que proporciona una solucién fun-

~ cional y no puntual como ‘ocurre con la programacién lineal. Sin embargo, presen-

© tala desventaja de tener que limitarse a sistemas descritos -por tres variables de

. estado, a menos que se utilicen tecnlcas especiales -todavia no muy desarrolladas
como se comentara posteriormente.

Para una exposicién mas completa de la: programacnon dlnamlca 'puede consul-

- tarse. Bellman (1957)

5

. _:‘.v3 APLICACION A LOS SISTEMAS DE F{ECURSOS HIDRAULICOS

Una-vez repasado brevemente el concepto de - Ia programac.lon dlnamlca hay

" que examinar las posmllndades que, ofrece para la resolucién de sistemas de. recur--

SOS'! hldraullcos Como se duo anterlormente -no.deben intentar resolverse snstemas
con mas de tres variables de-. -estado - que darlan lugar a grandes dificultades de

. _'calculo y almacenam|ento de datos. Esto- supone que no se deben resolver siste-
- .mas. con mas de tres unidades de- almacenamiento; ‘embalses; acuiferos o depési-
.- tos; que son los elementos .que; .en general, definen el nimero de variables de estado.
. Puede objetarse que en este caso las posibilidades de utilizacién son escasas. Sin
- embargo, dado- que se: obtiene una solucién funcional ‘es posible dividir un sistema
complejo en varios subsistemas' y combinar Ia solumon de cada uno de ellos apro-

" ‘'vechando -aquelia. propledad : - »

" Los problemas que ‘se’pueden resolver en un slstema 'de recursos hidraulicos

-son-de dos tipos: problemas dée dlmenSIonamlento y xproblemas de estrategia de ex-
" plotacion. En los primeros se trata de definir la magnitud de los elementos de un sis-

tema, mientras que en los segundos se intenta determmarla estrategla Optima de ex-

1
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Ambos .tipos pueden ser. resueltos por programacnon dlnamlca

31 Tlpos de prob/emas resueltos. -

Es dificil hacer una divisién absoluta de casos. que sé pueden resolver 0 no
med|ante programacuon dindmica. La mejor solumon ‘parece ser enumerar una se-
rie de casos Lesueltos en Ia llteratura el NN

BEEARE Procesos dependlentes del tlempo Los mtervalos deI proceso secuencial

"son mcrementos de tlempo EJempIos de este tlpo son

a). Planificacion 6ptima de. los vperlodos de riego: Se deflne la cantldad de agua
a apllcar en cada intervalo de tiempo. a las cosechas de una zona. Las variables de

, estado son el volumen de agua dlspomble, Ia humedad del suelo y una funcion geo-
_ métrica del rendimiento de cada cosecha en cada mterva!o Hall y Dracup (1970).

- b) [Embalse Unico’ de’ finalidad mult|ple Considerando como “variable de es-
tado, el volumen almacenado en el embalse, se calculan los desembalses para abas-
tecnmlento rlegos .produccnon electnca etc HaII utcher y Esogbue (1968).

Lc) Centrales h|droelectr|cas reverS|bIes Se defmen Ios volumenes bombeados y

__“;turbmados en funcion de los volumenes almacenados en presa Y- contrapresa Hall y
L Roefs (1966) Lopez (1969)..- .. L o e

Gooo el -

d) Uso conjunto de emba1ses superﬂmales y “subterraneos: wUtilizando como

variables de estado los vollimenes almacenados en un embdlse supérficial y uno sub-

terraneo y én una instalacion de recarga artificial se pueden definir los volimenes
destmados a recarga, riego directo y riego por bombeo-‘en cada perlodo Se puede
hacer c¢on un wplanteamnento deterministico; Buras” (1962) estocashco exphcno Bu-

ras (1963)oestocast|co |mpI|C|to Lopez (1969) » R P

- \,Nl Vo

e) - Control de avenidas mediante embalses de regulacnon Este problema no
ha sido tratado. individualmente, En general, se supone que. en cada periodo del

afio debe reservarse un volumen de embalse con el fin de controlar la avenida. La
. determinacion del volumen- -necesario se hace por -métodos estadnshco;

f) Regulacmn de un snstema de’ embalses Ut|l|zando los volumenes embalsa-
dos como variables de estado se defmen los ‘desembalses para Ios distintos usos.

' Si son demasiados embalses se pueden agrupar ‘en subsistemas que se pueden unir

después para dar el 6ptimo global blen por programacmn Imeal o’ por programacion

" dinamicd. Hall y Dracup (1970) S . RERRY

3.1. 2. Procesos no dependlentes del tlempo Se refleren en general al reparto
optnmo ‘de’ un recurso. entré varios usuarios, ya ‘sea tierra;- agua fo) capamdad de em-
balse. La descomposmlon ‘secuencial no se hace en mtervalos de tlempo Ejemplos
de este tipo de problemas son: . SR RE.

a). Proyecto de’ un embalse:-de finalidad multiple: Utilizando como intervalos los
distintos usos del agua, se“calcula la cantidad 6ptima utilizable para cada uno de

~ellos en un momento dado. Hall (1964) . L

b) Distribuciéon de agua entre dlstmtas areas de una zona regable Consideran-
do cada area como un intervalo de calculo, se halla el volumen 6ptimo a emplear en
cada una en funcnon del volumen dlspomble
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’ c) Distribucién de- una aportacxon estocéstlca ‘Se define ‘el agua destinada a
cada cosecha de una zona utilizando . como variable de estado el agua disponible

con cierta probabilidad. Los mtervalos -de -célculo son los dlstmtos niveles ‘de pro-.

babilidad, Hall y Dracup (1970).

"d) Capac:dad optama de un acueducto Dada la funcién de beneficio resultan-
‘te de .destinar distintas cantidades de agua a cada zona y el coste de construcmon
del acueducto para cada caudal, se calcula la capacidad éptima de cada tramo. La
variable de estado es'la cantidad de agua dlspomble al comienzo de cada tramo.
Los tramos de acueducto consmuyen los mtervalos de célculo. Hall y Dracup (1 970).

e) Escalonamiento de las obras de un snstema de recursos hidraulicos. Dada
una serie de proyectos destinados a cubrir la demanda a largo plazo de una zona,
y la curva demanda tlempo, se 'define el orden de construccion de los proyectos,
que se consideran como intervalos de calculo. Este método sirve también para com-
_ probar la sensibilidad: del sistema -al. variar la curva demanda tiempo. Butcher, Hai-
mes y Hall (1969)

‘ Como puede verse eI campo de apllcacwn de la programamon dinamica a los
‘reclrsos hldréullcos es muy ‘amplio. Esto se debe a que por tratarse de un-método

~. de optimacién 1puede en principio, aphcarse a cualquuer problema de- este tipo. Por

" ‘otra parte, no se lmpone ninguna condicién restrictiva a las funcnones xm‘phcadas
. lo cual hace que- la- posibilidad. de’ apllcamon dependa sélo- del nimero de’ varia-
. bles de estado, y aun. .este problema puede resolverse mediante la divisién en sub-
sistemas. Un ejemplo es el modelo del “California Water. Plan”, que incluye una red
.-de 22 embalses, de finalidad -multiple casi todos ellos, y la correspondlente red de
_distribucién. Todo el sistema ha sido resuelto utilizando | programacion dinamica apli-

cada a los distintos subsistemas’ que después fueron unidos entre si mediante pro-
. gramamén Ilneal Hall y Dracup (1970).

3.2, tEiemplo de resolilcién por programacion dinamica.

- Dado un embalse de 100 Hm?® de ‘capacidad, cuyo objeto es la produccion ‘de
. energla eléctrica, se desea:conocer el volumen que se debe turbinar en cada mes
“de un perlodo de cinco meses para obtener el maximo beneficio, con la condicién

o de que el embalse contenga 60 Hm? al finalizar el. penodo Las aportacmnes del rio

‘se suponen. conocidas. -
Si se turbinan V Hm?® con un salto H m el benefncno obtenido sera:

B= KXVXH pts.

. SIendo K una constante que mcluye rendlmlentos de ‘maquinaria, precio de venta de
:la energia y factores de conversuon Ei beneﬂcuo a lo largo de cinco meses que se
desea maximizar es; :

. i

B=K )3 VX H, : v (1)
=1 . ] : :
: Dado que K es una constante, se puede eliminar dé esta expresmn y hallar el ma-
- Ximo de: . .

i=1
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+!iLas-restriécionés impuestas por el embalse son: ™

(7.} S R~ :':‘.,. , §n_]: s" + Aﬂ - Vﬂ - (3)
‘ 10Hme > S, >0 ; “

.S, = volumen :embalsado--en el. intervalo n;
4 =~volumen:embalsado en el mtervalo n—1 postenor en el tiempo;
' aportacubn durante el mtervalo n '

LA restriceion: 1mpuesta a Vn, ,volumen turbnnado es la de ser menor que la ca-
pacudad méx:ma de las’ tubenas supuesta de 30 Hm3/mes

04v 430Hm3/mes L 5)

“Los valores discretos de'la curva embalse altura son los siguientes:

Embalse’'S (Hm3) ...\ - 0 20 40 60 80 100

- Salto bruto H (m) .| 24 .- 34 43 50 56 60
. . .., Las aportaciones supuestas en cada imes son: %
* v . ._'é i u Mgs - ._ {:I;ebrero Mﬂa-i-rzoj - Abrnl Maypi'r " Junio
! : ; Intevalo Al oo 5 43 2 A .
i B - |- : _ o
N B T Aportacién’ (Hm3) ...~ 15 22 .3 | 8 2.
| - i — ! - = i
| .. laecua c i6n recurrente de optimacion secuencial es: S
e o ; f(S )—mox[f (s,,,v,)]_max [by (s,,,w) i ( s,,_,)] ' ©)
*n (S )_. beneﬂcno optimo desde el mtervalo n hasta el fmal del proceso,‘
cuando el embalse contiene S, Hm?3; ’
b (S,., Vi ) —beneficio -del mtervalo n cuando se desembalsan V, Hm3 de un to-
e e e tal de S,. .. .
2 ey Pof -io(irn‘_di‘cadp_ anteriormente 'e'st'é'lll_timo término sera:
'E - . : ) b» i a - ' - b (5", V!) = V X H' te T ' . : @
z_ —n wm———— “ e e e e 1 e emman— A,_A-|.. - - . . -I ‘ E— - e e - _.TE - N
I _ . dondeH, es_el salto bruto correspondiente. a S,. Podria hallarse el salto medio en-
B | tre S, y S, 1, pero por simplicidad de calculo se_tomara el inicial.
s : Todas las funciones que aparecen en (6) deben cum'plnr las restnccnones (3),
(4) y (5). Ademés para n =1, (6) se transforma en :
i e} r R :
!‘ o ': .“.‘:' . T - "‘f* (51) = mdx by (Ss 0V ) o i ®
N N [ i ; - i
Cs.' ‘ »; H (rr'\ ! ﬁ\rm:\ L rrT:.
o e ya que el proceso esté termmado y %, (S )— 0 - l, R LuZ
IMAYOTLQTEL e S : A ; 355,




Por el enuncnado del problema eI embalse final .debe cumphr'

So—S,—i-A,—Vi_éOHms | . 9

Con estos datos puede resolverse el problema, optlmando recurrentemente in-
tervalo por intervalo, segun la ecuacion (6)

Los célculos se pueden representar en una serie de cuadros en los que se calcula
.. el valor de la funciénf, (S,, V) para cada combinacién de Sy V. En las columnas de
la derecha se indican los valores ,6ptimos: de esta-funcién y del volumen turbinado,
représentados por un asterisco, y el embalse que resulta de turbinar este valor. Con
una raya se representan los estados que .no cumplen las restnccnones © que dan ju-
gar a estados posteriores que, no. las cumplen

Al determinar el estado en el intervalo n——1 se ha segu|do Ia norma de redon-
_dear sobre la mitad del intervalo. Por ejemplo, si se obtiene S' = 72 se-supone 80, pero

si. S = 68, se supone 60 valores discretos que estan mas cercanos al valor real calcu-
lado - , .

Mes, junio;.n =1; A; = 2 Hm®

. f1‘(31-vz)"vv v ,:' . e c L
— S SRSy | v So
o o R w | ‘
0 - - — — - — -
I T S P A e
0 - — — —- — — — —
6 -4 0 - . T .0 L0 60
g0 |° 0  se0 Utz | g0 | e0 60
100, 0 .+ 600 1200 .. 1800° | ..1800__ 30 60
oo s . Mes, mayo; n=2; A, =8 Hm?
SRSV o .
S P ) s ::.' . : '.“;12-\:.'(32) | vz# sl
0o .10 - .2 . ‘30 ‘ '
g S T SR R B _
40 | - — S — - - — -
60 - o s00  —  — | 50 | ‘10 | g0
80 [ 1120 - 1880 - 1120 - — | 1680 10 80
100 1800 2400  2320. © 2020 | 2620 - 80
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T Mes, abril; n = 3;Ag = 36 Hm®

? Ce(8a V) , .

. . . R . e f3¥ (83) va.'6 : SZ,
0 10 20 w30 | e '
0 R — — - — — —_
‘20 “500 - = — 500 60
40 1680 930 . 1360 — 1680 80
< 60 2020 2180 | 2680 2000 2920 o 100
80 2020 = 3480  : 4040 3360 4040 20, 100
100 2020 | 3520 D 4120 4720 4720 30 100

- |

|

~ Mes, marzo; n = 4; A, =22 Hm3 1

. [ .

1,(SuV)) S '
f4* (S4) Vit S;

5 o 10 20 o | - |7

7 5 i
0 -500 740 — - 740 i 10 20
20 | 1680 . 2020 | 1180 1520 2020 i 10 40
40 2000 © .. 3350 . 2540 __ 2070 .| 3350 .10 60
60 4040 4540 . ° 3920 4420 4540 10. 80
“go | 4720 5280 5160 5720 5720 - | 30 80
100 4720 5320 5920 6520 6520 30, 100

© Mes, febrero; n = 5; A; =15 Hm®

sV |

e — 1Sy VE s,

0 10 20 30 ' |
0. . 2020 . 980 . —. . — 2000 - 0 - 20
20 | ..3350 2360 212700 1760 " 3350° 0 40
4 | 4540 3780 4210 3310 4540 [) 60
60 " s720° 5040  5540. 4850 |- 5720 | O: 80
80 65200 6280 6840 6220 6840 20. 80
joo' -'| “es20 - 7120 7720 7520 | 7 7720 |- 30 80




- Estos cuadros expresan el volumen-iurbinable éptimo para cada estado del em-
balse en cada mes. Para obtener la estrategla optlma correspondiente a un determi-
~“'nado embaise |n|0|al basta comenzar por, el ditimo cuadro con el valor inicial de S;
deseado, y.con el S, resultante mdlcado én la ultima columna, pasar al cuadro ante-
riér. Asi sucesnvamente se Ilega al estado flnal del embalse En este caso la estrate-

o G & l;

5

_m_gla correspondlente a cada estado S; es:

- ‘ i .
u g 5 . Febrero, Marzo soAbril Mayo Junio
S ‘ [ . = B ;
i : ' '
) E g Embalse, ..........t...... AP 0 20 . ; l - 80
i + | volumen_ turbinable ... { 0 403 S 510 20
- : Embalse .0l 20 40 60 "”“109 80
Volumen turblnable ........ 0 10 0 30 20
Embalse ..................... 40 60 80 100 80
Volumen turbinable .....:.f.. .0 - a0 20 30 20
Embalse :.....coom Tt 60 - 80 80 100 E‘ 80
Volhmen turbinable ....... 0 -~ g 20 30 l 20
EMbalse .....oovovvenria | 80 - 80 <80 | _ 00 , ' '80
e Volumen- turbinable ::..:.. 20 30 20 ?:0 ! 20
‘ ) : ' i
= Embalse ................lh 100~ 80 " 80 100 80
Volumerr turblnable ~30° 20 30 ! - 20
. fon ; A o ogE . x

o T ' It Lo [
. . Esde destacar eI hecho de que si en -un determmado mes.no se liegara al esta-
do prevusto Ios volumenes turbmables optlmos senan dlferentes Sin embargo, no se-
S r|a preciso’ reallzar caiculos adtcnonales ya que se puede deflmr el nuevo camino
optlmo a partir de los cuadros de calculo. Esto es consecuencia de la obtencién de
una- solucién funcional y no puntual. Utilizando programamon lineal hubiera sido ne-
cesario un célculo. para, cada valor inicial del embalse y para cada camblo en el
camino 6ptimo.- T ot

SR

Hubiera SIdO senc:llo mtroducnr perdldas por evaporaCIén utilizar salto neto en
" lugar de salto bruto, o introdicir un factor de actualizacién de beheficios. Ello, sin
L embargo, hublera comlpllcado algo 1os calculos sin hacer variar la idea fundamental.
. -En un caso redl habna que mtroducu estas mejoras yf sena necesano tambien am-

; pllar el numero de valores dlscretos calcmados *’

R

. = Como s .ve estos calculos para una: vanable de estado son perfectamente eje-
S . cutables a mano. En un: ordenadOT por péquefio que~fuera sérian necesarlos £scasos
B segundos para reahzarlos sin olwdar la sencillez de-su. programacnon en FORTRAN

3. | Ppsibi/idades: fut"d‘r"és.'
-~ Se esta ‘«i»nvestirgahdbj’activar‘nente’én”métodos para reducir el tiempo de célculo
"y para reducir la.dimensioén de los, problemas AIgunos de. ellos 'se utilizan_ya nor-

. 858
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malmente como la iteracion en el espacno de estrategias, las aproximaciones suce-
sivas o la programacion dinamico-lineal. Estos metodos permiten atacar problemas
de mayor envergadura. Dada la intensidad de la mveshgacnon que se esta realizando

sobre este tema parece que sus posibilidades para el futuro son buenas. En cualqmer '
. caso muchos Iproblemas reales estan ya al alcance del conommlento actual en este

campo.

4. CONCLUSONES

_ La programaciéon dmémnca parece presentar grandes posibilidades de aplicacién
a la resolucién de sistemas de recursos hidraulicos. Presenta algunas limitaciones
debidas a las. emgencnas de tiempo de calculo 'y_capacidad de memoria. Estas limi-

“taciones pueden reducirse en un futuro préximo con el desarrollo de técnicas espe-
ciales, algunas de las cuales ya se utilizan en ia actualldad En cualquier caso, ainen
" el estado -actual de la programacién dindmica, se pueden resolver sistemas que no

podrian atacarse con métodos clésicos sin realizar simplificaciones excesivas.
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