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CUBIERTAS LAMINARES
DE TRASLACION
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Por AVELINO SAMARTIN QUIROGA

Dr. Ing. de Caminos del Lab, Central de Materiales
Lic. en Ciencias Matematicas

Dentro de la teoria de las laminas rebajadas de Vlasov, se presenta una solucion anali-

tica compacta, correspondiente a la solucion de M. Levy. Algunos resultados en las

expresiones de los esfuerzos y desplazamientos, que suponen una cierta simplificacion:

N en el estudio del caso general con- vigas de. borde se exponen, probablemente por

prlmera vez, en la literatura usual sobre el tema. Se resuelve mediante computador
electron/co un ejemplo de aplicacion. i

1. INTRODUCCION.

La teoria de las Iamlnas rebajadas de Vlasov ocupa un Iugar muy destacado
dentro de la teoria general de laminas, por el amplio campo de aplicacién que ofrece.

El término “rebajadas” no exige necesariamente esta cualidad geométrica de la
Iémina pues corresponde a un conjunto de adicionales hipotesis de tipo estatico y
cmematlco pero no geomeétricas.

El planteamiento del. andlisis de una estructura en el marco de esta teoria re-
sulta extremadamente sencillo, y permite, por eéste motivo, el encuentro de solucio-
nes analiticas con relativa facilidad. _

Se ha introducido tamibién en este estudlo Ia S|mpllf|ca010n de la “placa cur-
vada”, simplificacién geométrica que eXIge un cierto rebajamiento o aproximacion

-de la superflme media de la lamina con respecto a una superficie desarrollable.

La solucmn que se presenta aqm corresponde a una cublerta laminar sobre
'planta rectangular con dos bordes opuestos apoyados sobre “tlmpanos y los otros
dos, con condiciones de borde muy generales que pueden ser expresadas mu-
chas de ellas en'la realldad f|$|ca de una viga.

2. HIPOTESIS Y ECUACIONES GENERALES.

2.1. Hipétesis y aproximaciones.

2.1.1. Hipétesis.

Las hip6tesis que se consideran, son las correspondientes a una teoria elastica
y lineél de laminas, que puede ser resumida como sigue: -
a) Material elastico y hookiano.
b) Desplazamientos pequefios, es decir:
! b-1). En el planteamiéento de las ecuaciones de equnhbrlo la geometria de la
| lamina corresponde al estado anterior a la deformacion.
b-2). En el estudio de las ecuaciones de compatibilidad, los productos de
. los desplazamientos entre si 0 por sus derivadas de cualquier orden
' : ~ son despreciables frente a la unidad.
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c) Lamina delgada es decir, su comportamiento puede ser deflnldo por un ele-
mento bldlmensmnal (superficie media) .

d) Hipétesis de Kirchoff.

Con las hlpoteSIS a) y b) se cumple la analogia estatica-cinematica de Golden-.
weizer. (1). i
i
|

2.1.2. Aproximacionés.

Se consideran, a contmuamon el grupo de aproximaciones a la teona anterior,
denominado de la teorla de laminas rebajadas y placa curvada.

. Por I4amina rebajada se entiende, ‘aquella en la que los productos de los esfuer-
zos de flexién por Ias curvaturas no deformadas, son despreciables en comparacién
con los esfuerzos dlrectos 0 de membrana.

Por placa curvada se supone que existe un conjunto de lineas coordenadas or-
togonales (a1 az), tal| que la primera forma cuadratlca fundamental de la superficie
media de la [&mina es. :

dst rA’,, o2, +2A,2da da.,—[—Aznda? da?, +d a2,

Para el caso espemal de una lamina cuya superficie media posea una curvatura
gaussiana nula, tal Qonjunto de lineas coordenadas existe. Para otros tipos de lami-
nas, esta hipétesis 9%3 incorrecta.

‘ La validez de Ia? aproximacién de la placa curvada para un conjunto dado de li-
neas coordenadas, pluede ser medida por.la pequefiez de ¢ comparado con la unidad,
en donde ¢ esta deflnldo por la expresién:

)

- a=—f [(I—Azu)ﬂ+u—Azg>2+4A~,»Jd o

en donde A%, A%, y Ay son los coeficientes de la primera forma cuadratlca funda-

mental y (). es el 4rea total de la superficie media.

Para las lamlnas de traslacion, se hace una simplificacion caracterlstlca las li-
neas coordenadas se suponen son lineas de curvatura.

Las aproxmacnones expuestas previamente, conducen a las siguientes relacio-
nes: : '
 a). Aproxmamones de lamina rebajada:

K; M; . <N

Consistente con la anterior S|mpI|f|ca0|on estética, exnste una aproximacién ci-
nemaética de la teorla de la lamma rebajada dada por:

Ke <k

Este par de. aprommacnones asegura la aplicacién de Ia analogla estatico-cine-
matica (1).

Otra formulacmn para la aproximacién cinemética, puede ser considerada la
siguiente:

hK <1
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|
b) Aproximaciones. de la placa curvada.
Si las ecuaciones de la superficie media de la lamina son:
x; = xq (ay, “2)_

‘ .
- .

| o Xy = Xy (2, @)
i

z =z (o, a5)

entonc{es:
A2y = Xyt Xy + Xorg Xeny f- 21 2 =21
A222 = X2 X1,3 "}_ Xayo Xgyo + Z)g Z,g 2 1

Az = X1 X8+ Xon Xgp + 24y Zg 2 0

'
|
|
|
|

" Y. los coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental son:

L = Kl
M =0 (lineas de curvatura)
N=Ky '

_ En orden de aplicar un proceso de calculo tipo Levy, se suponen K; y K. cons-
tantes

|
z.2. Eéuaclones de equilibrio. -
‘ , _

Con las anteriores hipétesis, Ias ecuaciones de equmbno de un elemento dife-
rencnal de lamina se convierten en:

Ny + Neys + X, =0 ..., i 2.2—1)

Nyst+ Noga+ X =0 . ... . e 2.2—2)
Myt FMape— Q=0 oo eveeeneeens 2.2-73)
Mg+ Mg — Q=0 . ... ... ceeeee. (2.2—4) |
Quy + Qug + Ny Ky + Nos Ko+ Z = 0...... @2.2—5) |

El convenio de-signos puede verse en la figura 1.

2.3. Relaciones fundamentales.

Con el fin de deducir las ecuaciones generales, 'se consideran las siguientes rela-
cnones
Deformac:ones/Desplazamlentos

] |
&j =" (VijTvi—2Kijw)

kij=—wij
Slendo
(',1—1 2) A
_ K;,=K; v K“-=_0. si . Qg% pues las lineas (2, o5) son de curvatura -

i




Q- Acciones

I .
N22=75 Naa 2 dox,

Ny 2dec,

N” -% Nl:l,l da

b- Esfuerzos membranag

) |
| Mia+5 M5 dox,
QI:"% Q,,) dox

T M, +5 M, do,

: 02‘7’ Q2.2‘1°‘2E :

M2+ Mglz% ——

|
Moo +35 M3z o doxs

Qu'i Q,, de

> My

"‘lz' My, 4oy

_ 1 _
Mi2=3 Mz, dogy
¢~ Esfuerzos de flex‘io’nv

Figura 1.
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Esfuerzos/Deformaciones:

Ny =K[1=v)e;+ve, ]
M; ;=D —v) k;+v3; k]

e

: s
Eh D— Eh

H = »
i T—? T—ye

y 8;; es la delta de Kronecker

Se ha utilizado el convenio de sumacién de Einstein (r=1,2).
Funcién de tension. Definicién,
Se define:

N,.,.=(—1)‘+i¢,ii—aiifxidai

Con la'introduccién de la funcidon’ t;b, las ecuaciones de equilibrio (2.2- 1) y (2.2~
2) se satlsfacen idénticamente.

. Es;fuerzos/ Desplazamientos:
Mgy = — D‘(Wm + v Wig5)

Moy = — D (W, v w,10)
M, = D(1—v) Wie = My,

; Q =—DV:w, ‘
| Qz =—D V2 WI‘L
R, = Q +Mie=—D[wyn +(2— ")_Wusz]

[Ry = Q,+ Mzm‘ = =D [wizs + (2 — v) w,y1]
! ) /
Las expresiones de Q; y Q. han sido deducidas de las ecuaciones de equilibrio
(2.2-3) y (2.2-4).

2.4. Ecuaciones generales.

Inftroduciendo estas relaciones en las ecuaciones de equilibrio y de compatibi-
lidad, se deducen las ecuaciones generales. Las ecuaciones de compatibilidad se
obtienén inmediatamente de las de equilibrio, utilizando la analogia estatica-cine-
matlca ya mencionada. -

Las ecuaciones generales son:

: i :
! —V" )] —I— sz W= —[ fxzm das ‘|‘fxmz d a + v (Xz:s +. Xm)

. Eh Ehl
% - : : (2.4-1) .
: ; : DVtw— V% ® =—K, fxldat—KzfX2da2+Z
| R 3 3 o 2
en donde /2 es el operador de Laplace: + y V=K +Ki—
‘ da 3 a% 9 aty 9 a’y
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3. DESCRIPCION DEL PROCESO TIPO LEVY.

3.1. Definicion. ;

Se supone que eI contorno de la lamina es rectangdlar de lados /, y I..
La solucion tlpo< Levy corresponde a las’ siguientes condiciones de borde a lo
Iargo de al_O y al—-ll

Ny=0 » v,u=0 » w=0 y M,;=0

:

- que se suelen denominar tipo “timpano”.
' La solucién toma entonces la forma:

@

w (o, @) = 2 w(™

m=|

con wi™ = [wl™ (@) + wi™, (a5)] sen X, o
. 4
mrc
A=
m ”

Cwim ) (o2) SEN XYy 001 $e suele denominar -solucién particular, y w _ (x2) sen x,, a1,
solucion complementaria.

"~ 3.2. Solucioén particﬁlar.

'

Desarrollando en serie de Fourier las cargas exteriores se obtiene:

«©

\ Xlzzclmcoskma,
X;= Z Comsen ky o

i m=1
(==

Z = E Cymsen dy 6y
m=1

En general, Cy,,, Cs2y, ¥ Csp SON funciones de o..

Si se considera, primeramente, el caso frecuente de que las cargas exteriores
sean independientes ide o, entonces Ci,, Cay Y Csp son constantes.

La solucion particular puede ponerse en la forma:

i ) ®,, (a5) sen ) @

m

il
e

3
i

(3:241)

w,, () sen b a

b
DM

m

en donde @,, (ao) Y Wy (a2) son funcnones de «.», tales que su derivada segunda es

cero, es decir, &, ,, = Wy 5, = 0.
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Introduciendo (3.2:1) en (2.4-1):

|
L 34 : : '
| ém—zpm—Kg}\zmwm:L[—cgmmag_vcl,,,xm]
j Eh Eh - -
. . K :
Ky 22, @ DM, Wy, =__)\_1me_ Ky Comas + Gy

“m

—[ D v?\smi—i-‘—‘KfL]CIm.—[EDh A +K23]°‘z Comt+KeCym

B Eh "

m. D “o
‘ . Eh Mo K222,
L

Y o] (—KiFvKa)r, Com+ 12, Com

™ Eh D

ﬁ_ )‘ﬁm + KZ2 )\2’"

Por facilidad de escritura se puede suprimir el indice m en todas las férmu-
las que siguen sin riesgo de confusién. Entonces: '

® = Hi + He e
©w =H,
1
con:
Hl______";] [( % v )\3_;_&&)‘ C, — K, CSJv
D yopkzye LVED A :
Eh
H, = 5 ;[th )\4+K22:|C2
: A6 K2, A2
TR
' RN
Hy = - 5l KK G G ]
: E,h"(—. 1+ K, xe) :
Eh ‘

!

Sea por definicidon el vector columna resultante R (15 X 1). . .
R = matriz columna (us; Uz; wW; W,1; — W,2; Nigs Noo; Nioy Mins Mooy Mio; Qu Qo
R:; Rs), en donde cada elemento es funcion de . y varia a lo largo de «; como
! 3
- sen A a1, excepto uy; w,i; Nio; Mo, Qp y Ry, que varian como cos A o;.

Para la solucidn particular, R se designa por R, y toma la siguiente expresion:

: HeK, G, C,
R (1)=—ii~‘——lz—+~,ﬂlx+f(Hg A )a‘z
‘ Y G o _ 1 N .
Ry (2= (= HiRb v =tb g Ke) e— (He b 4 o) o
SR, @=H
‘ R, (4) =1H,
R, (5)=0
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R, (7)== 2t Hy — (He ) + Co)
R, (8) = —ix H, '

|
x
Ry ) =Dl _ ‘
i
R, (10) =Dy
|
|

K,(11) =0
R, (12) = D3
R,(13) =0
R (15) =0

El vector desplqzamiento’ se define por:
: |

dp = Uy . = Rp (N

o |- | R @

w R, (3)

— W, R, (5)

y el vector de esfuerzos:

x, = N:; 1= Rp (8) "

Ne | | R @

R, R, (15)
Mo - RP (10) _

BaH=Dr -

En el caso general de que Xy, X2 ¥ 4 depéndan de oy Y a2 Se puede utilizar
- como -solucién particular una tipo Navier es decir, se desarrollan las  cargas exte-
riores en doble serie trigonométrica, de la forma: . :

@i o o .
X, = Z Z Cimn €OS Ay ayseny, = Z Cim (a5) cos &

m=i‘] n= . m =1
@ - «© .
Xs= 2 Z Comnsenh, ajcosp, ag = 2 Com (2g) sen X o,
m==‘|. n =1 m=
-2} @ © ‘
—
= ! Cymnsen it a; sen ay = Cym (as)seni  ay.
im m AL N . 3 e m
m=1n=1 m=1 ' |
siendo: - - v
L= mn y o= nt '
" I " I
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Y se supone que la solucién es del tipo: .

B, 50 by g sen g a

.
M
r

3
1l
3
il

8 ¢

Wmn SENA o sen p a

B
.M8

3
I
.
I

Introducnendo estas expresnones en Ias ecuaciones generales se deduce para
el termmo m n- simo:

Ao D (R 4w, ) 4By (Ke 2, +Km%)

w~w;+wr—wn Ky, )

D=

‘; ) (K")‘ +K‘P' )+an (?‘ +}Ln)

~;wm+mgww&mm+mwn

A,,., n’::_ (“m +P‘2n) .C{mn T Cemn
Eh Am B Co-

K, - Ke
B = - Clmn_ C“mn+camn

“ma "
)‘m o ta

' Se consideran las dos funciones:

o - ® '
o D, (ag) = Z @, , seny a
1 ) » : n=1 ’
T o e
B o Z Wo, senp, as

I
Y eI ‘vector resultante R, toma en este caso general la S|gunente forma (el in-
dlce m es suprimido): :

R;Oh=—j%ww»+i%{l@Wﬁ+*%fd%%Fl(@uwa¥/fﬂmd%)}

R, (2) =K fw(az)daz—{— [@,n(a.. ffco(aq)da.,-rv)\°j®(an)daz—}— [C,az)daa]

R, (3) = w(as) -
R(h=kwwa
P (5) - W,s (as)

) R ( ) = —)\2'(11 (ag)'.— %C, (o)
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RPU)iQmMM-i[Q@Qd%

"R, (8) =— )\‘1’,:2 (2s)

p

R(%zDmewaw,(n

(]0) D[a?@w(a

n) — Wigs (¢2)]

p(”) == D1~ 121 W:d (ag)

R,(12) = D 3 w (a

|

) — A wigs (o))

Rp (]3) = D (M w,s (‘1:2) = Wiggs (o)} .
R, (14) =D [13 w (ag)|— (2 — v) h W, 52 (@3)]
Rp (15)=D {2 —“‘) )72 W(z (“2] - W:ﬁ‘zz (as)]

Y de. analoga rhane’r_a al caso anterior, se definend, y x,,.

Lé soiucién co
(2.4-1), es decir:

dades:

i
{

.' ’ |
3.3. Soluciéon complementaria.

mplementaria es la soluciéon general de la ecuacién homogénea .

LV‘Q—*_VEKWZO »
Eh o (3.3-1)
DV“W.—V‘JKQZO

Se lntroduce la funcion de Ambartsumyan W definida por las siguientes igual-

l

L
| W= W

La priméra ecuiacién de (3.3-1) se satisface idénticamente, y la segunda, se con-

" vierte en:

Desarrollando

[4
1de

12 (1 — 2

" VW=0" ' (3322)

W

W .en serie de Fourier, el término m-simo es W — F (a2) sen i au

'y sustituyendo en (?.3-2) se obtiene:

d a2

2

_‘_;\2] F(z)‘i"]?“ v)[Kl o —KQN—I’F(“:):O

Ecuacion dn‘erenmal ordlnarla de coeficientes constantes cuya ecuamon carac-

teristica es:

=94+ ]‘Z”"h«:ﬂ[l(l yt— KM =0

1

Sl se realiza la sustitucion y2—>\2 =t se obtlene

12(] v?)

"ﬂ+ [Ki t + (K = K F =0
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oblen
1220 n Kt (K, —K )\’]——0

con:

V3 —oe oy
— A . . i=—1

- y }
es deCll’ dos ecuaciones- de segundo grado cuyas raices dan las ocho de Ia ecua-

: cion caracterlstlca

yi== n+is Ys= - r:t1isg
o= ri—is . Yo= re—is;
Ya=—r+is Cyr=—ratise
Yi=—r—is . Yo = —rs—isg

en donde:

§ F_Vq+Vm+¢%
i ' P . 2

‘: ) s _l/;a; +V¢25 -+ 8%
| P 2

i=1,2).

Si Ky < Ko:
- — (=W Vim ke + A2
=u[\/m+(—w p]
Si K, > Kz, entonces: ’ ‘
‘ o =1 = (= Vi— K+ 02
8 = VK A2 — (= 1]

i

Si Ki=K:=K, {esfera), se obtiene:

| a, =A%
CBi=2uK,

gy = )2

B =0

Siendo en todos los casos:

A= VK4 (K, = Ko by
Y la solucién general es:
a) SI K1 # Kz:

F (a;) = e— a2 [A; cos 5, as + As sen s; ;] + e~ ra @2 [A; €Os 53 a3 + A, s€n 83 ]

i+ e—nb[A;coss, B+ Ag sens; Bs] e~ b[A; cos s, BAZ - Ag sen s B, (3.3-3)
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en donde:

Be=1ly — o

b) SiK =K:=K,:
L |

En este caso ry=AYyS; =0:
CF(a) = e_i." o [A, 'C.°5 s1 o+ Ag sen sy ag] - e=no [Ag+Aga]
- e-in b [A; cos s, By + Agsen s, B + e—nb[A 4 A Byl  (3.3—14)

‘ i
roo La ecuacién (3 3-3) puede ponerse en Ia forma:

F@)—NLPAMAPTNkpwmAu+d%pAMA“+s%pAMAn

siendo: v
=(1,00 X2
‘ é— r, 0z COS 5, o e~ i a sen s; o2
O e I SR frtesseessane ot (2X2)
—e rl. ay sen s,, ay e~ ri a, cos si ay .
a - [A,. ] L i=1,2)
LA S (i k=1,2,34)

'Y de manera anéloga la ecuacién (3.3-4) se convierte:

F (29) = B, p, (z;) Ay + B, p'y (25) Aﬂ4+8"1p. B) As+ B p'y (B,) A

con: .
B, =100 | (1X2)
_ e—ta  gye—Rim
P (ag);=[ ] (2X2)
. L e A o2 .
Para determmar las sucesivas derivadas de F (), se procede por recurrencia:
. a) K, 5 K..
L - Sea: - |
. J |

44 F (d5) = B9, p, () Ay + B(I)2 p: (25) Ay + (— 1) B(n1 P (32) Ay (— ]) i g, Pn(Bz) A,
a : .

o ’ ' (335) :
(i=01,273..).

Si se deriva esta igualdad, considerando que: .

i
|

dp (2) L
" — ¢ p:
da P (o)
con:
fi = _v}i, s .
SNBSS SO (2X2 (i=12)
- Si - l’,
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|
i
se deduce:
? dit! F(a ; ; - : ]
| FH—T&L = B(‘)I tp(z) Ay, + Bmz to P2 (2) Ay +(—1 i+1g0) t P (Bs) A g
| ) Qg .

(= 1)it1BW, 1, p, (B:) Arg

luego:
I

o ;

Bgl +0_ Bgl) t,

Ecuacion ‘de recurrencia, cuya solucion es:

i B(')—- B(o) f(')— [(—— 1)i (r’i+ s‘l,.)’./"; cos (i.ctrtg —s—'-), (=) (ry + sfj)y’ sen.(iartg —s'—) ] ,
o r , o r

La ecuacion (3.3- 5) puede ponerse en la forma mas compacta:

| AUF) B0 p () Ay (= 1) B9 P (5 A
o d " .
siendo ,
) | B = [B®, ; BW,] (1 X 4)
i. pi (22) o -
P(ag) = | soveeinn feeeeemeees - (4X4)
| O | pyla ’
- ‘ 4%
A, N ‘ ( )
Ay =|
_Aaa
e ‘ (41) .
ABG’ : .
Agypg =)
| | | e
b) Ki=K:=K,. -

Procedlendo de manera analoga al caso anterior, se llega a:

i as
AP B p (o) A+ (- i B P () Ay
d oy
siendb: : : . .
: BY = [B%, , BY,] N D
pi(); O . L
Pag) = | cooomeee e . (4X4
. o P’ (a2

"B,V =[(— N W I(_])l—1)l—1] » (1)(2)

Las demés magmtudes tlenen igual S|gn|f|cado que en el caso a).
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0]
A
a— . a (" —p) . an(hg—g) — . aN("—2) . gi m
v 2
: 2
. aNc—g — . aN{heg—g) . a\(n -y)— . a.N 12" “
N
_ _ R
a— . as\e . aNg— . a.\ . eL. a
l A
. av— . a-xe . aNeg— . a.X AN
. A
~
, 2
. . ax(n—1)— . aN(t—1e . aN{t—1)— . L W
'
. a— . ax~+2 . aNeg+)— . a,\n ot
. an— . 9f>~+.: . aNintg— . as\ .,m
. - . . 4Ny . YINN— . 8
. . . . - Qmm.&uv\ . QN«)A:IV_I N
- - - :mﬁV*I - h.\mn),ﬁmv\ ) - . @
. . 8 . 2— ° N : m\‘
. . . X . N g— . - ¥
- - - 3 - ..)ANII - _.>A € !
1 H mK ™ (A +2)—
- - . . M A+ Fy . \ A - A
M (h ) 3 )
. . . . . oy — . N %A+ vc L
.8 L 9 g v Kk 4 L

(D zupep) —- L eygel -
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|

\

‘expresnon de la matriz resultante R, que se denomina R, por corresponder
a la solumon complementaria, es para los dos casos conS|derados

i R =G§BP ag)Algu—‘—JgBP(B)ASWSg

|
donde G_se muestra en la tabla 1, y su dimensién es (15 X 8).
B—=[B®](j=0,1,2, ..., 7), dimensién (8 X 4), es decir, la (j + 1) —fila esta
v formada por la matriz B®" definida anteriormente.
Jg_matrlz diagonal (1,—1, 1,—1, 1, —1, 1, —1).
Ei producto Js B se designara en lo sucesivo por C.
El vector desplazamiento es:

R.(1) = Gd. [B'P (o) Ayzys - € P (Bs) Aggrs ) .

! dc —_ U, =
' Uy R.c ©)]
| vl | ®R®

; - — W, lc RC (5) ]

El vector de esfuerzos es:
) |

; x. =T Ny =T R (8) q= G,[B P (22) Ajgze + € P (B) Aggrsl
N | | R -
R, R_(15)

I M 1D R (0]

siendo Gd y G, las correspondientes submatrices de la matriz G.

3.4. Método de los desplazamientos. Soluci6n inicial.

La - solucion inicial corresponde a condiciones homogéneas cinematicas de

contorno nulas, es decir: _ »
: do=0alolargode g2 =0Yy a2 =1/2.

Si $e indica con un subindice o la solucién inicial. se cumple:

R, =R, R, .

con las condiciones:

dy(e)=0=d,(l,)
o en forma més explicita estas condiciones pueden expresarse:

i dP (’2) + Gd B P Ig) Gd CcP (O) Amu = o

d_(o) G,BP (0) :: G, CP () Ao o

S SOl I 0 e ) (3.4-1)
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Y de aqui la solucién R, esta determinada a partir de (3.4-1), puesto que:

R,=Rp,+[GBP () , GCP(Bz)][Anu]

y en partlcular se conocen los vectores esfuerzos X, (0) y X, (/;) a lo largo de los

‘bordes a»=0Yy ao = I, de la lamina.

Para aplicar la técnica standard del método de los desplazamientos, es necesa-
rio conocer las matnces de rigidez de la lamina y de las vigas de borde.

- 3.5. Matriz de rigidez de la lamina en ejes locales..

Si se designé por comodidad de escritura:

d,=d_(l,) S x = x (1)
d,=d_(0) Xy =x_ (0)

entonces:

= G,BP(l) G C A
A (@]

Eliminando A gntre las anteriores ecuacjones:

|

%1 =[| 6, BP(iG,C [ G«BPUiG,C —1[d, 71"
[x},] [ G, B ;chpug) H G,B (G CP(l) ] [do]_

x,]=k, [d, ki { ko rd,
I e s o
: xov : d, km k00 s d, )

en donde k; es la matriz de rigidez de la lamina en ejes locales.

o bien:

3.6.. Transformacion de-rotacion. -

‘Sea G el centronde de Ia viga de borde (ver fig. 2). Los ejes 2y 3 son los prin-

cipales.de inercia de ‘la seccién normal de la viga.

¢ es el anguloientre el eje 2 y go. Orlgen en el eje 2 y sentido positivo levégiro.

Fry, Fry, Frs y Mfl son las fuerzas y momento actuando en D (punto de .intersec-
cién del eje de la lamma con la viga) producidas por los. esfuerzos X, y son ac-
cnones externas actuando sobre la viga- a Io largo de su directriz.

1
1
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| F=[ F, "] p=|" v,
f Fr, U,
Fy U ‘
| Ml’1 ] @I’l |

O.= [ ] ) .. . ..

. . cos @ —sen [ .
P ' ' L «  seng cosg o .
| : . . . 1

se cumplen las siguientes relaciones estaticas en los bordes oy =1/; ¥ az =0, res-
pectivamente: :
|

FF=—0,x,

1

3 Fr,= oOIXQ

4

Y las analogas relaciones cinematicas:

d’ =0;'D,
dr‘o = 00—1 o
pues O—1 = O ('mafriz ortogonal).
" Lomina

Superficie media de-
lo lomina :

Figura 2.

3.7. "Ifrahsforlhacién de traslacion.

Sean a'y b las coordenadas de D respecto a los ~ejesv principales de inercia (2
y 3) situados en el centroide de la viga.
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Las ecuaciones’

Introduciendo la

. .. La aproximacion

de equilibrio de la viga son:’

" Xl‘f'= Frf

Xo=F'y

X3‘: Frg

Gl#Frgb_Fr3Q

Gzz—F’}b'

G3:Fr10

notacion:
F, = X, _-_(i’__;_&_m_,xl
rg 5]

.Fz = X2+G3:1
F3=X3;G211
M1=G|

en la ecuacién de F; es consistente con la teoria de las lami-

nas rebajadas, puesto que:

X1>.& y X3 ng
. rq fz}

siendo r, y r; los radios de curvatura de las proyecciones de la directriz de la viga

" sobre los planos prin

cipales G 12 y G 13, respectivamente, es decir:

r. ——‘R sen ——-1—sen
? 1 ? K, ¢
rg= Rycosqo= Lcos
T 1 ¢ K, ?
-Entonces, se deduce:
Fi]= 1T ) . F,
Fg‘ —a A ] . . o . Fr2
Fy —br 1 F's
Ml e b —a ] .Mrl
0 méas compactamente:
F=TF
0 bien:
F=T'F
_con:
| T“'] _ 1 - . .
: a A 1 .
' b . i .
.- —b a 1
|
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I
Y las analogas relac10nes cmematlcas son

p=(T7)D
D’=TD

Siendo el vector desplazamiento en el punto G:
I A

P : 0

Las relaciones anteriores referldas alo largo de los bordes a, = 0 Y az= I2 to-
man Ia forma siguiente: .

F,=T, F,
. DI‘l — ,T'l Drl
F,=T,F,

"Dy = L D,
3.8. Mﬁatriz de rigidez de la lamina. Ejes viga.

Las dos. vigas de borde a lo largo de az:d y ag:/z’ se numeran por 0 y 1,
respectivamente. Segln los apartados 3.6 y 3.7 se obtiene:

; Xy = O W T, F= (T 0,) 'F
| xl?_o—ll 7_11 F,=—(T, ‘)1)_l F,
d,= o_lo Tfo D, = (T, oo)' D,
d = ‘0_11 Tf1 D= (T, ox)f D,

Sustituyendo estas relaciones en la ecuacion (3.5-1), se llega: .

[FI‘J=[—T}01 . ]k[(rlo,)' . ][Dx]
F, . rnod | . moyllnp,

es decir, la matriz de rigidez de la lamina en ejes viga es:

: ‘ ‘K ; K 10 =[—(T,0) k, (_Tl o.l)f — (T, 0,) kyo (To Oy’
' K, = __________
i K°° s (To Oy) _k01 (T, ox)' (T, O) koo (T oo)' s

o seai:

K';

== ],)‘ (T; O ki (T; ;"

3.9. Matriz de rigidez de la viga. Ejes locales.

_ El problema general es complejo y se suele introducir en'su resolucion algunas
’sumplmcacmnes (ver por ejemplo, la referencia 4). _
‘‘‘‘ ‘Para la mayoria de las aplicaciones practicas son validos los resultados si-
gunentes
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Matriz de rigidez de la viga, K,:

en donde:

. siendo:

a;=ENA
E)\
axgzr'-A—azx
ro
EXA
Q3 — = a3
. ry

g,y =0=a,

-KV;=g°’mE1 Y

A

NN R

Kvo = 3aln; ‘o

L A,
ap=FE} A I3n2, R S—
S e p e 2r23(1+v>]
' [ — A A,
as,s=E I —[—l q) + — = Oqe
8 Lrers tamtt rafy 2ryrg(14+v) *
| ¢ , c
. . T
oy =E| 2 "?”* yk I
: : | rg s rg v 2r3 (1 +v)
| .
i | A )\2"
Qg =E | M, 02 - —2— 4 A
"’ L _’Is rharfy o ri - 2r, (1 + )
| s
= e i A,
ag=E 273 us _ t =0,
NN i’y 2, (14)
[ o |
044=E {,3 I3 2 7t
P 2 (] )
1
a=1— -
7- | A2 r2,
SO DR
‘ A% r3

|

A es eI area de la seccién transversal constante de la Vlga

1

I, e l; son sus momentos principales de mercua

R

I, es el momento torsnonal de inercia.

Para la, formacuon de la matriz de rigidez de una estructura compuesta de la-
mmas y vigas, se utlhzaran las ‘técnicas standard de los métodos matriciales. El mo-
delo de formacion de la matriz de rigidez depende muy intimamente de la ordena-
-cion topolégica eX|stente entre los distintos elementos- estructurales.
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4. EJEMPLO DE APLICACION. (*).

4.1. Datos

Se ‘estudia una lamina de las siguientes caracteristicas:

I, = 50,000 m.

f; = 50,000 m.

h = 0,3823 m.
K, = — 0,0050 m—1.

o K= 0,0100 m—.
: E =1000000 t./m.2.

: , o y — 0,25.
X, = 0,00
- - ' X, = 0,00.

Z = 78,54 sen( a,) t./m2,
50

- Numero de arménicos que se consideran en la soluciéon N =1.

La§ condiciones, de borde homogeneas. se definen por un vector /BC (/) de
ocho componentes Las cuatro prlmeras se refieren al borde az_O y las restantes
aél go= 1"

IBC(I)=0 significa que la condicién cinematica d (/) o d (I — 4), segun el bor-
de, se anulay IBC (/) =1 mdlca que la condncnon estatica x (/) o x([—4) segun el
borde, se anula. '

En el ejemplo que se presenta, se han supuesto los bordes as=0 y oz =1 li-
bres, es decir: :

iBC = (.1,1,1,1,'1,1,1,1. ).

| . :
| R : . .
La salida  de resultados son los valores del vector R, correspondientes a una
malla de N7 puntos en la direccién «;, por N 2 puntos en la direccion «. represen-
tada en la salida de resultados por x; Y X». . ‘

. En este caso:

N1 =11.
N2 =11.

4.2. Résultados.

Se ha utilizado un ordenador electromco IBM-7090, para el que se ha programa-
do en lenguaje FORTRAN IV la resolucmn del ejemplo anterlor obteniéndose los re-
sultados gue se exponen a continuacion.

(*) El ejemplo que se presenta ha sido estudiado utilizando un procedimiento indirecto de calculo,
por el Dr. D. Gunarekera en su tesis doctoral (1967) en la Universidad de Londres Sus resultados
‘no comcuden con los presentados en este artlculo
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6. NOTACION UTILIZADA,

(X1, X2, Z) ...e......... Ejes ortogonales cartesmnos

(o1, o) covvevinninnns Lineas de coordenadas de la superflme media de la lamina.
Y e ' Vector unitario normal a la superficie media de la lamma
KiyKe oo, Curvaturas prmmpales
h o Espesor de la lamina.
E Médulo de elasticidad.
Vo, e Coeficiente de Poisson. , :
Uy Us, W oo Desplazamientos de un punto de la superficie media de la lamina.
€11, €19, €99 «ovinnn,  Deformaciones (grupo membrana).
Kip, Kioy Koo oo Deformaciones (grupo flector).
N1y, Niz, Nos oaoell Esfuerzos (grupo membrana).

My Mg, Mo Esfuerzos (grupo flector).
Qi Q oo Esfuerzos cortantes.
Ry, Ry woovooeei Esfuerzos cortantes de Kirchoff.

‘ B Indica derivacién respecto a ;.
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