REPARTO DE TENSIONES ALREDEDOR
DE UN PUNTO EN ELASTICIDAD PLANA

Por JESUS FIERRO BARDAJI

Dr. Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos

Se estudia una construccion grafica que permite estudiar las tensiones alrededor de un

punto, en un estado plano de tension, pamendo de las ecuaciones generales de la

elasticidad. plana. EI método se aplica a varios problemas practicos, detallandc.ae en
cada caso su utilizacion mediante esquemas sencillos.

1. introduccién.

El estado de tensién de un solido sometido a un sistema de cargas y sujeto a
un sistema de coacciones tiene solucién Gnicay a cada punto del sélido correspon-
de un elipsoide de tensiones, representacion intrinseca de las condiciones elasticas
del solido en dicho punto. .

Sin embargo, ordinariamente, la obtencién de dicho elipsoide de tensiones es
un paso posterior a la determinacién de una soluciéon que proporciona las tensio-
nes en:las caras de un paralelépipedo elemental cuyas aristas son paralelas a los
ejes de un sistema coordenado cuya orientacion respecto al solido se fija convencio-
“nalmente .

Esta solucion da unas funciones o,, Gy Gz Tays Tazs -;% varlables con las coor-
denadas (x, y, z) de los puntos del sélido (*). En el caso particular de la elasticidad
plana las tensiones a determinar son solamente tres, a saber: Gx» Oyr Txy- EN este
caso tiene particular interés la determinacion de las tensiones principales y, a par-
tir de ellas, de la'red de isostaticas, de cuyo examen se pueden deducir-las condi-
ciones resistentes del sélido en los diversos puntos y calcular, en definitiva, el
grado de seguridad alcanzado. '

Poderoso auxiliar de este proceso es la construccion graflca de Mohr, que de-
termina sencillamente la direccidn y magnitud de dichas tensiones principales.

El objeto de este articulo_es justificar y estudiar otra construccion grafica que
permite encontrar, sobre un plano de orientacién - cualquiera, las tensiones nor-
mal s vy tangencnal 7,» en funcion de las tensiones s,, 6, ¥ 14, en planos paralelos
a los coordenados

Basados en la construccion gréafica descrlta se enuncian y demuestran algunas
propiedades de Ios estados elasticos bidimensionales y se realiza un ejemplo con-

creto.

2. Convenio de signos y notacion. -

~ Seguiremos la notacién y convenio de signos descritos a continuacién (**). Para }
elementos diferenciales rectangulares como el de la figura 2.1 se define: h
61 Oy Y Tzy SON positivas cuando sobre el lado de mayor abscisa (u ordenada)
tienen el sentido positivo de los ejes.
(*) En los estados de equilibrio dindmico puede darse una nueva variable: el instante t considera-

do. Pero también en estos estudios, para cada instante t determmado, las tensiones son funciones de

i las coordenadas citadas. :
(**} E. Torroja, Elasticidad. Ed. -Dossat, Madrid, 1951.

J‘UN:IO 1968




432

Los angulos son positivos cuando se miden en el sentido que lleva del semi-
eje (+ x) al semieje (+ y) por el camino mas corto.

Para elementos diferenciales triangulares, como el de la figura 2.2, se define:

Gxs Gy ¥ Tzy SON positivas cuando lo sean en el elemento rectangular del que
el elemento triangular es mitad (de puntos en la figura 2.2.).

s, es positiva cuando va en el sentido de la seminormal exterior ‘a la hipote-
husa -del elemento triangular.

7, es positiva cuando su momento respecto al vértice opuesto a la hipotenusa
del elemento triangular gira en el sentido positivo de los angulos.

+y
+y Oy (+)
Txy (+)
0 (+)
)
0 +X o] +x
Figura 2.1. ’ Figura 2.2.

3. Equilibrio del elemento triangular.

El elemento t'riéngu‘lar queda definido por el angulo .a de la s-emihormal ala
hipotenusa, que no corta al tridngulo con el semieje (+ x).
Los lados tienen por longitudes d's, d x, d y, siendo (fig. 3.1):

dx=dssena; dy=—dscosa.

- ‘Del equilibrio del elemento de la figura 2.2 se deduce:
g,ds= o,dycosa+05,dxsena+ 1, dysena+ 1, dxcosa

Ec. 3.2
‘Tads'z_.cxdysena—{-cydxcosa—}—:xydycosa—txydxsena (}c )‘

Sustituyendo los valores dados por las Ec. 3.1 en las ecuaciones 3.2 y simpli-
ficando se obtiene: . :
B, = Oy cos?q - g, senq 42 T,y Senacosa

T = — (S — cy) sena cosa -+ Txy (cos®u —sen*a,

que por sencillas transformaciones trigonométricas devienen:

o] o G, —3J
: 5, =" x 9 4 = Y cos2a+1,, sen2a; (Ec. 3.3)
2 2 y
, 5, — G
Ta:——x~2——Xwn2u+1xycos2a. © (Ec. 3.4)

Puede observarf‘se que, haciendo ¢ = 0 en (3.4), se obtiene t = 1,, Y haciendo
o = 90° se obtieneit, = —1.,. Hay que tener en cuenta esta' circunstancia al
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ealcular, porque el convenio de signos utilizado. para ~, 76 és acorde con el utiliza:
do para 1., debido a que en el equilibrio del elemento rectangular se da el signo
de 1., a las cuatro tensiones tangenciales que actuan en las caras. Esta falta de
concordancia en los signos no.es importante, porque siempre se sabe con qué
convenio se esta operando, pero conviene dejarla apuntada aqui.

-Una forma de soslayar el problema es considerar como signos positivos de las
tensnones cortantes los de la figura 3.2, siando entonces t1,, = — 1, .

Esta modificacion deja inalteradas las ecuaciones de la elasticidad, pero ya no
se pueden permutar los subindices de las tensmnes cortantes; debiendo dlstmgmrse
entre T,y Y Tyx- -

+y
+ Y ' '
Ty
d
y z,,l Ty

‘\ ‘zn

+ i
0 +x 0 +X

Figura 3.1: = . Figura 3.2.

4. Construccion grafica. K
: %

Basados en las formulas (3. 3) y (3.4) vamos a demostrar la construccion grafica

que da o, Y T, en funcién de Cxs Oy Y Tay-
Orientemos un sistema coordenado (s, 1) con los ejes paralelos a los (x, y),

* respectivamente, y los mismos sentidos positivos. A una cierta escala, las tensiones

vendran representadas en este sistema por longitudes (fig. 4.1.).
Sobre el eje O¢ llevamos O M = s,, ON =g, ¥ dibujamos el punto medio A

~ del ‘segmento M N.. oo

Se tiene, ewdentemente,

oa =Tt
2
Trazamos la circunferencia §, de centro A que pasa por O.
Representamos el punto P de coordenadas (o, Txy)-
Trazamos la circunferencia 9. de diametro AP que pasa por M por ser recto

el angulo A M P.

Para conocer las tensiones sobre un plano definido por el angulo « de su nor-
mal con el semieje + x se procede como sigue:

1.0 Se traza por O la semirrecta O Q que forma con el semieje + x el angu-
lo . Esta semirrecta, o su. opuesta cortan a @, en un punto distinto del O al que

llamamos K.
2.° Se traza la semirrecta A K que determma el punto B sobre §. y se dibuja

el punto C simétrico de K respecto de A.
© * Vamos a demostrar que CB = ca' y'que BP ==




+T

Figura 4.1.

Demostracién: CB = CA + AB.
o, + s,

CA=0A= —2-— por construccién. .

AB=AD+DB=AD+EP=AMcos2a}MPsen2a.
Como
[#]
AM=—""—"L 1y MP=q,,,

se tiene:

g, +¢o s, —¢

Y cos2a+1,, sen2a =0, segin (3.3).

Por otra parte:
BP=DE=ME-MD=—MD+ME.
MD=AMsen2a; vy ME=MPcos2a.

Luego

' g, —a
BP=—AMsen2a+MPcos2a=——x;—y—}—txycos?a:-:

a !

segun la férmula (3.4). |

Respecto al signo de las tensiones se puede observar que la construccién se
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ha hecho para ei caso én que todas son positivas, como se deduce tanto del exa-
men de la figura 4.1 como de las férmulas (3.3) y (3.4). Los séntidos reales de las
. : . —_ —
N R tensiones son los que tienen los vectores C B y B P después de haber girado ambos

un angulo — ¢ para que C B tenga la orientacion de la normal exterior a la hipo-
tenusa del elemento triangular considerado.

5. Ejemplo de aplicacion practica.

Se realiza a contmuacnon un ejemplo determinando las tensiones s, y T, para

varlas orientaciones «; y se dlbUJan los diagramas de tensiones en Ios respectlvos
-elementos triangulares.

Datos:

x

o, =60Kg/cm2; o, '=—20Kg/em?; 1, = —30Kg./cm.?"

Se desea conocer sy t, para o = 309, 609, 750 y 120°.

: O30
30
' 60 30°
V 130

b 30
' . 20, .
30 %20
. 60 60
+0 Teo
N B

20

Escala de tensiones

[ 10 20 30 70 S0 &0 Kg/cm2

+T

. [O7s
. - -z . o
60 30 7% 75
30
20

0'|202 o
60
4

20

Figura- 5.1.
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6. Obtencion de las tensiones principales.

Son las que actian en los planos en los que la tensién tangencial es nula.
Esto se da cuando el punto B coincide con P, lo que proporciona dos posiciones
posibles del punto C (fig. 6.1) correspondientes a puntos diametraimente opuestos
sobre 0;.

Por tanto:

. 2a,=2a,-4+180°,
y en consecuencia:

—_ o
ay = o+ 90°,

lo que nos demuestra la perpendicularidad de'las tensiones principales.

Al elemento diferencial de la figura 6.2 corresponde, mediante la construccion
grafica de la figura 6.1, el elemento diferencial de la figura 6.3 orientado seguln las
direcciones principales.

En la misma figura 6.1 se ve inmediatamente la conocida identidad:

9+ 9, = 9+ 9,

y también que las tensiones principales son una el maximo y otra el minimo de s_.
De la misma figura se deduce la propiedad

MP Ty 2%,
AM G, — O

= ‘
X b4

foG
2

tg2a,=1920a;=
Y

utilizada frecuentemente en los célculos numeéricos.
Finalmente se deducen, de la figura 6.1, los valores de las tensiones principales.

o [T
g, +o f{o, —o0o,\?
oK:ClP:C1A+AP=OA+AP=—x—2~L+I/(-——x—i—y—) +<2,

xy "'

® 6, +a ’ 6, — 0, \?
o —_—CQP:C.JA—AP:OA—AP-———-X—Q—)'—%—|/(———5—5—y-) + 12

O
ay
Yy on (153
2611 oy oy
TEL
o
N 5 _ o
X1 _
()] o Y Ox
| [
Sy
Figura 6.2. Figura 6.3.
Ciz K,
Figura 6.1.
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7. Obtencion de la maxima tension tangencial.

El maximo valor de t se alcanza cuando B P es diametro de la circunferen-
cia 9., lo que obliga a que el punto B coincida con A. C puede ser cualquiera de
los extremos del diametro de (); perpendicular a AP,

Como se ha visto en el parrafo 6 el angulo P/A\M = 2 ¢,, siendo «, el angulo
que define una de las direcciones principales. ' }

.Como :

20,=2a,+90° y 20y=22 +270°,
se deduce:
g =a, +45° y gy = a4+ 135,

lo que demuestra que los planos en los que la tension cortante es maxima bisecan
a las direcciones principales.
El valor de dicha tension tangencial maxima es:

: s, —o, \2 g, — 3
tmdx—_—AP=VAM*'+MP2:l/(——X~2—~—y—) +o,=

La correspondiente tensién normal en dichos planos es:

5 +o o] s
6=AC,=AC,=0A=—2_" = 1%
Co 2 2
&
+7T
Cz2:K
Q2
ot )
Ay
‘ bl 241
. o N 20y AZBEB; /M o
02
e
CiZKe2
Figura 7.1.

8. Determinacion de los planos en los que no existe fensién normal.

Hay que distinguir dos casos:

Si 0. y 0. no se cortan en puntos reales la tensién ¢ no se anula en ningln pla-
no (fig. 8.1). En este caso las dos tensiones principales tienen el mismo'signo.-

Si 0, y 0. se cortan en dos puntos reales (distintos o coincidentes) existen dos
orientaciones «; y a2 (distintas o coincidentes) en las que ¢ = 0 (fig. 8.2).
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La condiciéon para que esto suceda es que el didmetro de la circunferencia 0,
sea igual o mayor que el radio de la §,, es decir, que:

s, — 3, \2 G, +o
x y 2 x b4
V) e

equivalente a:

Cuando ¢ estd comprendido entre 1 ¥ «» la tensiéon normal tiene un signo y
fuera de este intervalo tiene el contrario. Las tensiones principales son una de trac-
.cién y otra de compresion.

+7
(o ]]

Q2

Figura 8.1, Figura 8.2.

9. Construccién cuando o, =g, o, = G, Ty — 0. Equivalencia con la construc-
cion de Mokhr.

Sobre la figura 9.1 se muestran superpuestas la construccion grafica descrita y
la de Mohr. La construccion nuestra da:

C8B=g9,, BP=1,,

a

y la de Mohr:
OF=s,, FG=r,.

La equivalencia de ambas construcciones resulta de la igualdad de los triangu-
los rectangulos AFG y ABM, lo que da:

FG=BM=BP=rx,,

_y también:
AF=FB, OA=CA.
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Sumando miembro a miembro las dos ultimas:

OA+AF=CA-+AB.

equivalente a:

OF=CB=g5,
14
T TTTNG Q
o N K
s b
/ ]
/ )
\
/ BN
0 o A 2« l
+a

= ——
Circunferencia
de Mohr .

Figura 9.1.

10. Conclusién.

‘Como se ha vnsto en los apartados precedentes, la construccién grafica descrl-
ta” permite. el estudio completo del reparto de tensiones alrededor de un punto
'propormonando unos diagramas de tensnones normales y tangencuales de construc-
cion e interpretacién sencilla. . *

Se resalta en la propia construccmn el caracter vectorial de las tensiones, re-
sultando en forma de haz, lo que permite darse cuenta rapidamente de-la variacién
que -éxperimentan al variar el dngulo de la cara que se estudia y se dedicen las‘
propiedades mas importantes de los estados elasticos bidimensionales. .~ ¢

El autor agradece anticipadamente cuantas objeciones o sugerencnas se pue-

" dan suscitar por el contenido de este articulo.
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