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Este articulo y su posible continuacion son fruto del seminario de Elasticidad
que tuvo lugar en el curso 1966-67 bajo la direccion del primero de los autores,
con caracter de Curso Monogréafico de Doctorado de la Facultad de Ciencias. Apar-
te de otras materias afines, traté este seminario de la deduccion por Fritz John de
unas ecuaciones diferenciales para las laminas usando funciones de dos variables
independientes (coordenadas sobre la superficie media de la |amina). Ei autor parte
de las ecuaciones de la Elasticidad tridimensional exactas, y llega a las de la
lamina, estimando €l orden de los términos despreciados. Es la primera vez que se
hace esto Gltimo. ‘ ,

Al igual que el articulo que acabamos de citar, usaremos calculo tensorial.
Daremos ‘la formulacién tensorial de la Elasticidad tridimensional para un solido
homogéneo, is6tropo y perfectamente elastico. Tenemos la intencion de pasar de
éstas a las de la lamina en posteriores articulos. En las referencias (2) y (3) apare-
cen obras conocidas que introducen al céalculo tensorial. :

Dividiremos este articulo en cinco partes:

A) Coordenadas y notaciones.
B) Tensor de deformaciones.

C) Tensor de tensiones. ,
D) Relacion entre las componentes de ambos en el caso de un cuerpo homo-

géneo, isotropo y perfectamente elastico, considerando la energia de deformacion.
E) Ecuaciones de la Elasticidad en tres dimensiones. :

A) Coordenadas y notaciones.

El analisis tensorial se presta bien al estudio de las deformaciones y de los

esfuerzos en cuerpos continuos. El nombre de tensor fue precisamente dado por
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el fisico aleman Voigt a unos entes matematicos, a cuya consideracién condujo el
estudio de la deformacién de los cristales.

La Elasticidad es una parte de la Fisica Clasica. Por tanto, suponemos que el
espacio fisico puede referirse a un sistema ortonormal de Galileo. El cémo y el
porqué pertenecen a la filosofia de la Ciencia y se dan por evidentes en muchos tra-
tados de Mecanica.

Tenemos, pues un punto de referencia 0 y tres vectores ortonormales e, €., €s.
Un punto tendra respecto a ellos coordenadas x‘ o bien Xi, donde /= 1,2, 3. Enlo
que sigue los indices latinos podran, salvo indicacion, tomar los valores 1, 2, 3. El
sistema de coordenadas estaréa fijo a la tierra, de modo que valen practicamente
para él todas las leyes de la Mecanica a nuestros efectos. ‘

Un cuerpo esta formado de atomos. Como el diametro de éstos es del orden
de 10—1m, podemos considerarlo continuo y aplicarle consideraciones macrosco-
picas mediante el céalculo diferencial. Esto se hace con resultados totalmente acep-
tados por la técnica para cuerpos muy heterogéneos como el hormigéon, tomando
valores globales de las constantes. Estas se miden por experiencias que las den
directamente. Por ejemplo, la resistencia a compresion simple del hormigén, que
se mide en la prensa con una probeta de dimensiones mayores que los aridos. Se
considerara que un punto tiene los desplazamientos de sus atomos mas proximos
prescindiendo de oscilaciones térmicas u otras. Aunque parte de lo que sigue pue-
de aplicarse a liquidos y gases, estd hecho para ser aplicado a cuerpos en estado
solido. En cada punto se supondra que se puede definir una densidad r.

Un punto de un cuerpo vendréa definido por unas coordenadas ui. Respecto al
sistema ortonormal anterior tendrd unas coordenadas X{, en el estado inicial. Se
supondra mas tarde que existe un estado natural sin tensiones; el estado inicial
sera precisamente éste. Puede tener interés considerar estados en los que por de-
formaciones elasticas no se pueda llegar a un estado natural — piénsese en un
calentamiento irregular o en deformaciones plasticas impuestas —, pero se sale del
margen de este articulo.

Después de ciertas deformaciones finitas, el punto anterior tendra por coorde-
nadas x’. Suponemos que las X y las x?» son funciones todo lo lisas que haga falta
“de las ui.

Como tenemos libertad al elegir las coordenadas ui, tomaremos las mas senci-
llas posibles. En cuerpos de simetria de revolucidn sera util tomar coordenadas
cilindricas. Para la demostracién de formulas tensoriales es Gtil tomar ui = Xi; en
este caso tenemos una notaciéon muy parecida a la clasica (véase, por ej., ref. 5).

Nos interesa definir los corrimientos respecto a los ejes ortonormales. Seran:

Y= xi—X. ]

Nos hara falta considerar en coordenadas v la distancia entre dos puntos infi-
nitamente proximos, sean (u) y (v + du). Usando en lo que sigue la convencién
de Einstein para sumas, suprimiendo el simbolo X, y sumando respecto a los indi-
ces latinos repetidos, tomando éstos los valores 1, 2, 3, queda para la distancia
antes de la deformacion dS:

dst=dX"dX" =dui dol X~ X0 _ g iqig, (2]
v’ dul
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y para la distancia después ds:

p p
ds-'——dxpdxp—dudu‘ax .Bx =duvf du'g,, (31
vt o
En las formulas anteriores hemos hecho:
ax s x ‘ ax  ax
. =_G,~k T =9k . (4]

aul 3ok 3ol 3k

Consideremos el espacio matematico de dimension tres definido por las ui.

Hemos definido dos métricas dadas por los tensores fundamentales g;; y G;;. Con

respecto a cualquiera de ellas, el espacio es euclideo, pues con respecto a las X? o
a las x™ las formas cuadréaticas fundamentales son de la forma dX~dX™ o bien
dx? dxe. :

~ Como el anal13|s tensorial estd establecido para una forma sélo, tomamos como
fundamental la G,;. La expresion contravariante del tensor fundamental G¥ tiene
por coordenadas los elementos de la matriz ((G¥)), inversa 'de la ((G;)). Podemos
ya subir y bajar mdlces por productos tensorlales contractos con los tensores Gi
o G;;.

Para indicar derivada con respecto a uz usaremos Ios S|mboles (—, i) o bien
(d; —).

Al tener un espacio euclideo 'se pueden comparar vectores infinitamente pro-
ximos. y, por tanto, definir la derivacién covariante. Para ello usamos los simbolos
de Christoffel T';i; y la notacién (;i) para indicar derivada covariante respecto a u'.
Tendremos, pues, los resultados:

ik =Vi, c—Tlv, - vi;k=vi-k—{-I‘kith' 'ii;k:fii,k—rkhi'ih_r'kih'hi; (31
T/x=126G"(G,; +Gkr,i— Gik,1)- o | (el

También nos interesara hacer derivadas covariantes respecto a la métrica g, ,
de notacién (; ;i). El tensor g7 = g,,, G? Gi= serad distinto en general del g', que
seré tal que las matrices ((g;;)) y ((g"%)) sean inversas. Los simbolos de Christoffel
correspondientes seran:

=126 (Gm ke, i~ k) v)
Introducimos los simbolos ¢’y por:
' ¢ = T/e— Tl . | (8]
y comprobamos calculando las derivadas covariantes:
¢ =120 (g, kF krsi—Gjk:n: 9}
En efecto:
¢ =129 (g, et ke, i~ G, ) T2 (= 9rm I~ Gjm Tk —
— Ym r,‘mr—fgr.m "¢+ 9im Tk r t Imi L") = 129 ' (g, k+9kr,i— 9k, )= T

y nos encontramos con [8], habida cuenta de [6].
Segun [9] las ¢, son componentes de tensor.




B) Tensor de deformaciones.

Sean los dos puntos infinitamente préximos antes considerados, o sea, (U} y
(ui + dui). La diferencia de los cuadrados de sus longitudes antes y después de la
deformacion es, segun [2] y [3], poniendo:

&;=12(9;—Gi) di=GriGPie,,, (10}

ds—dSt=duvdu(g,,—G,)=c¢,2dv dul. [10, bis]
(ll lt)

Por definicién seran las ¢;; las componentes covariantes del tensor de defor-
maciones en el punto considerado. Se pueden también considerar las formas mix-
tas ¢/ = Gitg,,. Las formas ¢;; y la ¢/ son simétricas (segin su definicién),
no asi las mixtas. Sin embargo,
h=G"e,;=GC"g, =53]
Se pueden poner las componentes del tensor de deformaciones en funcion del

de los corrimientos. En efecto, habida cuenta de [1], [2] y [3], en coordenadas rec-
tangulares ui = xi, y de [10] tenemos el resultado:

axk ayk\[axk | ayk ayk  ayk
s,-,~=1/2( i | e e e B
X! X 3 X 3 X o X 3 X!

3y 5yl ayk  ayk
=1/2( ANTES NI SR et
3 X! ax X 2 X!

an

Las definiciones clasicas usan coordenadas rectangulares y llegan al mismo
resultado. En la referencia [5] se llega a los resultados (23.4 y 23.5), que con los
cambios de rotacidén siguientes:

& = E&n; &, = Enx; €, = &33; Txy=252~37 sz=2513; Tyz:2323;

quedan en la forma:

3y 3yl ayk gy
8"":]/2(3;1' + a;‘ + 9;‘ ' a)yd)' 12l

Comprobamos que los resultados [11] y [12] son idénticos.

Prescindiendo en [11] del dltimo término tenemos férmulas lineales que nos
conducen a la elasticidad lineal, que por su mayor sencillez es la mas usada. Cree-
mos, sin embargo, que para ciertas aplicaciones, en particular para obtener las ecua-
ciones de la lamina sabiendo que es lo que despreciamos, hacen falta las expre-
siones exactas.

La expresién [10] puede ser interpretada geométricamente por el elipsoide de
deformaciones. Este tendrd por ecuacion [=du'duie;; referido a ejes e; =

ao0M
= —, con origen de coordenadas el punto considerado. Las coordenadas de

aui
. L . [1/dss—ds
un punto del elipsoide seran d u'. La expresion| |, Qa5

)para una direccion
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dada eén ese punto es inversamente proporcional’ a’la longitud del radio vector de -

esa direccion. Si el alargamiento es negativo el radio vector es imaginario.

Este elipsoide presenta poco interés, pero las direcciones de sus ejes lo tienen
y las introducimos de un modo mas preciso. ' :

Seran por definicion direcciones principales de la deformacion en el punto v
ds:—d§2

. d82 . .
" Para hallarlas basta con hallar los vectores (du?, du?, du®) que hagan extre-

mo ds?—d 82, verificando d S? = 1. Su direccion sera direccion principal de la

aquellas que hagan extrema la cantidad

. deformacion. , :

- Para ello, segun [2] y [10 bis], hacemos extremos &, ; d uid ui-con la condicién
duidu = 1. Empleamos el método de los multiplicadores de Lagrange. La expre-
sion a derivar sera, siendo A el multiplicador: (g;; —2 G;;) duidu = 0. Derivando-
la: (e;; — A G;;) dui= 0 para i=1,2 3
" Multiplicandola por'Gmi, con contraccion del indice j:

(em;—23™)du'=0;  para m=123. k)

O sea, que d ui es vector propio de la matriz ((e;m) — x (D)), donde [ es la ma-
triz unidad 3 por 3.
Al hacer un cambio de ejes, las matrices de elemento mixto como &; se trans-

. . _ Qu 9 Xm
forman en una matriz semejante por ser &; —=¢, ——

m * .
niendo, como se sabe, los mismos autovalores. ax v ‘

Respecto a las coordenadas Xi, los indices superiores e inferiores son equiva-
lentes. Por tanto, respecto a ellos, €; =€ La - expresion [13] toma la forma:
(e;;,—A) d Xi =0, para j=1,2, 3.

Como la_matriz ¢;; es simétrica podemos concluir que los autovalores existen,
son reales, y que los autovectores asimismo existen, son reales y siempre existen
tres de ellos ortogonales y unitarios, segun la teoria de formas cuadréticas.

Podemos tomar estos tres ultimos ejes como ejes de referencia en el punto
considerado. Sean (d Vi) las coordenadas respecto a eso0s ejes del vector diferencial
de componentes d Xi respecto a los ejes e'. La expresién ¢;; d Xid Xi queda de la
forma (dvi)2e, + (dv3)2e, + (dVv3)*es. En ellas, las e; seran las deformaciones prin-
cipales, que coinciden con los autovalores de la matriz ((¢,)).

. Por tanto, siguen te-

C) Tensor de tensiones.

Las fuerzas sobre un cuerpo continuo son de dos ' tipos. En primer lugar,

- fuerzas de masa, en las que fd V es la fuerza que actua sobre el elemento de volu-

men d V. En segundo lugar de superficie, que pueden ‘suponerse actuando sobre
cualquier elemento de superficie interno del cuerpo; representan la suma de las
fuerzas moleculares entre las moléculas de un lado y de otro del elemento de su-
perficie. Su expresion sera, pues, de la forma F(n)dS, donde n es el vector
unitario normal al elemento de superficie de area d S sobre la que actaa, supo-
niéndose que la fuerza es ejercida por las moléculas del lado positivo del dicho
elemento sobre las del lado negativo. Se- supone, pues, que son proporcionales a

dS y que su valor depende de la direcciéon de n. Se demuestra (ref. 5, pag. 6; re-
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ferencia 3, pag. 152) que la funcién F (n) es lineal. Tanto las funciones f como F
son funcion del punto considerado.

Las fuerzas de volumen procederan, en general, de campos como el gravitato-
rio, en el que f = —r k, donde r' es el peso volimico y donde k es el vector
unitario vertical dirigido hacia arriba. En la que sigue nos ocuparemos sélo de las
de superficie, siguiendo el ejemplo de la referencia (1).

‘Para escribir la funcién lineal F(n) empleamos coordenadas rectangulares en
el estado deformado, que tiene el cuerpo xi. Designamos por 3; las componen-
tes del vector n respecto a los ejes e; y por dfi las componentes de la fuerza
que actua sobre el elemento de superf|01e de area d S y de normal n unitario (fuer-
za del lado posmvo de la superficie con respecto a la normal sobre el negativo). La
funcién lineal podrd expresarse en la forma:

df=1ig.ds. (14]

Respecto a cambios de ejes ortogonales, las ti han de comportarse como
componentes de tensor para que se siga cumpliendo [14]. Respecto a coordenadas
cualesquiera  u* definimos las #* de modo que sean componentes de un tensor dos
veces contravariante, o sea por:

au® 3P

ax  ax

tab:

i, [15]

Este tensor por definicién sera el de tensiones.

No escribimos la relacién [14] en coordenadas cualesquiera v, puesto que los
elementos de superficie habrian de ser considerados como bivectores, de los cua-
les nd S seria el vector adjunto. Razonaremos en coordenadas xi, pasando los re-
sultados a coordenadas v cuando interesen.

Planteemos el ‘equilibrio estatico de un volumen sobre cuya superficie actian
fuerzgs de superficie definidas por el conocimiento del tensor t* en cada punto.

En primer lugar escribamos que la resultante de las fuerzas sobre su superficie
es nula por la ausencia de fuerzas de masa: O = fft B;dS (coni=1,2 3y ex-
tendiéndose la integral a la superficie del volumen escogido).

Aplicando el teorema de la divergencia, designando por (,,/) la derivada con
respecto a xi: O = [ff dVvti,, Por ser el volumen cualquiera esto equivale a
ti,; =0 en cada punto. Expresiones que son idénticas a las formas tensoriales
ti;;; = 0, que por ser tensoriales son susceptibles de ser puestas en las coorde-
nadas u¢ cualesquiera en la misma forma: t<;; . = 0. Que habida cuenta de [8] que-
dan en la forma:

fii;i—}—cmii tm e tmi, Para i=1,23; y respecto a las u'. [16]

Estas ecuaciones [16] son las de Cauchy.

En segundo lugar escribimos que el momento de las fuerzas sobre el volumen
considerado es nulo respecto al origen de coordenadas. Por tanto:

0=ffd5(<x2fsifx3 P2i) @, - (X3 111 — x1 431} @y + (x! f2i — xt 1) &) B,
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'para j =1, 2, 3. Aplicando el teorema de la divergencia y anulando expresiones del

tipo ti,,, por suponerse cumplidas las condiciones de Cauchy, queda:

. la referencia (2).

(132 — 123) e, - (M3 — 131) ey - (121 —12) eg =0,

O sea que €l tensor ti es simétrico, pues basta para eilo que ti = tii con res-

pecto a las coordenadas x’,

D) Relacién.entr_é el tensor de tensiones y el de deformaciones.

Para poder continuar es preciso hacer hipétesis sobre el comportamiento del
material. Este depende de la temperatura, pues es sabido que un calentamiento
irregular produce tensiones. Prescindiremos aqui de sus influencias, suponiendo
que los cambios termodinamicos son tales que se verifican las ecuaciones que
vamos a obtener. Habra muchos casos en que esto se cumplird practicamente, en
particular en las estructuras a temperatura uniforme y no ‘variable. Para un trata-
miento teérico termodindmico de los principios de la Elasticidad puede consultarse

Las hipotesis de la Elasticidad dentro de la Mecénica racional han sido muy

" rigurosamente tratadas por Truesdell (ref. 4). Exponemos de un modo mucho mas

intuitivo que él la parte que nos conviene, que se limitara al sé6lido homogéneo e
isétropo y perfectamente elastico.

Las tensiones en un punto de un cuerpo seran funcion de la historia de todo
el cuerpo. E/ principid de la accion Jocal dice que estas tensiones no dependen mas
gue de la historia del entorno del punto: se justifica fisicamente por ser las fuer-

_zas de superficie resultantes de fuerzas moleculares proximas. Las ecuaciones que
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escribamos no dependerén del sistema de ejes de Galileo que tomemos, si son di-
namicas; el sistema de ejes podra ser cualquiera si son estaticas. Esto constituye

el principio de invarianza de.las ecuaciones con respecto al sistema de referencia.

Para que se cumpia basta que las ecuaciones sean relaciones tensoriales.
Dadas unas coordenadas y un estado inicial- (no deformado por definicion),

definiremos las t' y las ¢;, segun las paginas anteriores.

Lo que precede significa que las componentes del tensor de tensiones en un
punto serdn una funcién invariante respecto a cambios de referencia de las com-
ponentes del tensor de deformaciones y de sus derivadas con respecto a las x
' Se llamara cuerpo simple aquel en que el estado de tensiones en un punto

es el que tendria en la deformacién homogénea. Las ti seran funcién de las ¢,

no de sus derivadas.

Cuerpo elastico sera aquel en el que las tensiones s6lo dependen de las defor-
maciones en el momento presente. Con ello prescindimos de fenémenos de fluencia
y de histéresis. '

Cuerpo perfectamente eldstico serd aquel en el que las tensiones sobre un
elemento de volumen cualquiera le comunican un trabajo funcién sdlo de las de-
formaciones ¢, iniciales y finales, no del recorrido de éstas. Habra, pues, una
funcion de energia elastica por unidad de masa, potencial del trabajo de las tensio-
nes. Como supondremos mas tarde que habra un estado natural en el que tensio-
nes y deformaciones seran nulas, le asignaremos energia nula, y ademas conside-
raremos la funcién W, anergia por unidad de volumen medido en ese estado natural.

Observamos que un proceso reversible adiabatico elastico es- perfectamente

~
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elastico. El adiabatismo implica variaciones de temperatura, considerables en los

‘gases y despreciables en los sdlidos, que pueden destruirnos la reversibilidad por

conduccion térmica en procesos suficientemente lentos. No lo tendremos en cuen-
ta, y no' es necesario practicamente en las aplicaciones estructurales.

La funcién W, potencia' de las ti, funciones a su vez de las g%, sera funcion
de estas ultimas. O lo que es lo mismo, de las deformaciones principales e, es, €;
y de la direccion de los ejes principales correspondientes. Esta funcion, si el
cuerpo es homogéneo, no dependera del punto. La definicion de homogéneo segin
la (ref. 4) plantea ciertas dificultades que desaparecen al existir un-estado natural,
pues se requiere que por deformaciones elasticas el cuerpo pueda ser llevado a un
estado a partir del cual las mismas deformaciones en dos puntos distintos provo-
quen las mismas tensiones. Supondremos que existe ademas un estado sin tensio-
nes al que se puede llegar por deformaciones elasticas; lo Ilamaremos estado
natural y le asignaremos las coordenadas Xi, de modo que sea el estado inicial a
partir del cual se definen las deformaciones.

Si el cuerpo es is6tropo no dependerd la W de la direccion de los ejes prin-
cipales.

Tendra, pues, que ser funciéon simétrica de las e, principales. Por considera-
ciones puramente algebraicas resulta, pues, que serd soélo funcién de:

si=eitete;  s=X(E)  s=Y(e) (7]
Expresiones que valen:
$; = Ei,’ ’
sg=ch & [18]

Demostramos unicamente la tercera: el segundo miembro es el producto ten-

“sorial contracto de los tensores ¢, ¢/, y de ¢,. Es, pues, un escalar que no varia

al tomar ejes ortogonales segln las direcciones principales. En ellos €; = 0 si i +j
y ¢, = e;. Queda, pues, (e)* + (e2)® + (es)?, que es s;.

La funcién W podra ser todo lo complicada que la realidad quiera, pero como
las e; seran pequefias en la practica nos conviene hacer su desarrollo en serie y
tomar los primeros términos. Este desarrollo, segin 1o que precede, sera de la
forma: .

W=A+Bs;+(C(s)?+Dso) +f (s 52519 (s5) +ss h(sy), 9]

donde el término complementario contiene unas funciones f, g, h de las s;, todo lo
suficiente lisas que haga falta. '

Al suponer que el estado neutro W = 0, sale A = 0. Al suponer que este esta-
do es de equilibrio en ausencia de tensiones, W presentard un-minimo en éf (S, =
= 0). Es decir, B =0, y la forma cuadrética C (s1)* + D's; sera definida positiva,
considerada como forma en las «i;.

Un estudio algebraico de esta forma, sencillo si tomamos ejes principales, nos
lleva a la conclusién de que esto equivale a decir que, o bien D> 0, C> 0, o
bien D> 0, C< 0O y D+ 3C > O. Estos valores son los que toman las funciones:

C= Ev ; D— E('I——2v)‘ ]
2(14v)(1—2v) 204+ (1 —=2v)

(20]
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al, variar v entre —1.y.1/2, pudiendo tomar E un valor cualquiera. Admitimos,
por comparaciéon con la expresion clasica de la energia, que v representa el coe-
ficiente de deformamones transversales partido por Iongltudmales en compresion
simple, o médulo de Poisson, y que E representa al modulo de compresion simple.
No se conoce material con v negativa.

Con los términos de segundo grado queda: -

*

W=C(s)2+Ds,;  con C y D segln [20].~ . 121]

Esta aproximacion es la mas usada en las aphcamones Para calculos poste-
riores es Util suponer un sistema de unidades en el que la E del material sea 1.
Con ello no se arrastra en todas las’ formulas El cambio se deshace en las expre-
_siones de los resultados finales.

Vamos a demostrar a continuacién que en una deformacion infinitesimal a par-
tir de un estado deformado la variacién de energia por unidad de volumen en
estado natural sigue la ley:

oW
S =tige”, - : [22]
ae”

donde g es determinante ((g;;)) y G s de ((G; ;) por ser la variacion de W el traba-
jo de las tensiones. . S

En el estado inicial .deformado el punto de coordenadas u’ esta en la posicién
xi respecto a ejes ortogonales Escogemos las ui de modo que ui= xi en este
estado.

Tendremos que hacer dlferenC|ac10nes respecto ala posmlon xi, siendo g” el
tensor metrlco

Si se efectua una deformacion infinitesimal, el punto u pasara a ocupar las
coordenadas xi + § x'. Usaremos el simbolo & para indicar diferenciacién en la
deformacién. Vamos a demostrar que: . ' :

- a5 X
t"ae‘.’._—:f" ax R
su

(23]

En primer lugar, segin (10 bis) -y al no variar G;; durante las deformaciones:

b =0(g;—Gi)12=bg;/2- o [24]

' Para calcular 3;; tenemos ‘en cuenta que vale g;; = 6” antes de las deforma-

R d xa
ciones,-'.yque U 5« EI valor de g;; despues de Ias deformaciones es:
(x5 x%) 3 (x*+3x%) 3% asxl . 95 x% 93 x°
9ii= b : R e e e P
v, 2 uf 3 ul 3t o 3yl

El valor de 3 g;; es la parte principal (con respecto a las § x7) de las diferencias de
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las g,;, después y antes de la deformacion. Por tanto, entrando con este 3 g, ; en (24)
queda:

de;;=1/2 (i"—i+ ga’f').
3 u! o ul
Expresidn que multiplicamos con dos contracciones por ti, con respecto a los indi-
ces / y j, afiadiendo al miembro izquierdo el producto contracto nulo, por ser tensor
a3 xi P
du ouw )

simétrico por tensor antisimétrico, 1/2 t"i(

Queda la expresion [23], demostrada.

Expresemos ahora el trabajo de las tensiones sobre un volumen cerrado duran-
te 1a deformacion infinitesimal. Es f/‘ d S B3, t7 § x, siendo la integral a lo largo de la
superficie del volumen vy B: las componentes de su normal dirigidas para afuera. Apli-

. . : . . d
cando el teorema de l1a dwergencna:f[fdv (tii;;i & X + ti o

i

) por ser igual {a

derivacion con respecto a xi a la derivacion covariante respecto a la métrica g
Ademas, en las derivadas de posicién como ui = xi, se puede reemplazar x/ por wi. Y
ti;;i = 0 segln las ecuaciones de Cauchy [16]. Con 1o que la variacién de energia
3% xi

u:

por unidad de volumen deformado queda ti

Como el paralepipedo elemental de lados (du?, 0,0), (0,du? 0), (0,0, du®) tiene
por volumen antes de la deformacién G2 dX* dX= dX3, g1/ dx' dx? dx3 despusés, el vo-
lumen queda multiplicado por (g/G)*? en la deformacién y la energia por unidad de

a3 x
—?5—7.—, que aplicando el resultado [23] nos da

u
oW = (g9/G)/2 3¢, ti. Esta expresion es tensorial, pues en el segundo miembro apa-
rece un producto contracto y el escaiar independiente de las v/, g/G. Por tanto, en
cualquier sistema de coordenadas es cierta la expresion [22], que es lo que queria-
mos demostrar.

volumen inicial queda: ti (g/G)/2

E) Ecuaciones elasticas en tres dimensiones.

En primer lugar tendremos las ecuaciones de Cauchy, que en nuestro supuesto
de ausencia de fuerzas exteriores son las [16].

En segundo lugar necesitaremos unas analogas a las de Beltrami en elasticidad
lineal. Aparecen observando que al ser la métrica g,; euclidea tiene que ser nulo
el tensor de Riemann correspondiente. Este tiene por componentes segin la refe-
rencia (3) pag. 126-127:

. b b
1/2 (gir,is+gis,ir_g’r,is_gi:s,i )+gab(ls iPiar_I‘r irias)‘

r.l.*

Esta expresion respecto a coordenadas ui = X, en las que (,i) equivale a (;i) y en
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fas que 1,7, = ¢;/; queda en la forma tensorial (recordemos que las ¢, 7, son ten-
sores):

B b b
1/2 (gir;is TYis;ir—9inisGis; ir)+gab(cs i cic'r_cr i cius) [25]

que se conserva €n un cambio de coordenadas u'.
Por tanto, han de ser nulas las componenies [25]. Hay 6 independientes. Por
ejemplo las:

(i j rs)=(1212) (1213) (1313) (2123) (2323) (3132} .

Estas 6 ecuaciones pueden ponerse en funcién de las b;; (segln [9]) y segun

" [10] en funcion de las ; ;. No son lineales.

Recnpro‘camentﬂe, dadas unas g;; que cumplan estas ecuaciones, calculamos las
g;; segln [10]. Son componentes de un tensor métrico de espacio euclideo por
anularse el tensor de Riemann correspondiente. Por tanto, pueden resolverse las
ecuaciones [4] y calcularse las x* en funcién de las ui; es decir, que existen corri-

“mientos que nos den esas deformaciones.

Habra que imponer unas condiciones de contorno pertinentes Por ejemplo, dar
las fuerzas sobre la superficie que Ilmlte el cuerpo (tendremos las ecuaciones [14] en
la superficie éxterior).

Mediante las ecuaciones [22] podremos poner las tensiones en funcion de las
deformaciones y viceversa, una vez supuesta una funcion W (por ejemplo, vease [21].
Si planteamos las ecuaciones en deformaciones tendremos, pues, 6 ecuaciones
de compatibilidad y 3 de equilibrio interno: las de Cauchy [16] y las de anular las ex-
presiones [26]. Hay 6 incdgnitas, las ¢;;, habida cuenta de que €;; = €;;. En elastici-
dad lineal ocurre lo mismo (véase referencia 5). Se demuestra que tres de las 9

_ ecuaciones se obtienen a partir de las otras 6, para lo cual hay que derivarlas con-

19068

venientemente. En estas derivaciones se pierden condiciones de borde, por lo que
no podemos prescindir de tres ecuaciones. Suponemos que en las ecuaciones no
lineales debe ocurrir lo mismo.

Para concluir, y siguiendo a la referencia (1), vamos a poner las ecuaciones
de Cauchy [16] en otira forma.

Introducimos las variables auxiliares:
T (g/G)'2 1™, g — W ami [26]
Y vamos a probar que:
| T,.'",'m =0, : [27]

Como son relaciones tensoriales basta demostrarlas para las coordenadas ui = X,
en las que podemos reemplazar los simbolos (;) y (,) de derivacion, hacer T i, =
= ¢;/x y G =1, y considerar requivalentes indices inferiores y superiores.

Nos interesa el resultado de la referencia (3), pagina 99, en que dice I‘h P =

ShV_

= . Derivamos [26].

Vg . _
1 ’ I W
Timi m= Tim: m=9 ? (P y tms g + fms m g + 'ms 9si i, m) -
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que habida cuenta de (16) y (22) puede ponerse en la forma:
Tim; m= 91/2 (Cmrr 'ms gsi‘ - crmm frs ‘g'si - crsn:l tmr gsi + ims Gsi,m ™ t b 9ab, m) '

Esta expresion se hace idénticamente nula introduciendo el valor de c; ™, de
[9]. Luego hemos probado [27], que.es otra forma de escribir las ecuaciones de
Cauchy.
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