lALCULOS TENSORIALES

Por ANTONIO LOPEZ FRANCO

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos

(lomo .’1;)01‘!(1(;1'(511 al Congreso que la Asociacion para el Progreso de lus Ciencias
colebrado en Bilbao, durante el mes de julio dltimo, adjunto el resumen de un
trabajo, que vengo realizando, aprovechando los ocios  forzosos, que mi doble ju-

Dilacion administrativa y profesional me brinda, recopilando y ordenando conceptos

adquiridos sobre la marcha, referentes a nucvas dl’.s‘c:i!JIin(w, casi desconocidas al prin-

cipio de mi carrera, los que siempre me crei, en la obligacion de captar ante la nece-
sidad de su aplicacion inmediata en diferentes ocasiones, pero sin tiempo para_pro-
fundizar en ellas, lo cual me era indispensable con miras a la enseiianza, resolviendo
situaciones del momento, sometidas a constantes rectificaciones posteriores: parte
de esta labor ha sido dada a conocer en modestas publicaciones, algunas de las cuales
lo han sido a través de la Asociacidn Espaiola para ol Progreso de las Ciencias.

Uno de los temas que mis me han preocupado ha sido todo lo relacionado con
los chlculos tensoriales, como prolongacion de los mas vulgarizados célculos vecto-
riales, con lo que se llega a complicaciones insospechadas, entre ellas, las de ser ne-
cesario actuar, la mayor parte de las veces, en espacios de mas de tres dimensiones,
sin realidad [isica, pero a los cuales es forzoso asimilar los conceptos y teorias que
estamos acostumbrados a tratar, que pasan a ser abstracciones matemdticas, de las
cuales las intuiciones han de ser casos particulares; para esto es indispensable un
estudio previo, partiendo de las teorfas vectoriales sobre el alcance y significado
que representan su adaptacién a los medios, dentro de los cuales no tienen sentido
la mayor parte de las intuiciones, y para ello se requieren definiciones y convenios
de cardcter abstracto que mantengan la unidad y continuidad del conjunto.

En los chlculos vectoriales se manejan, mas que los vectores, sus componentes,
cuyo nimero es igual al nimero de dimensiones del espacio, cosa que no tiene ex-
plicacién geométrica cuando este ntimero es mayor de tres, lo cual requiere previa-
mente una definicién o convenio de lo que entendemos por dimensiones de un espa-
cio, o mejor dicho, de lo que entendemos por espacio de mdis de tres dimensiones.

Partiremos de la expresién vectorial siguiente:

- > > o n e
xe=mxte -lxte, X e, =Yxe

n -
en las que las x' representan una serie de magnitudes, y las ¢; las unidades co-
rrespondientes con las que son medidas; pueden ocurrir dos casos: Primero, que sea
imposible encontrar para un cierto valor de n una serie de ¢; tal que la suma indi-
cada en el segundo miembro sea cero, no siendo nulas la totalidad de las «, y
segundo, cue exista un determinado ntmero n para el que esto sea realizable, en

->
cuyo caso diremos que las & son las componcntes contravariantes de un vector x en

un espacio de n dimensiones, referido a un sistema coordenado cuya base esté de-
—)
finida por los n vectores unitarios ¢, siendoi=1,2, ..,n
Esto senala la existencia de n direcciones de hipotéticos ejes, que solo tienen
realidad cuando n es menor de cuatro; sobre estos ejes se efectian mediciones que,
§ 110 65
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en general, requieren unidades diferentes para cada eje (espacio vectory) afi
. . ’ . T ¢ o
hien una unidad comin para todos (espacio métrico); cada componente

5C Cary,
riza por un indice coincidente con el ndmero del eje sobre el cual se (¢

Sarrol],
En los espacios geométricos la suma anterior tiene una interpretacioy Precs

S5
-)

considerando a las ¢, como los cosenos de los angulos que forma x con cad

gy e

_*
los cjes, por lo que los productos escalares de x por los ¢; representa la proy..
...) . .

de x sobre los cjes, alas que denominaremos x;, es decir:

e e W
(x e;) = Xp=2Ix (¢ ej).

Las vy ast obtenidas reciben el nombre de componentes covariantes de .

La distincion entre las componentes contravariantes y las covarianies .
tablece colocando en las primeras el indice en la parte superior, v en las seaud,
en la parte inferior, no debiendo haber confusion en ol primer ¢

aso con loy o
bles indicadores de elevacion a potencias,

Hemos  establecido la diferencia entre productos escalares v vecloriales 1.
p] xando, respectivamente, purénl‘csis curvos o corchetes,

Facil es comprobar en los espacios bi vy tridimensionales que en ¢
rencia ortogonales se confunden las componentes covariantes v contrav
para hacer esto extensivo a los espacios enedimensionales hemos de ¢
concepto de perpendicularidad se manifiesta en que el
vectores (e, ¢))

asos de e
ariantes, e
ONVENir que s
producto escalar de -
es en oun sistema rectangular nulo para i j, ast como el pard:
lismo, siempre (ue tenga lugar i = j, con lo que la altima ecuacion se convierte o

x; = x/ J=1,2,...,n),

hien entendido que el signo X ha desaparecido automdticamente, pues sélo evive

un sumando en cada ecuacién de las n en que se condensan las formulas que e
las referencias que no sean ortogonales constituyen un sistema de ecuaciones lines
les que enlazan las af con las x; mediante el operador de la regla de Cramer, wi
tituido por la matriz formada por los coeficientes (¢; ¢)), cuyo determinante dei:
naremos por g;; en la operacion directa, y por g’ en la inversa.

Este determinante constitu_vc un tensor de segundo orden, (ue recibe el nom-
bre de tensor fundamental en el espacio cuclideo.

Con todas estas nociones previas estamos ya en condiciones de tratar de o
tensores, 0 mas propio, de las magnitucles tensoriales, que como hemos dicho, se m
nejan siempre a través de sus componentes,

en espacios enedimensionales, de u
modo semejante

a como hemos visto se hace con las vectoriales; vamos a contr
nuacion a estudiar un caso prictico que contribuye a aclarar el conceplo g('nvrul de
tensor.,

Partivemos de la figura acotada adjunta (fig. 1.1, que vepresenta un sistema oble
cuo de ejes coordenados O Xy, O Xa en el plano, en el cual se destacan las t‘()or(lvluul«l;
contravariantes x' v 1%, a la vez que las covariantes 1 y xz de un punto P, sobre ¢
cual definimos una clipse de digmetros conjugados x' v a* Bl drea del paralelog
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mo formado S =x'x* sen 0 constituye un invariante de dicha curva; trazando por
una perpendicular O Q a la tangente desde P, paralela a x', tendremos:
I g ,

S=x'\V 0 Q=x"(x¥sen0)=x*(xtsenl).
Consideremos en el punto M una accién mecinica, tal como una fuerza I en
direccién de la tangente, cuyo impulso sobre una masa m, con una velocidad v sera

m; su momento cinético con relacion a O es:

M=myvyXr,

Flaura 1Y

siendo
0Q-=r.

Llamando w a la velocidad angular del desplazamiento originado alrededor de
O, tendremos v = w r y, por tanto:

M=mwr.r=w{mr,

Surge asi el concepto de momento de inercia (m1*) como operador de la trans-
formacién de dos vectores: momento cinético y velocidad, lo que en los procedimien-
tos tensoriales define un tensor de 2. orden simétrico T, (ij =1, 2), cuyo deter-
minante es:
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Se denomina eje tensor a la perpendicular O Q, cuyo valor vienc {
proyeccion O M, a la que daremos el valor Ty sen @, y repitiendo el

ﬂd() P h

ﬂZOnamim\
para el didmetro conjugado, obtendremos otro eje tensor en la direccién ¢ Q' de u{;,
; Ly

Twisen 0, lo que nos dice que las componentes del tensor en la direcc
metro siguen la de las perpendiculares al didmetro conjugado y, por tanto, |y i
3

ion de y, i

ciones de los ejes de la elipse (0 = —2~) son coincidentes con T, Y Tz, T mayy, ter

dra la forma:

Si adoptamos una escala tal, que los cuadrados de los semididmetros esiéy fepsy.

sentados por las inversas de sus momentos de inercia correspondientes O )

resultan para los ejes: "
| 1
OA- i OB = T
]/ /, l/ Iy
0 sea:
1 1
OA = - OB =\
Ty, Ty

in el espacio tridimensional tendriamos en lugar de la elipse (caso particuls
de una cdnica) un elipsoide (caso particular de una cuddrica), las direcciones de b
ejes tensores serfan las perpendiculares a los planos tangentes paralelos a los deter
minados por cada par de didmetros conjugados; en los espacios de mas de tres i
mensiones se obtendrfan, del mismo modo, cuddricas irrepresentables pricticamente,
pero siempre correspondientes a una multiplicidad lineal o forma cuadratica sobre I
base de n ejes principales ortogonales, pudiéndose efectuar las transformaciones e
cesarias para que estos ejes constituyan un sistema de referencia, lo que equivale &
paso de una matriz cuadrada simétrica a otra diagonal, cuyvos elementos principuM
T, Tasy o, Ty, vepresentan los Namados valores propios. |

La ccuacion de la cuadritica seria, por tanto,

Ti (0 A Toa (32 4= - Ton (X" y=1.

En las investigaciones que se llevan a cabo en las modernas mecanicas, entran
en juego magnitudes fisicas, cuyos valores pueden ser determinados directamente
efectuando mediciones, mas o0 menos precisas, o bien por deducciones matemiticas, las
que son base de una serie de funciones definidas como elementos vectoriales en ¢
llamado espacio de Hilbert (espacio vectorial métrico de infinitas dimensiones). [m.r
ciones que desempefian dentro de dicho espacio el mismo papel que en un espa?
métrico corriente, los ejes coordenados: estas funciones expresadas simholicamentt
por:

Aol )
71200 1 @p,
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) o . o0 . .
que han de reunir tedricamente las mismas condiciones de ortogomdad de dichos
ejes, o0 sea:

("*’i".’k) =0 parai-fk, (44) =1 parai= k.

Cada uno de estos elementos estard definido por su valor propio E' y cualquier
otro elemento ¥ que no coincida con alguno de estos valores propios, sélo se le po-
dr4 definir por medio de una multiplicidad lineal de la forma:

k=n
v = by Cy4 9 ot vee +90 Cn = L4y

=1

en la que las C representan los gvados de aproximacién a cada una de las ;.
Elevando al cuadrado tendremos:

k=n

o ' 22 0

g XTG4 G G
k=1

y teniendo en cuenta las condiciones de pcrpcndicularidad:

BN Cl=1,

que pone de manifiesto la correlacion existente entve las C; v los clisicos cosenos
directores.

Empleando el lenguaje de la mecanica cudntica, divemos que ¥* significa la pro-
babilidad de que al hacer una medida tal como la necesaria para fijar la posicion
de un electrén, dentro del atomo, ésta corresponda con uno de los niveles energéti-
cos, correlativos a los valores propios de las .

En la figura antes citada se destacan claramente la distincién entre las denomi-
naciones de contravariantes y covariantes, que pueden ser aplicadas indistintamente
a coordenadas o componentes vectoriales y, en consecuencia, a las tensoriales, ast
como el hecho de que en referencias ortogonules, no cabe hacer la distincion, pero, no
obstante, teniendo en cuenta la complejidad caracteristica de los caleulos tensoriales,
sobre todo con los derivados de tensores de orden superior a dos, conviene hacer la
clasificacién previa siguiente:

12 Tensores contravariantes. — Son aquellos que sus componentes se transfor-
man como productos de componentes de vectores contravariantes.

o Tensores covariantes. — Cuando ocurre lo mismo partiendo de vectores co-
variantes.

3.0 Tensores mixtos. — Cuando entran en juego a la vez para un mismo tensor,
vectores contravariantes y covariantes.

En la mayor parte de las aplicaciones se manejan tensores de segundo orden,
pero como existen también tensores de ordencs superiores, hemos de dejar hien fijado,
que el namero de componentes de un tensor es n', siendo n el nimero de dimensiones
del espacio y ¢ el orden del tensor; si se trata de un tensor de tercer orden g = 3 el ni-
mero de componentes serd n®, o sea, en el espacio tridimensional 27, que resulta de
multiplicar cada uno de los 9 elementos que caracterizan el tensor de segundo orden
por cada una de las componentes de un vector.
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El producto vectorial de dos vectores:
> s
Q=[xy] = Xxiy [&¢],

que como magnitud vectorial tendrd a su vez n componentes Q, (k = | »
por tanto:

Wl

> > l
v
Qr=Qe,=Yxly [e,-ej] e, =Yx Ve
Los 27 clementos ¢« constituyen un tensor de tercer orden conocido gy ¢
nombre de tensor de Riced,
7’ —> _> I
Ast como [e; ex] representa el drea de un baralelogramo:
E )

> >
[eren]en =<y,

)
este volumen es O y cuando no, es ignal a % 1 segin el orden ciclico de |
tacion.

representa el volumen de un paralelipedo, que cuando los tres indices son idvales

4 perm.

Dos tensores de cualquier orden son simétricos, cuando al permutar dos indics, |
de la misma varianza los elementos afectados son iguales; v hemisimétricos,

Si quedae
iguales v de signo contrario, asi es (que un tensor de tercer orden tijx puede ser:

Simétrico ... ... t,.j,\. = Iku .

Hemisimétrico. . Lijh=—teij
Para mayor niimero de indices la regla puede ser aplicable a dos cualesquiera o
a parejas determinadas, lamdndose en el primer caso tensores completamente sime-
tricos 0o hemisimétricos.
Concretando esta definicién Para un tensor de segundo orden en un espacio tri
dimensional y agrupando sus elementos en forma de matriz cuadrada, éstas seri
simétricas o hemisimétricas, en las dos formas siguientes:

4y G ay: O iy Gy
Py Gy Ay —a: O ayl,
(i Gy Ay| | —ay —a, O

El ntmero total de elementos es en ambas matrices 3* = 9, pero teniendo en
cuenta los elementos iguales, este ntimero queda reducido a 6 en la primera v 3en la
segunda; v, en general, en un espacio enedimensional, estos ntimeros serin:

AL -1,

a,') : ) ,

y tratindose de un tensor de orden q:
que para n == g resulta igual a uno; esta particularidad la podemos poner de man
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fiesto para el caso n = ¢ =3, cuyas 97 componentes totales, agrupadas en matriz cl-
bica, se destacan en la figura adjunta (fig. 2, en la cual una de las diagonales del
cubo es normal al plano de la figura; los 6 puntos correspondientes a los 6 valores
no nulos, pero iguales y de signos contrarios dos

a dos, definidos por la permutncién
de los indices 1, 2 v 3, seran:

iy = Uya = agy = P}
Qgoy = Qe = Qg = — P,
(ue originan una {mica componente del sistema = P constituvente, de un bivector, en
la direccion de la diagonal y que referida a las avistas del mismo, como ejes coorde-
nados, sus componentes coinciden con las del producto vectorial [x yl, o sea
P1=ylyt— Xy,

Pl‘.’. = X! yil - X3 yl ;

Pui= X2yt - X3yt

+ 321

b —521

igura 2.%

En un espacio bidimensional serfan nulos ¥ ¢ 'y quedaria como dnica com-
ponentc:

Py = ,?1 ),: —x? yl,

en la direccion del desaparecido eje 23 (cje de la z), lo que pone de manifiesto el
hecho de que siempre s¢ debe contar con la existencia real de 3 dimensiones, por lo
menos.

No quisiera terminar esta memoria sin decir algo sobre los campos tensoriales,
dltima parte del trabajo que vengo realizando, del que hago referencia al principio
y que por su complicacion ha de ser bastante extenso, por lo que ahora solo puede
ofrecer un extracto.

Los campos tensoriales se caracterizan por ser campos puntuales, en los que
cada punto es un centro de accidn, alrededor del cual se propaga en todas direccio-
nes, afectando a todos los puntos inmediatos, esto se traduce en que ademas del sis-
tema de referencia, base ue define sus coordenadas x', ' la posicion de cada punto,
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ha de existir forzosamente, otros tantos sistemas de referencia loc

‘ ales, contradg e
los mismos puntos, que definen en cada uno las componentes de un tens

] T euclide, 1
que denominaremos M. i

Al pasar de un punto a otro infinitamente préximo, el tensor M se inc-relnonh,g, !
en d M, lo que constituye un sistema de referencia distinto; la base ei del primer, o
altera a la vez en d e, y teniendo esto lugar en todas las direcciones, la firmy|

.y , a de
tl'ﬂl]SfOl'ITlZlCl()ﬂ scera;

dM=7Y(e;dy +yde,
designando por ds el cambio de posicién segin una direccion, tan arbity

desconocida, pero que, en general, no serd rectilinea, si bien |
asi, por tratarse de un desplazamiento infinitestimal, tendremos

aria, comy,
a podemos congide

Tay
ds= Xed ¥,
v su cuadrado:
. i
(d s)? = 9,‘,‘ dy d)"’;
recibe el nombre de métrica del espacio.

Las diferenciales d 4 v d y' no pueden considerarse como componentes de d
por no ser constantes e; y ¢, por lo que denominaremos w',, w,; a estas desconoci-
das componentes contravariantes y covariantes de e; magnitudes vectoriales, que han
de estar intimamente ligadas, no sabemos cémo, con todas las curvas posibles y,
Y it que arranquen de M, para lo cual suponemos establecidas las siguientes expre-
siones lineales:

W{: I‘J"“. d yl" Wi [‘k ij d yk

los simbolos £, y 1, se les conoce con el nombre de simbolos de Cristoffel, de 1}
y 2.4 clase, seglin pertenezcan al grupo de componentes covariantes o contravarian-
tes; como se ve, la distribucion de indices y subindices es bastante compleja v su
obtencién a partir de las férmulas:

&= e), dgij=rc;dej+e;de,

es muy lahoriosa, llegandose a ecuaciones diferenciales de dificil integracion, maxi-
me si tenemos en cuenta de que la forma cuadritica fundamental:

(@s) =g, dy dyl,

que define el elemento lineal, en el espacio euclideo ha de encajar en las referencias
a base de coordenadas curvilineas, de las que forzosamente hemos de hacer uso. La
formula estd deducida y calculada, dentro del ambiente cartesiano,.mediante cileu-
los sobre coordenadas rectilineas. .

Ahora bien, para que esta férmula sea aplicable a las referencias curvilineas, sin
saliros de nuestro espacio euclideo, tenemos que reforzar el concepto de tensor fun-
damental, con arreglo a la expresién:

a  3xi
o

ox
ay

glj':Ba

siv
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d xa

en la que x*,x* son funciones de yf, yi en un sistema de referencia curvilinea; -+,
RY
z-i‘--j—.- definen las tangentes en el origen y su producto escalar en el caso de ejes
Y
rectangulares ha de ser nulo para g =1 § ¢ igual a la unidad para ¢ = § lo mismo que
en la anterior sencilla formula:

g = Oa

oy

En cl caso de que las métricas cuclideas, debido a que los conceptos sobre el
parnlelismo que en ellas se establece, resultan incompatibles con otras métricas po-
sibles, se puede sustituir dentro de ciertos limites y en determinadas condiciones,
¢l tensor fundamental definido por g;; por otro arbitrario G;; lo mas parecido a g;;
y menos rigido, siempre que sea real y definitivamente positivo a la vez que la ex-
presion:

(ds)'.!=G‘,jdyldyJ,
sea suceptible de que mediante cambios de coordenadas pueda transformarse en:
(ds)t=2X(dy)
Cualquiera que sean los valores de las variables, siempre podremos concebir, en
cada punto M, dos espacios tangentes en un entorno, dentro del cual sean practica-
mente identificables las dos métricas definidas por las expresiones:

(ds)5=gljdy'dyj; (ds)‘:GUdy’dyj.
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