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Este trabajo constituype un modo especial de
talografia geométrica. por su intima rel
en general, tan complejo que resul
ferencia, pero que ]n'v.w:/
ciencias fisicas y natura

“exponer la doctring base en la eris-
acion con la teoria de los niimeros; problena,
ta muy dificil de cxponer como tema de ung con-

rone suficiente base para poder ahondar en ¢l conjtento de las
N

Grupos aditivos de conmensurabilidad.

Dado un ntimero abstracto, o una magnitud coneret
ciente racional v variable g, el producto monomio ¢
de las magnitudes conmensurables con oy SEose trat
forma el conjunto de los ntimeros racionale :
el de los irracionales conmensurables con la base %
Llamare raiz elemental a la raiz cuadrada, bien d
producto de dos o mds primos diferentes, como:

Lot s s Ie b Lo, L 150 e

La raiz cuadrada de un nimero racional distinto de coro () ¢
forma vinica, descomponible en producto de un racional
tal. La raiz clemental de un ndmero es la misma del im

rso;

5 |, — 1/ 12 a —
BRI T .2
12 6 5 D

Las raices elementales pueden servir de base d

a o, provista de un coefi-
¢, o, define el conjunto o grupo
a de nimeros vy, es racional, se
s, v osi fuera irracional quedaria definido

¢ un ntmero primo, bien del

s sicmpre, v ode
por una cierta raiz elemen-

¢ Unos grupos monomios, cuvo
conjunto Illamaremos de los niimeros semirracionales o irracionales cuadraticos.

Dos niimeros o magnitudes no conmensurables %, Vo2 tomados como bases, de-

finen, mediante los coclicientes racionales g v g el grupo binomio (hidimensional,
bimodular):

a=g| a -} Go o
o no puede anularse si g v @2 no son cero.
Una tercera magnitud ¢, homogénea con 4, VY o SO
no puede anular al trinomio:
gren - gowa -t gy oy
mediante una terna de coeficientes o
dulares «,, o, v
diante toda la posible variacién racional de g
un grupo o espacio racional trimodular (o tridimensional)

(*) Debidamente autorizados, nos honramos en insert

pertenece al grupo g,

g g2 Y €y que scan racionales. Las bases mo-
Y o se dicen independientes, o no coplanarias, v el trinomio, me-

v &2y g, nos crea lo que llamaremos

ar en nuestras paginas el texto del discurso leido
por el autor en ¢l acto de su recepcidn como académico de

Naturales, complaciendo asi, por nuestra parte, a los nume

la Real Academia de Ciencias Txactas, Fisicas y

rosos alumnos que fucron del awtor y que na pu-
dicron asistir, a causa de su dispersion, al citado acto.

(**) La raiz cuadrada de cero ¢s conmensurable con todas las clementales.
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En general, el polinomio lineal v homogéneo de n términos,

a=Y i (i::l,z,...,n);

oa

con las g racionales v espacialmente independientes, no puede anularse si ellag
no se anulan todas simultincamente, v define un grupo de racionalidad n- mo.
dnlar o n- espacial.

Siose toman como bases n elementos de ese conjunto, tales que

v no es nulo el determinante | grs ‘ se edifica con ellas un grupo n-dimensional

B=Xh, B, (i==1,2, .., n),
(ue coincide en todo con el .
Todo esto sentado, podemos va entrar en materia.

Figuras cristalomérficas planas.

i

Un punto P, perteneciente a la recta definida por el segmento A B (fig. 1), ape-
Nidard racional cnando la relacion P A PB sea un ntimero de esta clase. Los restan-
tes puntos que no posean esta cualidad seran calificados de irracionales,

A B P

Figura 1.0

Situando un origen de

abscisas en A y un jalén unitario en B, los puntos racio-
nales ticnen abscisas racion

ales. El mismo conjunto de ellos se define escogiendo

otros dos miemhros de su pertenencia en lugar de A v de B, siempre que sean dis-
tintos entre si,

Figura 2.0

La recta sustentadora de los puntos racionales, sy
nales, constituye una figum discontinua
dades, goza de coincidir con sus calcos tr

En un tridngulo A BC (fig. 2.

puesta aligerada de los irracio-
y densa que, entre otras muchas particulari-
as de un corrimiento de valor racional, .~
> un punto P racional de la alineacién A B, uni-
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do a otro racional N de la A C, determina una recta N p que corta a la tevcera ali-
neacion B C en un punto M, necesariamente racional, segin el teorema de Mene-
lao. Tales rectas se llaman secantes racionales del tri{mg{llo v el conjunto de ellas
constituye un complejo plano v reticular, dos veces infinitamente denso, anejo a la
figura fundamental.

Cualquier sistema de tres de esas rectas, si no son o

oncwrentes o paralelas,
limita un nuevo triangulo cuyo complejo de secantes ¢

s coincidente con el dado.
Tomando como ejes coordenados (oblicuos en general) las veetas CB v C A, v

marcando, respectivamente, esas magnitudes las unidades de Tas X v de las Y. la
ecuacién de una secante racional o “Rbra” que no pase por el origen eos de la
forma:

ux-rey=1,
con u v v racionales. Se considera también racional la paralela por cl origen
ux-oy=0,.

A este sistema especial de coordenadas lo titularemos “millerianc”

Se llama punto racional o “nuds” del complejo al de interseceién de dos vee-
tas racionales; tiene racionales sus dos coordenadas millerianas v o .

El conjunto de todos los infinitos nudos forma lo que Hlamaremos complejo ra-
cional y bidimensional de puntos, determinado, reciprocamente, por todas las pare-
jas posibles de coordenadas racionales.

Los complejos racionales de puntos, v lo mismo los de rect
s¢ pueden superponer a sus calcos por traslacion paralela, a base de que un punto
racional pase a emplazarse en el puesto de otro de su misma clase.

Se Haman figuras racionales planas, puntuales o lineales, a las entresacadas de
un mismo complejo. Es por este motivo figura
se entresaca de si mismo, y cualquier poligono
que se obtenga de ¢l mediante recortes o ad-
herencias racionales. Estos poligonos serdn Ila-
mados también cristalomérficos.

Son  cuadriliteros cristalomérficos  aque-
llos cuyas diagonales se cortan racionalmente,

¥, como casos particulaves, todos los paralelo-

gramos, y cuantos trapecios tengan sus dos la-
dos no paralelos yendo a concurrir en un pun-
to racional de uno de ellos. o . )

Entre los poligonos regulares sélo son cris- Figura 3.
talogénicos el tridngulo equilitero, el cuadra-
do y el hexdgono regular, este 1iltimo como derivado del primero por cortaduras que

- trisecan a los lados iguales que definen aquél,

.~ Si en un pentigono regular ordinario ABC DL (g. 3.
~dos no contiguos, AB y D.C, éstos se han de encontr
‘mente irracional, desde el momento en que en |

V'5. Incidencias parecidas tienen lngar con el h

- ligonos regulares de mayor ntmero de lados. |

(5 " Todos los. triangulos de un mismo ‘complejo poseen 4re

~si, es decir, que la relacién de ellas tiene valor

- cualquier pareja  de poligonos procedente de un,

as, son figuras que

racional cualquier tridngulo, ya que

se prolongzm dos la-
ar en un punto P necesaria-
a relacion PA: PB interviene la

eptagono, octégono y los demés po-

as conmensurables entre
racional. Lo. mismo ocurre para
original comuin.
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Otra figura interesante v omuy simple, que cabe  entresac
plano, es ¢l haz racional de’ rectas, Entre sus particularid
cionales los bicocientes de cuatro YOS CSCOLiC
especialidad Jag conjugaciones armounicas,

ar de un complejo
ades figura la de ser 1.
los al azar. Se ofrecen en ellog comy

Clasificacion eristalométrica de tridngulos v complejos.

Dado un triangulo de lados a. b, ¢ v normas a. b®
mi de busear ina terna de v
cion:

. ¢% cabe plantear el proble-
alores racionales ¢ I k. tales (ue se cumpla la ecua-

wat - h b ket

])l](,‘(l(', 1 l)l'illl(‘l' ]llgill', OCurTiy (lll(' existan (l()S (lfﬁ esas tern

as y que no sean
proporcionales entre si,

enocnyo casose encnentran infinitas otras en lag mismas
condiciones, demostrandose que las tres normas son mutuamente conmensurables.
Pueden ser expresables en forma monomia vocon cocficientes racionales, a base de
e mismo patron de medida geometricamente homogéneo con el cnadrado de una
longitud, 191 triangulo se ama monomodular,

Pucde, en segimda eventualidad, aconteeer
k) proporcionalmente {mic:
Lincion lincal,

ue no hayva sino una terna (g, h,
Lo Una norma cualquicra es por este motivo cxprcsabie en
mogenea v hinomia con coeficientes racionales a hase de las otras,
voen forma mas general, todas tres a base de formas binomias de dos patrones su-
perficiales incomensurables entre si. 1l tridngulo se Nama entonces himodular.

Por tltimo, cabe también la imposibilidad de resolver la ecuacion a base de
cocficientes racionales, 1as tres normas no solo son mutn
sino - imposibles de expresar en forma binomi
metros racionalmente independientes, |

amente inconmensurables,
@ 0 monomia de menos de tres pari-
<08 tridngulos son trimodulares, -

Fstudiando la formacion de los complejos se lleg
que todos los triangulos de uno de ellog
mas ann.

a presto a la conclusién de
pertenceen a la misma clase. Pero hay

Ion los tridngnlos de clase monomodular L rel
un lado, o siose prefiere decir, Ta relacion de
engeneral iracional cuadritico, que de
radz elemental constituve un pardmetro
plejo volo caracteriza homotéticamente,

Para los triimgulos de clase himodular o
raiz clemental de expresion

acion de su drea al cuadrado de
mnacaltura a sy base,

¢S un nimero,
pende de una cierta

raiz clemental. Esta
que se conserva también en todo el com-

Niste también un invariante que es la

Aem—hk—hg—uy,

valor necesariamente positivo en los triangulos reales, Y que se conserva en toda la
extension del complclo‘ sin Hegar totalmente 4 o

aracterizarlo. Serd denominado dis-
criminante o pardmetro. Eventualmente dicha raiz puede ser la unidad.

Simetria de los complejos racionales planos,

Sl maximo interés del estudio de los complejos racionales planos reside en ¢l
conocimiento de sus posibilidades de simetria, tanto bilitera como rotacional. De

218
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esta Ultima especie se

presenta siempre la hinaria: giro de 180° alrededor de enal-
quier nudo del reticulo.
Tratindose de los complejos de ¢l
cidad de congruencia por desplaz
Los de clase bimodular ¢
minadas direcciones perpendic

ase trimodular, no existe ninguna otra capa-
amiento angular aparte de la citada,

on diseriminante de raiz inexacta ofrecen dos deter-
ulaves de ej
a los haces racionales, sin que cllas mismas puedan pertenecer a talos figuras. Para
que, contrariamente, queden integrados dichos cjes en el reticulo se precisa que el
parametro discriminante tenga su raiz cuadrada exacta, v oentonces por cualquier
nudo del complejo pasan dos cjes ortogonales de simetria bilatera, precisamente de
esas direcciones privilegiadas, sobre las ue cabe instalar veferencias millerianas. No
hay tampoco simetria rotatoria posil

ble de orden superior al segundo.
Los complejos unimodulares admiten, por Ulin

lares de ejes de simetria concurrentes en tod
ra de csas parejas se puede, como antes,
gulas, relacionindose ahora 1

es de simetrin que convignen 1'mic'nm(,'ntv

10, infinitas parejas perpendicu-
os sus nudos. A partiv de una enalquie-
establecer coordenadas millerianas reetan-
as longitudes unitarias de las v vode las 4 oa través de
una raiz clemental | rvoque es precisamente Ta del cociente de altura a base en
cualquier triangulo.

Existen giros posibles alrededor de los nudos (que permiten la congruencia
consigo mismo del complejo. Asi ocirre con ol de valor ) dado por
2
O are tg ——— l r;
r—1

giro que puede ser reiterado cnantas veees se deseo. (Complejos ciclicos.)

Cuando r vale 1 hay conmensurabilidad directa entre ordenadas v abscisas: la red
cabe tomarla rectangula v 0 vale 90° (marco real). Cuando r es 3. ) = 60", se tiene
¢l tresholillo.

Respectivamente, dichos giros cierran vucelta completa al cabo de cuatro v de
seis reiteraciones: simetrias cuaternaria v senaria, esta Gltima conversible en terna-
ria (120),

Iay posibilidad todavia de otros giros (ue no cierran vuelta por mucho que se

repitan, v asi ocwrre, dentro del caso r =1, con los que corresponden a tangentes de
argumento pitagoriano:

3 3 4

— —  — etc.

4 12 3

Resultan simetrias de orden infinito.

Estas son siempre obligadas cuando r no vale ni 1 ni 3, limitando el nimero
de poligonos regulares cristalograficos cerrados al cuadrado, al tridngulo equilatero
v al hexagono regular, conforme va sabemos.

Singonias planas.

Los que pudiéramos llamar sistemas cristalinos del plano quedarian, sin las con-
sideraciones expuestas,

reducidos a cuatro, que llamariamos sucesivamente cuadra-
tico, hexagonal (con hemilaterfa trigona), rémbico v

v asimétrico. Sus poligonos mds
representativos lo serfan, respectivamente, el cuadrado, el hexzigox1o regular (con el

triangulo equilatero), el rombo (o el rectingulo) v el romboide.
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. B . . e . ’\ M . -
A traves de la teoria de los complejos racionales planos la casuistica se
(uece con dos eventualidades nevas, d

enri-
istinguiendo ¢l sistema rombal plurisime-
trico o ciclico, del monosimétrico v, dentro de la asimetria, una protosimetria

(que

afecta solo a haces), de Ta asimetria verdadera o absoluta.

Truncadura racional de los tetracdros.

Pasando vacal esy
DABC, sobre o (e
tas (fig. 4.

acio tridimensional, consideraremos un tetracdro fundamental

©en adelante convendremos la notacion siguiente para las aris-

I C . A b, AB e
DA~ DB DC -,

siendo dos a dos opuestas las de la misma colunma,
Tres aristas cualesquicra, por cjemplo, las d, e v f, q

ue concurren en el vér-
tice: D, pueden ser cortadas racionalmente |

or un plano (truncadura), v entonces
s demuestra serlo las seis con igual cardcter.
7 Bl tal plano secante se apellida racional, v
‘ todos los posibles constituyen un complejo
de  ellos triplemente  infinito,  anexo al  te-
traedro.

Cada dos planos racionales no paralelos
secortan en una recta racional o fibra, Tres
planos de dicha clase no paralelos forman, si
concurren en una misma arista, un haz ra-
cional de su clase, v, si no lo hacen, tienen
conmuin un punto racional o nudo. Existen: el

complejo de las fibras v el complcjo de los
nudos.

En general las figuras puntuales, recti-
Fieura 4o lincas o poli¢dricas se Hamardn racionales si
o son sus clementos. Cuatro planos raciona-
les no concurrentes ni paralelos cierran un
complejo: cualquiera de  esos tetraedros el complejo 1o
con la misma precision que el inicial,
Todos los tetracdros v poliedros cerrados de un mismo complejo tienen voli-
menes conmensurables.
El tetraedro ABC D puede constituir |
nadas cartesianas con origen en D y

tetracdro racional del
definen

a referencia de un sistema de
cjes DA, DB v DC. Si est
Ltoman como respectivas unidades en sus dirccciones
dice milleriano, Un punto racional o nudo se
de valor racional, voun plano del mismo califi

coorde-
as tres magnitudes se
. el sistema de coordenadas se
fija en ¢l por tres coordenadas x, 4, =
alivo por la ceuacion:

siendo u, v v w tres valores racionales lamados ¢

oordenadas millerianas del dicho
plano.

Cuando este Gltimo pase por el origen,

el segundo miembro de |a ecuacion
anterior e¢s cero.
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Clasificacion de los complejos espaciales.

Los complejos racionales del espacio cabe inicialmente ser clasificados segin
que los seis cuadrados de las aristas del tetracdro fundamental sean, en cuanto a
mensurahilidad, indulwndientos entre st (hexamodulares), o bien que puedan formarse
de cinco, de cuatro, de tres, de dos o de una magnitudes de similar independencia
v homogéneas con las normas o cuadrado: de las aristas (dimensiones de superfi-
cies): complejos pentamodulares, tetramodulares, trimodulares, bimodulares v ounimo-
dulares.
Los pentamodulares satisfacen a una ccuacion lineal v homogénea del tipo:

gt T et P e et e e 0

determinada por una sextena de valoves racionales (¢ ho ko Lom, n), que es, propor-
cionalmente hablando, vnica.

Los tetramodulares admiten dos sextenas distintas: los trimodulares, tres; los bi
modulares, cuatro, volos unimodulares, cinceo.

La matriz, covas filas son esas sextenas de valores v, ko Lom nono debe de
tener nulos todos los determinantes menoves de orden maximo, si las normas o,
D%, ete.. han de ser independientes.

Por Ultimo, conviene

hacer notar que todos los tetraedvos del complejo perte-
neeen a la misma clase de

esas seis a que pertenezea el fondamental, sin lo cnal no
tendria interés la division establecida,

Simetria de los complejos. Asimetria de los hexamodulares.

L.os complojns espaciales coinciden consigo mismos mediante traslaciones para-
lelas de nudo a nudo. Ademas, todos estos puntos son centros de simetria que per-
miten una rotacion de 1807, combinada con una reflexion.

Pueden va no existiv otras congruencias, pero puede también haberlas, La mas
sencilla de todas es 1a de una orientacion de planos racionales que ofrezean sime-
tria propia, hien perfecta o imperfeeta (esto es, de fignras planas o simplemente de
haces de vectas). Como ello liga mediante una o dos ternas racionales a las normas
de los triangulos en dichos planos contenidos, v Como esas ternas no son sino sextenas
con elementos nulos de tetracdros que tienen por caras a los veferidos triangulos, viene
a resultar que las mas clementales simetrias requicren, por lo menos, pvntz\nmdn-
laridad en el complejo espacial.

En consecuencia, los tetracdros de los complejos hexamodulares son asimétricos,
v sus paralelepipedos siempre romboidales (no rombales).

Estudio de los complejos pentamodulares.

Con los coclicientes que constituven la sextena proporcionalmente tmica de un
complejo pentamodular, se puede formar un determinante de cuarto orden, idén-
ticamente nulo, de gran interés. Es ol signiente:

— -1 k h { !
k —k—g—m y m ;‘
h ¢ —g—h—n n
! m n —l—m—n
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Todos sus adjuntos de tercer orden son ignales. Tomaremos como tipo el:

— ik — k h :
y == k —k—g—m o i
! ‘ h o —”-—Tl—ll

Al multiplicar Ia sextena por un nimero racional p. este determinante quedy
multiplicado por p*. Al pasar de un tetracdro a otro del complejo, p queda mu!-
tiplicado por el cuadrado de un nimero racional. En todo caso si
nulo seguiria siendo con ambas alteraciones.

Esta eventualidad d

p tuera nuly,

¢ anularse o se demuestra que tiene lugar precisament.
cuando existe en el complejo un plano, o mejor, una orientacién directora de
paralelos, en los que reina una simetria pert
rrespondientes

plancs
ecta o imperfecta, con sus dos ejes co-
v Voconstituve una condicidn necesaria v suficiente para ello.

Conviene, cuando se verifica, considerar los seis menore

s principales binarios de
la matriz de cuarto orden:

. —k—g—p a o —h—k—1 h C e
G = I —g—h—y 1= I —g—h—n | Ke=...
Lo —h—k—lI | ! oM=L P N= ...
i —l e —

Se demuestra que, si o oy cero, todos seis son nee
| S

ativos, v las raices elemen-
tales de ellos, previamente cambiados de

SICNO, son una misma
A
| —Ge=x | r.(.

Esta raiz de r e, ademads, un pardme

tro que se conserva en todo el complejo,
constituvendo su mds impnrtuntc caracte

ristica,
La simetria es perfecta cuando r

vale 1y hay entonces, dentro de los planos
de orientacién especial, dos direccione

s perpendiculares de fibras,
Es imperfecta la simetria en todos los otros casos, resultando imposible la per-
pendicularidad de fibras. Fl parametro r es el

mismo que se estudié en am'llogn
eventualidad de la Cristalomortia bidimensional,

La ccuacion de la orientacion de los planos dire
igualando a cero la matriz de 0. en |
o columna por los variables x, i

ctores del complejo se consigue
& que previamente se ha sustitnido una fila
, = Por cjemplo:

x y 3z |
ki —k—yg—m ¢ == ()
h ¢ — g —h—y

No es dificil situar dentro de este plano los cjes.

En resumen, los complejos' pentarracionales se clasifi
métricos, si @ no es cero; protosimétricos, cuando 0 s cerq
métricos, cuando p =0y r=1. En este Gltimo Caso exi
cuos con bases rombales v también con hases re

‘an en tres grupos: presi-
>y 1o vale 1, y clinosi-
sten parulelepipedos obli-
ctangulares,

(*) No constituye excepcidn de esta regla el hecho de

que alguno de log radicando — G, — H, etc.,
$e3 o,
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Complejos tetramodulares.

Las seis normas de los tetraedros incluidos en un complejo tetramodular adimi-
ten dos sextenas independientes de cocficientes racionales, tales como
Sl kylimyngy v Sa o ho ko lyman
viodaslas S == v §y + v S, que resultan de componerlas lincalmente tras de apli-
carlas dos multiplicadores racionales wrbitrarios. w v ¢

En su estudio hay que considerar los dos sistemas de menores:

Golly NGy Gaollae N
! 1 . 2 2

definidos en la forma (que se hizo anteviormente, v enatro nuevos valores que se cons-
truven a partir de aquétlos v ode los ¢ I, ete.,

voque son, a saber:

Py —1lygy—M b — Nk, =Gl —Hym —Kyn, - —x 1, 13
Posw— Ly ge—Mohy— — N Lo,
Favsm Ly gy = My hy—e — L,
Py —yon— ML T e = N L

'
b
[H

A base de estos Ultimos coelicientes, g

bir |

ue son nimeros racionales, se puede eseri-
L siguiente ecnacion homogénea de tercer grado en las incognitas p v g

Fopt - 38 p2g s 31, Pyt Fogt o0
que apellidaremos caracteristica.

Bsta ecuacion, con toda la variedad de casos a (que se prestan las de su grado,
puede, o no, tener soluciones racionales, v, si las tiene, Py g resultan ser los mul-
tiplicadores idéneos para obtener sextenas & con el parametro ternario, o. nulo. Es
decir, para que hava, al menos, protosimetria v plano director,

Pasamos en esta breve exposicion por alto la mucha riqueza especifica posible,
creadora de sendas modalidades de singonias que la Cristalografia comnu no consi-
dera, para fijar exclusiva atencion en 1os tres casos mas inleresantes,

LY Uno es el de que se encuentren tres soluciones de la caracteristion reales v
diferentes, dando lugar a tres planos directores constitutivos de un triedro al que la-
maremos director, Si ademas las simetrias correspondientes son perfectas, s posible
conseguir tres vectores no coplanarios de igual longitud, v p;n':llvlopipvd()s de caras
rombales de tres tipos diferentes,

Los otros dos casos, tienen de coman el poscer - caracteristica indeterminada,
por anulacion simultanea de las cuatro 17 lo que indica v infinitnd de solnciones

(n, q).

Dentro de esto puede ocurrir:

2. G Iy K, son proporcionales w Gy, 11, v K,

Se trata entonces de una multisimetria plana, esto es, que existe un sistema de
planos paralelos dentro de los cuales se dan cuadrados, o hexagonos regulares, o sim-
plemente rectingulos de normas conmensurables, pero sin producirse especialmente
en ningn momento una simetria bilitera especular, Clinosimetria eiclica tan solo.
Hay los prismas oblicuos correspondientes.

3. Gy, v K, no son proporcionales a G, 11, v K. Tace su primera entrada
cn nuestro escenario geométrico la simetria espacial bilitera con respecto a un plano
de reflexion u ortosimetria, todavia, v contrariamente al subcaso anterior, sin com-
plicacion alguna en otro horizonte diferente.
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Lacortosimetria tetramodular es. pues, la mas pura v simple manifestacién de 1
singonia: monoclinica, Ta del sistema monosimétrico de la Giencia cristalografica co
sus prisimas oblicnos v homoliteros de bases rombales o rectangulas.

a
n

Paxisten, en cnanto - orientacion v direccion se refiere, el antedicho plano re-
Hejante v ool cie perpendicular de simetria rotatoria binaria, Claro es que, en el com-
plejo, todos los planos raciouales v fibras paralelos gozan de la misma propiedad.

No hay otros angulos rectos e los del referido eje con las infinitas rectas ra-
cionales del tan citado espejo: olros perfeccionamientos implic

an nuevas sextenas, v
se pasi vaca complejos de modularidad mas redneida,

Complejos trimodulares.

Las dltimas consideraciones permiten va otear la complicacion casuistica de los
complejos trimodulares. Tales estructuras preden edificarse a base de tetraedros con
tres sextenas independientes de coclicientes cnadridticos: esto es

. adaptables a sus
nornas:

no siendo nula, en I matriz de 6 <3 el

ementos que con sus coeficientes se fm'mn,
L totadidad de los determin

mtes menores ternarios alli contenidos,
Tres multiplicadores v

acionales indeterminados, p, g v, proporcionan la sextena
nas general:

CS)' p C,S', Ly QS): ey Q?g
aplicable al complejo.

No lenemos ticmpo de eshozar ¢l complicado método d
directores fque pasan por un nudo (el orige
en valores racionales de nna cenacion car
las incognitas TN

¢ busqueda de los planos
npor cjemplo). Conduce a la resolucién
acteristica homogénea de tercer grado en

Resulta, si se i()f_{m, una familia entera de planos
sundo por un punto envuchen, en general,
Las especialidades mas significadas de
unas, a triedros dirc(-tor('s, v

directores, cuvos paralelos pa-
un cono: el cono director que lamaremos.

los complejos trimodulares se refieren,
otras, a ortosimetrias,
En el primer grupo interviene, ademas del trie

dro director, un plano también
director, como conseenencia de ]

a terveera sextena racional. Se presentan tres casos
posibles segun que ese plano tenga orientacion truncante de las
aristas del triedro, sea paralelo a una, o sea paralelo a dos.

En el primer supuesto, ademas de los tres vectores de nor-
mas conmensurables que definen el triedro, aparece, en las mis-
mas condiciones, un cuarto vector, v existen orientaciones planas
con cuadrildteros inseriptibles en un cireulo. Se puede construir
un dodecaedro romboidal (fig. 5.), de unas caras aparejadas por

paralelismo y congruencia, cuyos lados responden a las seis
as de los cuatro vectores.

combinaciones binari

n el caso muy especializado de que las tres
triedro sean iguales, puede tomarse t
vector, v el dodecaedro romboidal pas
rombos fundamentales difieren unos d
Figua s, sino en las diagonales.

aristas del
ambién igual el cuarto
a a ser rombal: los seis
e otros, no en los lados,
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Respecto a la segunda eventualidad apuntada, relativa ala presencia de un pla-
no director representante de la tereera sextena racional, paralelo a vna de las aristas
del triedro vosin aparicion del cuarto veetor, acaccee que dicho plano ticne simetria
interna propia con dos cjes perpendicnlares. uno de los cuales es la avista veferida,
Son dables prismas oblicuos de hase rectongulo v commensurabilidad de las normas
de uno de los lados de esa base con las de las aristas laterales.

La tereera eventualidad produce prismas oblicnos con simetria rotatoria plana
en fas bases v conmensurabilidad total de normas.

En cuanto a la ortosimetria trimétrien, adenis del plano de reflexion vodel eje
ll)inm'io perpendicular a ¢l que con canon del sistena monoclinico de la Cristalogra-
fia va se daban en ciertos complejos dimétricos, hav que senalar Taaparicion de un
cono director de segundo grado, al que son tangentes los planos divectores comu-
nes segun generatrices racionales.

La ortoedria (sistema rombico), (ue aparece por primera vez, se dacnando son
racionales las cuatro generatrices principales del cono. Hav entonees tres cjes de si-
metria binaria. mutuamente perpendiculares, votres planos, también perpendiculares,

de reflexion. Los cuadrados de las longitudes de los ¢jes son, en trimetria, forzosa-
mente inconmensurables entre st dos a dos.

Complejos bimodulares.

Los complejos tetrarracionales, es decir, aquellos cuvos tetraedros admiten en
sus normas hasta cuatro sextenas independientes de coeficientes vacionales, son bi-
modulares o dimétricos. Quicre esto decir que el cuadrado de la longitud de todos
sus vectores puede expresarse en forma bindmica voracional o partiv de dos cuales-
quiera de esas normas que se prefijen, sin otra condicion que la de ser inconmensu-
rables entre si.

La propiedad mas importante de los complejos bimodulares es la de que todos
sus planos sin excepeion admiten terna para los triangulos que soportan. En dichos
planos hay, pues, al menos, protosimetria (o sea, simetria de haces); en algunos Hega
a ser total con dos cjes perpendiculares de reflexion.

Otra propiedad interesante de los complejos en cuestion es la de poder ser estruce-
turados, alrededor de cualquier nudo considerado como vértice, segim conos cuvas
aristas racionales tienen normas conmensurables. Hay, pues, una doble infinidad de
triedros directores.

Las especialidades se refieren ahora a ortosimetrias, unas veces romboidales v
otras rombales u ortoédricas. En ambos casos cabe todavia la posibilidad de la exis-
tencia de un plano ciclico, esto es, de simetria interna maltiple (cuadrangular, hexa-
gonal o de orden infinito).

En los prismas rectos dimétricos de base romboidal (monoclinicos), las normas
de las alturas son forma binomia de las normas de los lados de la base, v cabe que
no admitan ningin plano ciclico o que admitan dos orientaciones miltiples, que mu-
tuamente se reflejan en la cara basal.

En los prismas rectos dimétricos de seccion rombal (rémbicos u ortoédricos por
lo menos) la norma de la altura es inconmensurable con la norma del lado de la sec-
cién. Puede, como antes, no tener corte ciclico, o tener dos en reflejo.

Pero puede también, v esto es lo importante, tener uno solo localizado en la di-

MARZO 1964 ' 225



226

receion de Ta base o especular. La simetiia espacial se hace entonces rotatoria myl-
tiple alrededor de un eje (de una direccion mis propiamente hablando)
es tetragonal, hexagonal o infinito. He aqui’ la surgencia de
cristalogrificos v una nueva: la del dltimo caso.

cuyo orden
dos conocidos sistemas

(‘I()mplcjos unimodulares.

Cinco sextenas indcpvmliontvs. Todas las normas de todos los vee

tores son

conmensurables. Todos los planos son ciclic s, Todas las rectas son cjes de rotacion de
o 1 otro orden,

Existen los siguientes casos particnlares:

L Todas las rectas son ¢jes de simetria rotatoria de orden infinito,

2 Hay c¢jes (direcciones axiles) principales de orden rotacional senario vV 1o
los hav cuaternarios,
37 Hav ejes (direcciones axiles)
del senacio.

!

prinzipales de orden cuaternario v 1o los hay

COExisten triedros trivrectingulos for 1dos en mixtura por cjes de
5. Existen triedros trirrectingulos formados por cjes cuaternarios. Y como se-
cuela hay Cjes senarios,

ambas clases,

Los complejos del

primer grupo vepresentan la clase unimodular todavia rémbica
(orloddrica).

Los del segundo v tercer grupo constinven, respectivamente, las clases hexagonal
v tetragonal de tipo unimodular.
I8l (quinto grupo es de la maxim

a especializacion. Son los complejos teserales o
regulares, Y ha de

notarse en ellos que, a diferencia de las formas cristalogrificas
concretas incluibles, se habla aqui de simetria

senaria v no simplemente de la trigonal, «

tiene por ejemplo el cubo aisladamente.

EI grupo mds curioso es el cuarto, que apa-
rece como novedad. De é] pueden destacarse
l‘igurus coneretas con simetria senaria o cuater-
naria, pero nunca simultdneamente lag dos. Un
prisma recto hexagonal vregular, ABCDEF —
—A'BC D (fig. 6, de altura igual al
radio o lado de Ia base, tiene manifiesto un eje
de rotacion senario; si al mismo cuerpo se le
mutilan los diedros B B’ vy E E' dejandolo redu-
cido al prisma ACDF— A’ ¢ D I, aparece
explicito un eje cuaternario, que une los centros de las caras cuadradas A F I’ A’
veDDC

£

jue

Figura 6.°

Sistemas y singonias.

Del estudio de los complejos espaciales resultan, como no podia menos de ocu-
rir, los seis sistemas cristalograficos, sin distincién entre holoedrias v hemiedrias,
que se refieren en la Naturaleza, o a formas externas, o a arquitecturas atémicas
intimas.
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Como singonias consideramos los subsistemas: relaciones modulares v goniomé-
tricas especificas.

Sistema regular.

El sistema, o singonia tmica del sistema Hamado regular, s harto conocido.
Puede definirse a partir del cubo, del tetraedro regular, o del tetracdro de tres caras
rectangulas ¢ isésceles v la cuarta equilatera. Puede arrne arse también de un prisma
hexagonal regular, en que la relacion de altura a lado de base tenga la |

)
factor elemental. Asimismo, de un ortoedro de lados u)mncn.xumhl(‘

Z como

Sistema dimérfico.

Es singonia mixta de los sistemas hexagonal v cuadritica. Se trata de la cuarta es-
pecialidad unimodular acerca de la que anteriormente va se ha hablado. Y como fi-
guras tipo se han deserito un prisma reeto hexagonal v regular de altura igual al

radio de la base, v el prisma recto cuadritico de altura relacionado con Ll base
[
por la | 3

Hay también tetracdros producidos por truncadura racional de estos
prismas,

Sistema hexagonal.

Figuras derivables de un prisma recto hexagonal o trigonal, o de una piramide
triangular regular. Existen las siguientes singonias:

L* Unimodular. Derivable de un prisma hexagonal regular cuva relacion de al
tura a base ¢s un ntimero racional, o un semirracional de raiz elemental distinta de
276 de 1'6.

2.* Bimodular. Derivable de un prisma hexagonal andlogo para el que las nor-
mas de altura v radio de base son inconmensurables.

Sistema cuadratico.

Puede partirse dc un prisma recto de base cuadrada. Dos singonias:
1.0 Unimodular. La relacidn de altura o lado de base es un semirracional cuya

raiz elemental no es) 2, ni | 3, ni | 6.

=)

2.* Bimodular. La relacidn indicada no ¢s racional ni semirracional

Sistema rombico u ortoédrico.

Deriva de prismas rectos de base rombal, v mejor, de ortoedros de dimensio-
nes d, ¢ v f. Las singonias son:

1. Unimodular o policic]ica Las referidas dimensiones se relacionan semirracio-
nalmente, y los cocientes d : f v e : f dependen de dos raices elementales cuyo pro-
ducto no es conmensurable con las antes indicadas. 2.° Bimodular diciclica. 3. Bimo-
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dular monociclica, 4. Bimodular aciclica. Segim el nimero de (mcnt:dcxones con
simetria rotatoria plana. 5.7 Trimodualar de normas %, ¢t v [* mutuamente meonmensy.
vables. Los planos de reflexion tenen orientaciones fijus. Es una singonfa aciclics,

Sistema monoclinico 0 Monosimetrico.

Plinos de reflexion v

ejes hinarios perpendiculares de una sola orientacion v uny
sola direccion comunes v

fijas. Prismas rombales o rectangulares con simetria bily
teral. Singonias diversas con estructuras tetramodulares, trimodulares v hasta bhime-
dulares, algina de Tas alimas con planos ciclicos,

Sistemag clinosimétrico voasimétrico,

el sistema triclinico de los libros de Cristalografia hay que distinguir en rigor:
los casos de una absoluta asimetria, de la posibilidad  de simetrias planas (clinosi-
metrias) con existencia do rombos votriangulos isosceles,
I sistema verdadernmente asimétrico
irracionales, voeasos de los telr
en los que las simetriag planas son

o loys complejos, ¢
pentamodulares o
han citado v
ZOonos.

recoge las estructuras
amodulares v trimodulares que se
de haces racionales v no de poli-

En L elinosimetrin caben, adem

as de los prismas oblicuos de hase rombal, otros
de base enadrada, hexagonal regnlar

< vyen general, de tipo ciclico.
Con esto damos por terminado este conato enumerativo de |

as estructuras ra-
cionales o complejos el espacio ridimensional comin.

Cristalomorfia v complejos Ilipcrcsp:wiulcs.

Pero cabe generalizar oy paut

as voeshozar 1o que serian, en ¢
dimensiones v ey los de mids,

los hipercomple
A las figuras elementales que
Ay

Fespacio de cuatro
jos v la lliporm‘istu]ngmI‘in.
son el punto o monovértice adimensional, ¢l seg-
mento o bhivértice monodimensional, o tridngulo o trivértice bidimensional v ¢l te-
tracdro o tetravértice tridimensional, sueede con naturalidad el pentacelio o penta-
vértice tetradinmensional. Reside en o hiperespacio, voesta limitado por cinco tetrae-
dros, con dier caras trinngulares, dier aristas volos cinco vértices citados.
En cada vértice concurren enatro aistas que no estan en el misme hiperplano
0 espacio tridimensional. Tomando 1o de esos vértices B como origen v los otros
cuatro A B Co D como jalones mitarios se define un sistema de coordenadas mille-
N0 Xy 200 para o punto P EL punto P, es racional cuando aquellas coordena-
das lo son, volos puntos racionales constituyven un complejo racional  de cuatro
dimensiones. Hay ademis rectas, planos ¢ hiperplanos racionales. Estos dltimos pue-
den encerrar policelios (0 sea, hi|_)(‘|'p()liv(l|'()s) racionales, figur;ls que (-onstituirizfn al
objeto de una Cristalomorfia tetradimensional.
Enesta discipling,

segim que las normas de las diez
entre s,

0 s¢ puedan expresar lmj() una form
de dos, de tres. de cuatro, cte.,
dos, se tienen hasta diez clase

aristas sean conmensurahles
a polinomia con cocliciente

v hasta de diey, parametros
s de compleios Vv oestilos de

s racionales
inconmensurables dos a
Iigums‘.
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Es de notar que, de los scis police
cuatro, por lev de racionalidad, result
monoparamétrica o unimodular,
icositetracelio regulaves. Pe

lios o hipm'poli(‘dms regulares que existen, sélo
an figuras eristalomdrficas. incluibles en la clase
Son ¢l hipereubo, v el pentacelio, hexadecacelio ¢
ro aqui, lo mismo que ocurria en el es
nal, donde el triangulo cquildtero voel cuadrado evan 1
hay también dos sistemas diferentes:
o teseral. Esto frente a lo que oc
sistema cibico es el Gnico ¢

pacio bidimensio-
acionalmente incompatibles,
el del pentacelio vel de las otras regularidades
urre en el espacio tridimensional comin, donde ol
alificable de regular,
Es muestra particular de la diferey
perespacios de orden par v los d

wia de comportamientos que tienen los hi-
diando cristalomorfias de ¢

¢ orden impar. Todo ello se podria patentizar estu-
inco, de seis v de mis dimensiones, Voson Ostos unos temas
que, con alguna mavor extension, hemos publicado en otra monografia nuestra (°),

Quicro acabar dando espuclas ala Lantasia, ¢ imaginando unos complejos espa-
cio-temporales reticulados, en general. con tres nnidades o maodulos de longitud v

una cuarta o ritmo de tiempo, traducible también en distancia imaginaria mediante
la ecuacion de equivalencia de Minkowski.

Lgnoro lo que darta de si una rel
de las de los cuerpos cristalinos reale
ciclos de rotacion clectronicos,

acion sustentadora, sobre semejantes estructuras,
8. sie ritmo indicado se acompasa tambicén a los

Llegamos con tal interrogante al
escogido como base de esta sintesis,

portitlo frontero del poco ameno campo, que he
he de desperdiciar |

que v va resultando lzn'gzl voaburrida, v ono
a4 ocasion propicia que aquel me
perdonarme los que la han leido, Ta molesti

brinda para darla remate, Sepan
aimpuesta al hacerlo,

(") Pequenas dosts de Cristalograria hiperespacial.

“Las Ciencias”, afio NNV, paginas y21-334
571-588. Madrid. 1960,
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