UNA CLASI‘FICACION DE LAS CORRELACIONES
EN EL PLANO PROYECTIVO

Por IGNACIO CANALS NAVARRETE

Catedritico 'de Geometria Proyectiva de la Universidad
Nacional Autdnoma de México.

El objeto del presente trabajo ¢s dar wna clasificacién completa de las correlaciones en cl

plano proyectivo, cosa que no se encuentra n los libros de Geometria Proyectiva consultados.

Se utilizard la teoria de matrices, que facilita mucho ¢l dar una clasificacién exhaustiva, v las

definiciones va conocidas de los elementos proyectivos que ofrecen la oportiwidad de hacer
tal clasificacién.

1. Preliminares y notacién.

Una matriz (a;;),%, j = 1, 2, 3, la representaremos
por la letra maytscula 4. Un punto P, cuyas coor-
denadas proyectivas son (p1, P2, pa), serd considera-
do como vector columna, es decir; representara una

[P
matriz (3 X I)(Pe) .
: P3

La traspuesta de una matriz, es decir, el resul-
tado de cambiar las filas por las columnas, se- desig-
nara por A’. Ast P'= (p1, p2, p3)-

Si A es una matriz cuadrada no-singular, es de-
cir, su determinante |A|3% 0, tendrd una matriz in-
versa, y la designaremos por A~

Utilizaremos también la forma candnica de Jor-
dan (1) para una matriz. Si 4 es una matriz cuadra-
da (n X ) y los divisores elementales de A—AI
son:

s

ma, G, e, 0 (X =a),

~

donde las «; son las raices caracteristicas de 4, no
necesariamente todas distintas, entonces existe una
matriz P (n X n) no-singular, tal que:

/J;, 0...0
P—-]AP_: 0 ].3...0
0 0...J

(1) Consultar “Introduction to the' ’I’h‘ébryg'df‘fd)yét'e'f‘riﬁ-‘
nants and Matrices”. Edward Tankard Browne. The Uni-

versity of North Carolina . Press (1958).° }
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donde:

DEFINICION I.1.

Correlacién es una transformacién lineal homo-
génea: ‘

sV=CX, [1.2)

que hace corresponder a un punto X del plano = una
recta @, cuyas coordenadas son C X, del plano ="
Veamos también que a una recta u (U’ X =0)
del plano = le corresponde un punto Y del plano ="
Si la correlacién es mo-singular, es decir, |C | # o,
entonces U’ X =o se transforma por [I.2] en
U'pCV =0; tomando traspuestas en ambos la-
dos, obtenemos p V' (C—*)' U =0, que nos dice que
todas las rectas v transformadas de los puntos de u
pasan por el punto:
pY=(C"1yU. o3
Despejando X y U dé {1.3] ¥ [1.3]; obtenemos
las transformaciongs inversas: .0

P
ISR

L)

1.5]

: EI AR LI
Un punto y una recta incidentes en = se transfor- .
man’len'una- recta iy un punto. incidentes “efls =’.
U X=o exppe’sa;.’ queselii punto: 1 Xy la:rrecta i son
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incidentes; sustituyendo X y U por los valores de
[14] vy [1.5], deducimos p¥'C pCV =o,
Y'V =0, V'Y =0, que expresa que la recta v y el
punto ¥ son incidentes. ‘

5 ™

v (V1 V2:V3 ) :

x’( X1 xz.X3)

U(U1IU2'U3 ) Y (Y1'y2'Y3)

DErInICION 1.2,

Cénicas de incidencia. — Supongamos ahora que
los dos planos = y =’ coinciden, y tomamos en ambos
planos el mismo sistema de referencia para las coor-
denadas de los puntos y rectas de ambos planos.

Veamos si existen puntos X tales que sus rectas
transformadas v pasan por él, es decir, I’ X = o.
Despejando ¥ de [1.2], obtenemos:

1/p X CX=0,

tomando traspuestas

XCX=0, [1.6]

que es una cénica que denominamos cénice de inci-
dencia.

Igualmente buscamos rectas u, tales que sus pun-
tos transformados Y estén sobre ella, es decir,
U’Y =o. Sustituyendo ¥ de [1.3], obtenemos:

Ullp(CT'yU=0,UC"'U=0, (1.7)

que es también una conica, distinta de la anterior,
pues C no es simétrica en general, y que denomina-
mos también c¢énica de incidencia.

Observamos que la cénica [1.7] es la transforma-
da de [1.6] por la correlacién [1.2], lo cual nos dice
que los puntos de [1.6] se transforman en rectas que
pasan por €l y son tangentes a la cénica [1.7].

DerINICION 1.3.

Pares involutivos. — Un punto X y su recta trans-
formada V:se dice que-es un par involutivo si el trans-
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formado Y, de v considerada como del plano =, coin-
cide con X. Es decir:
’ -"o V=CX.

Y sustituyendo en 1/p U = C” ¥, teniendo en cuenta
que U =10V, obtenemos:

Ip 1psCX=CY,CX=0CY, [l

o bhien:
oY=()"1Ccx, [1.9]

(ue es una colineacién, cuyos puntos dobles serdn los
puntos buscados.

Anilogamente, una recta % y su punto transfor-
mado ¥ decimos que es un par involutivo si la trans-
formada de Y considerado como del plano = es una
recta  que coincide con u.

p ¥ = (C—*Y U, y sustituyendo en 1 /e X=C1T,
y teniendo en cuenta que ¥ = o X (porque ¥ = X),
obtenemos:

-~
H

L lp(CTlyU=spCmiV,0V=C(C )y U, (1.10]

que es la misma colineacién [1.9] para las rectas.
Veamos que los puntos dobles de [1.9] y las rectas
dobles de [1.10] constituyen los pares involutivos de

™ YEX ——

v(Zu)

[1.2]. En efecto: demostraremos que si X es un pun-
to doble de [1.9], entonces ¥ = C X ‘es una recta

doble de [1.10] ; por ser X punto doble de [1.9], se
verifica:

((C'l)'C—PI)X='-'°;((C_1)'C"'Pf) cTlv=0,
(ly—pchv=0;
multiplicando por C, que es no-singular:

(€Y —pnv=0,
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que demuestra que la transformada de X por C es
una recta doble de [1.10].

Por tanto, los pares involutivos de [1.2] son los
pares (X, C X), siendo X un punto doble de [1.9].

DEFINICION 1.4.

Correlaciones inwvolutivas. — Son aquellas en que
todos los puntos del plano y sus rectas transforma-
das son pares involutivos. Es decir, la colineacion
[1.9] debe ser la identidad; por tanto:

(CclyC=uwl,C=0C,

tomando determinantes obtenemos:
[Cl=w?|C],

y como |C|5% o, tenemos que o® =1, que implica
w=1y C=0C" Luego C es una matriz simétrica,
v la correlacién se llama polaridad, y las dos conicas
de incidencia coinciden.

Correlaciones no involutivas. — Las clasificaremos
con relacién a los pares involutivos, para lo cual de-
hemos estudiar los elementos dobles de [1.9], es de-
cir, los divisores elementales de (C—*)' C = 4. Vea-
mos primeramente que .4 tiene siempre una raiz ca-
racteristica igual a uno y las otras dos reciprocas. En
cfecto: como A4 es no-singular, si |4 —2XT| =0, en-
tonces A & o'

A—\I=(C"'yC—rI=(CT'yC—rC!C=
(C~ly —rc he=(CTlyU—rCCHC=—
—n(CY (@ C = INDC = — 1 (Cly (€Y C—

—1/20'C,
tomando determinantes:

Cmly c—=rri=(=wlClylICliCT ) C— 1.

Y como

A5£0,] C|5£0, [(CT1Y]5%0,

deducimos que si

e~y c—rij=0,

entonces

(c—'y c—1pnI1 =o.

Luego si A es raiz caracteristica de 4, también lo es
I1/A. Y teniendo en cuenta que la ecuacién |4—AI| =
=0 es de grado tres y que el coeficiente del térmi-
no de mayor grado es — 1, y el del término inde-
pendiente, 1, deducimos: Ay I/A; Ae=1; es decir,

NOVIEMBRE ‘1963

A2==1; A y I/Aq son las raices caracteristicas de
la matriz 4.

Tendremos los siguientes casos para la forma ca-
nénica de JoRDAN de la matriz 4 = (C) C:

2.1. M 5% = 1; los divisores elementales son (A —
— 1), A—2x1), (A —1/Ay); forma canénica de Jor-
DAN:

1 0 0
A, =110 % 0}.
0 01/
2.2. Ay = —1; divisores elementales:
a) A=1); (1); 1.
by \—1); (417,
forma candnica de JORDAN:
@) (1 0 0 8 /1 0 O
A.)= 0—1 0 Ag= 0—1 1 .
0 0-—1 0 0-—1

2.3. A = 1; divisores elementales:

a (—1); GR—=1); (A=1).
b)) (\—1); (—1).
) (h—1)3.
forma candnica de JORDAN:
@) (100 ) (1 1¢C c) 110
Ao=f010). 4=[010 A=]0 1 1].
001 001 001

2.4. Cambio de sistema de referencia para la co-
rrelacién [1.2]. — En cada caso de los sefialados exis-
te una matriz P (3 X 3) no-singular, tal que
P 4P =4 En cada caso tomamos como nuevo
sistema de referencia el definido por P, de tal forma

que el punto X tendra ahora por coordenadas X, tal
que X =P X, y la recta V' X = o tendrd por ecua-
cién en el nuevo sistema de referencia ¥/ P X =o0;
es decir, sus coordenadas seran V' = V' P,V =P'V,
V=(PYV,y como (P)~1= (P, nos queda

finalmente V = (P V.
La correlacién [1.2] en el nuevo sistema de refe-

rencia sera:
p(P-lyV=CPX; ,V=PCPX.

Hagamos P'CP = B y veamos que (B—*)' B = 4o,
con lo cual podremos calcular B en cada caso y ten-
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dremos definida la correlacidon en el nuevo sistema de
referencia. En efecto:

@cPlypcP=p-icT (P)TlyPCP=
=P7HCT!y(PT'YP CP=PT'AP=A,.

La matriz 4, en cada caso nos.dara los pares in-

volutivos, y la matriz B nos definird la correlacién,
siendo B = B’ 4,.

Caso 2.r:
1 00 by 0 O
A=|0 2 0). B=f0o 0 by}
0 01, 0 by O
16, 0 0
B '=|(0 0 1/bg|;bs=12,0bs.
0 /by O

Pares involutivos:

1 by 0
(0)=Bll BB,=(0 )(X1=0); (1)=Bg,
0 0 0

0 0 0
332=(o )(x;,:O;) (o)=33; BBz=(b33)(x.:=0)
b/ 1 0

Conicas de incidencia:
b1y X1 - (bag -+ byo) Xo X5 = 0,
1/byy %+ (1/beg + 1/bg,) uy uz = 0.

Hay tres pares involutivos, de los cuales dos son
incidentes, y el otro, no; y los tres forman un trian-
gulo. Las cénicas de incidencia son bitangentes entre
si y tangentes a los pares involutivos incidentes. El

B4
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otro par involutivo est en la relacién de polo y polar
respecto de las dos cénicas de ‘incidencia.

Caso 2.2, a:
1 0 0 b, 0 O
A°= 0—1 0‘. B= 0 O bga).
0 0_1 0 —'bgs 0
1/6,, O 0
B*‘.—_( 0" o —z/bgs) .
0 /b O

Pares involutivos:

0 [ D
(%)‘—‘-Q; BQ'—"( bag 93) (gsXs — g2 X3=0),
ds — by Qe

1 by,
(0)=B,, BB, = (o )(x,=0>,
0 \0

Cénicas de incidencia: x2,=0 y u*=0,

B4

\(qs X: — ¢ X3 =0,

\Q (01 qz Q3)
que son s1n°u1ares una recta doble y un punto do-
ble. Todos los puntos de Ia recta y todas las rectas

que pasan por el punto son pares involutivos inci-
dentes, y el punto ¥ la recta (conicas singulares) son

82 83

también pares involutivos.

Caso 2.2,b:
(b, 0 0\
A= 0—1 . B=|0 0 ba |.
0—1 0 — bay bagf2

/b,y O -0
B~'=| 0 120, —1/bgl.
0 1/bag 0

Pares involutivos:

0 .
0

1 biy
(o).—.B,, BB, = (o )(x,=0).

Coénicas de incidencia:

b1 X% 4 bgf2x%3 =0 %
byt +1/2 by u?, =0
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que son singulares: dos rectas conjugadas I y
respecto de 21 =0 y x3 =0, y dos puntos conjuga-
dos L y L’ respecto de By y Bs. De los dos pares
involutivos, uno (Bs, #3 = 0) es incidente y tangen-
te a las conicas de incidencia; el otro no es inci-
dente y estd en la relacién de polo y polar respecto
de las cénicas de incidencia.

Caso 2.3, a:

10 0 - R ‘
A= (8 (1) 0) B =B'; la correlacién es involutiva.
1 _ '

Caso 2.3, b: N
1 1.0y 0 0 0
A,=(0 1. 0]. B={(0 b, b,s)
0 0 1 0 b.:g bgg'

tradiccién, pues siendo B=P'CP, y P no-singu-
lar, implica que C es singular, contra lo supuesto.

En este caso B es singular, lo cual es una con-

Por tanto, una correlacién no-singular no puede te-
ner la forma A, de este caso.

Caso 2.3, c:
1 1 0 0 0 by
A,={0 1 1). B=[o —b; 0.
0 0 1 byis bz bss
B~ l= (" gss/btxs _ Hg:: 1/0[713) )
1/bys 0 0

B1

Bs

Pares involutivos:

N 0
' (0)=B,, BB;:(O)(X3=O).
0 bys

Codnicas de incidencia:

— by X% by X%+ 20y Xy Xg - Dy Xe X3 =0,
— bglby 0 = 1/bygu® 4 1/byguy s +2[byg u 1, =0
En este caso hay un solo par involutivo y las

cénicas de incidencia son . tangentes entre si a la
recta involutiva en el punto involutivo.
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